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Работа посвящена моделированию колебаний мостовых конструкций с учетом сил 

демпфирования и жесткости. Граничное интегральное уравнение (ГИУ) в скоростях 
многозонального тела (газ + конструкция) дополняются ГИУ колебаний упругого тела 
(конструкции), что позволяет находить нарастание амплитуды их колебаний. 
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: МГИУ, МГЭ, аэроупругость, аэродинамическая устойчи-
вость. 

 
Конструкции большепролетных мостов должны противодействовать силам 

лобового сопротивления ветра, а также различным аэроупругим явления. Для 
висячих мостов наиболее опасным является изгибно-крутильный флаттер. 

В работе [1] изложен альтернативный подход решения связанных систем, 
основанный на многозональном МГЭ. Предполагается квази - динамическое 
решение для кратковременных воздействий шквала Δt = 1-3 мин. Приведенный 
там расчетный аппарат позволяет находить полные значения перемещений и 
усилий: U(x) = u(x) · Δt (м), P(x) = p(t) · Δt (Н). 

Квази - динамическое решение может применяться для достаточно жестких 
конструкций при расчете на прочность и допустимые перемещения. При этом 
конечные перемещения не дают возможности оценить колебания конструкций, 
которые могут быть опасными при монтаже и эксплуатации. Поэтому для их 
нахождения необходимы дополнительные уравнения движения. Для гибких 
тонкостенных конструкций требуется оценить их колебания и выполнить рас-
чет на аэродинамическую устойчивость. 

Для уменьшения воздействия ветра на ванты или подвески висячих мостов 
применяются различные механические демпферы, которые необходимо учиты-
вать в расчетах. 

Чаще всего применяется нестационарная теория Келдыша-Теодорсена, ко-
торая сводится к решению уравнений связанных изгибно-крутильных колеба-
ний балки жесткости в середине пролета без учёта сил демпфирования [2]. 

Наиболее общее решение получается, если применять уравнение движения 
2М и 3М упругих тел с учетом демпфирования. Для их решения будем приме-
нять численный метод прямого интегрирования по времени. 

При расчете колебаний необходимо учитывать наличие по всем трем на-
правлениям: 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2015, № 4 

59 

- пружин с коэфф. жесткости K; 
- поглотителей колебаний с коэфф. вязкого (линейного) затухания D. 
Уравнение равновесия Навье под действием динамических и демпфирую-

щих сил в перемещениях в тензорной форме [3]: 
22 2

2 2 2
2( ) ( , , , ) , 1,2,3i i iji i i

p s p i
j j i j

uu F u D u KC C C u x y z t i i
x x x x t t  

            
     

,  (1) 

где ρ - плотность материала; F - объемные силы; D - коэффициент вязкого зату-
хания (т/с); К - коэффициент жесткости пружин (т/с2); Cs, Cp - скорости распро-
странения продольных и поперечных волн; /sC G  , ( 2 ) /pC G   , 

/ 1p sC C  ; λ, G - упругие константы. 
Для нестационарного движения возможны следующие формулировки. 
Применение гармонического возбуждения ( , ) ( ) i tf x t P e  

  . Реакция кон-
струкции зависит от частоты ω внешнего воздействия. Используется преобразо-
вание Фурье для уравнения движения (T.A.Cruse , F.J. Rizzo, R.E. Bellman, А.А. 
Ходжибоев). Гармоническое воздействие характерно для механизмов. 

Применение импульсного возбуждения ( , ) ( ) ( )f x t a P t x  
    . Происходит 

воздействие импульса P(t), действующего из точки в направлении a  . Такой 
подход основан на зависящих от времени функций влияния (W.J. Mansur) и бу-
дет применен ниже. Уравнение (1) необходимо интегрировать, чтобы получить 
перемещения. Для этого дополнительно определяются: 
- начальные условия при t = to в области S: ( , ) ( ); ( , ) ( )o o

i i i iu x t u x u x t v x  ; 
- граничные условия: 1( , ) ( , )i iu x t u x t на Г ; 2( , ) ( , )i ip x t p x t на Г . 

Известно решение (1) без включения 2-го и 3-го членов в правой части, ко-
гда учитываются только силы инерции. Тогда ГИУ для нестационарной задачи 
имеет вид [4]: 

*

* *

* *

( ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( )

( , , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( )

[ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )]| ( ), , ,

o

o o

o

ij j ij j
t Г

ij j ij j
t Г t S

ij j ij j t
S

C u t P х t u x t dГ x dt

U х t p x t dГ x dt U z t b z t dS z dt

U z t u z t U z t u z t dS z Г z S t T



 

  

 

     

   

        

      

 

   

 

    (2) 

где Cij = 0.5 δij - для гладкой границы; * *
, ,( , , ), ( , , )i j i jU x t P x t   - зависящие от вре-

мени функции флияния Ахенбаха перемещений и усилий [4]. Последняя строка 
здесь учитывает влияние начального условия R1 при to. ГИУ (2) линейное по 
своей структуре и требует только интегрирования по времени.  

Предлагается учет всех членов ДУ (1). В этом случае с учетом сил демпфи-
рования и сил жесткости после интегрирования по частям окончательно полу-
чается следующее ГИУ: 
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где Kj - параметр жесткости; Dj - параметр демпфирования. Видно, что это ГИУ 
становится дважды нелинейным относительно функции u на S в правой части. 
Ниже дается специальная процедура его численного решения. 

Пространственная и временная дискретизация. Пространственная дискрети-
зация задана L граничными элементами и M внутренними ячейками области. 

Обычно считают функции u и p постоянными вдоль выбранных временных 
шагов. Общий интервал времени T делится на временные шаги Δt = T /N ; N - 
число шагов. Временная сеть имеет равные шаги: , 1, 2,...,nt n t n N     

Тогда дискретизация ГИУ (2) в тензорной форме будет: 
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где Гe - граничный элемент; Sm ячейка области; Фk - базисные функции пор-ка k.  
Видно, что сначала выполняется суммирование по граничным элементам, а 

потом - по временным шагам. Это определяет схему численного решения. 
В матричной форме система уравнений МГЭ, соответствующая ГИУ (2), 

имеет вид: 
1    H U G P B R ,                                                 (5) 

где H и G - глобальные матрицы влияния; U, P - глобальные вектора узловых 
перемещений и усилий; B - вектор объемных сил; R1 - вектор начальных усло-
вий; находится из предыдущего временного шага. 

Аналогично выглядит матричная система для ГИУ (3): 
1 2( )        H U G P B R K D U R ,                              (6) 

что К - вектор жесткости, D - вектор демпфирования; R2 - вектор начальных ус-
ловий. Здесь нелинейные члены перенесены в правую часть и считаются из-
вестной функцией, т.е. это возбуждающие силы. 

При малых значениях коэффициентов демпфирования (для стальных конст-
рукций) возникает система с малым затуханием колебаний. Их решение вызы-
вает малую степень нелинейности, когда достаточно точности метода последо-
вательных приближений. 

На каждом шаге временного цикла требуется решение нелинейной задачи. 
Используется алгоритм метода простой итерации вида: 

1
1 2( , ) ( ) ( , )i i

n nz t z t        H U G P B R K D U R ,            (7) 
где задано начальное условие: 

0
1( ,0)z    H U G P B R .                                                      (8) 

При больших значениях коэфф. демпфирования (для ж.б. конструкций) воз-
никает система с большим затуханием колебаний, что приводит к большей не-
линейности. Требуются более точные методы решения нелинейной задачи: ме-
тод Эйткена - Стеффенсона или метод предиктор-корректора Ньюарка (Newark 
predictor-corrector [5]). 
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Схема 1 повременного численного решения ГИУ (2) состоит из шагов: 
Шаг 1. Задание начальных полей перемещений ( ) 0ou z  , ( ) 0ou z  ; z S ; to = 0. 
Шаг 2. Начало временного цикла с шагом Δt и дискретом , 1, 2,...,nt n t n N    
Шаг 3. Определение граничных скоростей усилий ( , )p t   из ГИУ (см. (2) [1]) для Δt; 

( , ) ( , )p t p t t      . 
Шаг 4. Решение граничной задачи (5) и определение перемещений на гран-це Г. 
Шаг 5. Решение внутренней задачи в точках коллокаций области S: перемещений 

( , )nu z t  и их скоростей ( , ) ( , ) /n nu z t u z t t  . 
Шаг 6. Накопление значений поля перемещений и его скоростей:  

( ) ( ) ( , ), ( ) ( ) ( , )n nU z U z u z t U z U z u z t       
Шаг 7. Идти к шагу 2, если tn < T. 

Схема 2 повременного численного решения ГИУ (3): 
Шаг 1. Задание начальных полей перемещений ( ) 0ou z  , ( ) 0ou z  ; z S ; to = 0. 
Шаг 2. Начало временного цикла с шагом Δt и дискретом , 1, 2,...,nt n t n N     
Шаг 3. Определение граничных скоростей усилий ( , )p t   из ГИУ (см. (2) [1]) для Δt;  

( , ) ( , )p t p t t      . 
Шаг 4. Решение линейной граничной задачи и определение перемещений на границе Г 
по матричной формуле (8). 
Шаг 5. Решение линейной внутренней задачи в точках коллокаций области S: переме-
щений ( , )nu z t  и их скоростей ( , ) ( , ) /n nu z t u z t t  . 
Шаг 6. Сохранение значений поля скоростей перемещений uk(z) итерации k - 1. 
Шаг 7. Решение нелинейной граничной задачи и определение скоростей перемещений и 
усилий на границе Г по матричной формуле (7). 
Шаг 8. Решение нелинейной внутренней задачи итерации k в точках области S. 
Шаг 9. Контроль условия сходимости итерацион. процесса:  

1max | |i i
j jj

U U    ; 

если условие выполняется - решение закончено, иначе идти к шагу 6. 
Шаг 10. Накопление значений поля перемещений и его скоростей:  

( ) ( ) ( , ), ( ) ( ) ( , )n nU z U z u z t U z U z u z t       
Шаг 11. Идти к шагу 2, если tn < T. 

Программа Aero Zon (Azon) - это программа для решения 2М и 3М задач 
аэроупругости. Основана на методе граничных элементов (МГЭ). Имеет воз-
можность учета флаттера.  

Укрупненный алгоритм её решения: 
1. Начинается цикл по скорости ветра V = 10, 20, …, 100 м/с; задается ускорение в 

порыве и общая его длительность T. 
2. Составляется квазидинамическая многозональная МГЭ модель А (рис. 1, а), кото-

рая включает ветровой и структурный макеты (пролетное строение и пилон). 
3. Для модели А находится её граничное значение p(Δt) для всех временных и гра-

ничных узлов на внешнем контуре. 
4. Составляется динамическая многозональная МГЭ модель Б (рис. 1, б), которая 

включает только структурный макет, где заданное p(Δt) учитывает воздействие ветра. 
5. Для модели Б решается задача упругой динамики по временным и граничным уз-

лам с накоплением. 
6. Строится график вертикальных перемещений граничных узлов для времени Т и 

анализируется его поведение. Если происходит нарастание амплитуды колебаний, то 
скорость ветра характеризует начало изгибно-крутильных колебаний и Vcr = V. 

По такой схеме выполняется аналогичное МКЭ моделирование связанного 
флаттера. В Azon не требуется значительного сгущения ГЭ сетки вокруг обте-
каемых конструкций, как в МКЭ. При угле атаки α = 0º анализируется плоский 
(классический) флаттер, а при α = 10º - срывной флаттер, когда критическая 
скорость Vcr(α = 10º) < Vcr(α = 0º) в 2-3 раза. 
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Демпферы в вантовых мостах активно применяются с 90-х годов. Их демп-
фирующая способность определяется требуемым логарифмическим декремен-
том [6]. Внутренние демпферы применялись для вантовых мостов во Владиво-
стоке. Демпферы установили также для подвесок 3-го висячего моста через п. 
Босфор. 

Azon моделирует появление в конструкции ветровых колебаний. Это позво-
ляет частично исключить физические модели испытаний в аэродинамической 
трубе для большепролетных мостов. Она еще полностью не написана. 

Особенности выбора моделей для расчета динамических колебаний 2М и 
3М тел с применением многозального МГЭ (рис. 1, б): 

- для учета сосредоточенных подвесок и вант создаются 2М и 3М ячейки ограничен-
ного размера; 

- соответствующие вантам / подвескам пружины и демпферы задаются своими пас-
портными параметрами демпфирования Dx, Dy, Dz, и жесткости Kx, Ky, Kz; 

- сосредоточенные воздействия корректируются (растягиваются) по ячейке: 
поверхности  d = D / А, k = K / A, А - площадь; 
объема  d = D / V, k = K / V, V - объем. 
Заключение. Предложено решение ГИУ колебаний упругого тела (конст-

рукция моста) с учетом сил демпфирования и жесткости, характерных для под-
весок и вант. Такая ГИУ дополняется ГИУ многозонального тела (газ + конст-
рукция) в скоростях для решения связанной задачи аэроупругости. Предложен 
алгоритм численного моделирования флаттера с учетом демпфирования в виде 
нелинейного временного интегрирования. 

 
Рис. 1. Многозональные модели расчета: а) ветровой и структурный макет; б) структур-

ный макет 

 

 

Предложенное ГИУ (3), основанное 
на зависящих от времени функциях 
влияния, имеет более удобную и уни-
версальную форму численной реали-
зации. 
На рис. 2 показаны вертикальные ко-
лебания для различных скоростей 
ветра висячего моста Lo = 3.3 км через 
Мессинский пролив [5]. 
 

Рис. 2. История вертикальных перемеще-
ний висячего моста при скорости ветра 
30, 40 и 50 м/с. 
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THE APPLICATION OF A METHOD OF THE BOUNDARY INTEGRATED 
EQUATIONS FOR MODELING OF AERODYNAMIC STABILITY OF BRIDGE 

CONSTRUCTION 
 

A.S. Dorogan, Khabarovsk 
 

The work is devoted the modeling of oscillations of bridge construction taking into ac-
count the forces of damping and rigidity. The boundary integral equation (BIE) in velocities of 
a multizonal body (gas + construction) is supplemented BIE oscillations of an elastic body 
(construction) that allows to find the increase of amplitude of their oscillations. 

KEY WORDS: MBIE, ВЕМ, aeroelasticity, aerodynamic stability. 
 

 


