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В работе предлагается алгоритм решения задачи полупространства с подкреп-
ленным отверстием произвольного очертания, которое находится под действием 
тектонических напряжений. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: плоская деформация – полупространство – крепь – горная 
выработка – упругое кольцо – бесконечность. 

 
Подкрепление отверстия в виде упругого кольца, называемый крепью, в 

общем случае имеет механические характеристики 1G  - модуль сдвига, 1v  - ко-
эффициент Пуассона (рис. 1). 

 
Рис. 1.  Полупространство с подкрепленным отверстием 

Задача моделируется в виде подобластей 1  и 2  совместно, работающих 
под действием растягивающих (сжимающих) тектонических напряжений дейст-
вующих на бесконечность. На поверхности контакта двух подобласти 1  и 2  
соблюдается условия совместности деформаций, на основе которого составля-
ется, граничные условия согласно которых возникают одинаковые перемеще-
ния и напряжения (рис. 2). Эти же условия совместности деформаций являются 
обоснованием совместного решения систем уравнений для внутренней поверх-
ности крепи и поверхности выработки. Интегральные уравнения соответст-
вующие плоской задаче, записываются в виде тождества Сомильяна [2]:  
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         ,             (1) 

k s , k , p , 
где xP , yP  поверхностные силы, отмеченные звездочкой параметры, соответ-
ствуют фундаментальному решению Мелана: 
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Соответствующие фундаментальные напряжения на наклонной плоскости 
вычисляются по формулам [1]: 
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Остальные фундаментальные напряжения * *,yx xyP P  и *
yóP имеют аналогичные 

выражения. 
Погружая область S   в полуплоскость, где часть границы рассматри-

ваемого тела совпадает с поверхностью полубесконечной плоскости, из теоре-
мы взаимности работ с учетом * * * * 0xx yx xy yyP P P P     получаем 
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Если часть границы рассматриваемой области не совпадает с поверхностью 
полуплоскости то уравнение (3) записывается в виде 

* *
1( )

s s
U p P Uds PU ds   , P  .                                         (4) 

       Если граница 1S  удаляется на бесконечность, то из (3) с учетом 
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         получим 
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        Характерная особенность уравнения (5) заключается в том, что оно не име-
ет сингулярностей и интеграл в правой части понимается в обычном смысле, 
так как 
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Системы алгебраических уравнений для численного решения, при разбивке 
контуров 1S , 2S , 3S  на 1n , 2n  и 3n элементов, задачи сводится к такому виду 
[1]:   для упругого кольца (крепи): 
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1 21,...,i n n   
для контура отверстия в полупространстве: 
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1 2 1 2 31,...,i n n n n n     ,  * / 2ij ij ija a   ,  * / 2ij ij ijd d   , 

где i  номер фиксированного элемента, j  номер элемента, в котором произ-
водится интегрирование. 

В результате решения систем уравнений (6) и (7) определяются неизвест-
ные перемещения на свободной поверхности упругого кольца (крепи) и неиз-
вестные перемещения и напряжения на линии контакта крепь – поверхность 
выработки. 

        
Рис. 2. Условие контакта крепи с контуром выработки в полупространстве 

Коэффициенты 
ija , ijb , ijc , ijd  ije , ijg , ijf , ijh  

системы уравнений (6)  и аналогичные коэффициенты системы уравнений (7) 
определяются на основе фундаментальных решений Мелана. 

При определении коэффициентов системы уравнений (6), которые относят-
ся к крепи надо поставить значения  G  и v  материала крепи. При вычислении 
коэффициентов системы уравнений (7), которые относятся контуру отверстия 
выработки в полупространстве, надо учитывать G  и v  для материала окру-
жающей геосреды. 

Разрешающие уравнения (6) и (7) представим в стандартной матричной 
форме: 

[ ] { } { }A X B  ,                                                   (8) 

где [ ]A  матрица коэффициентов, { }X  вектор неизвестных, 0 0{ }B B P  


 
матрица свободных членов, которые имеют следующие структуры: 
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так как 
2 3xn xnP P ,   

2 3yn ynP P ,  из-за того, что по условию совместности де-
формаций на границе контакта крепи с поверхностью выработки, поэтому мат-
рицу (9) и вектор (10) могут быть представлены в таком виде: 
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        Элементы блоков матриц (9), (11) и векторов (10), (12) имеют структур со-
ответствующих составляющим в формулах (6) и (7). 

В матрицах (9) и (11) нули представляют блочные матрицы соответствую-
щих размеров с нулевыми элементами. 

При разбивке 1 8n  , 2 8n   и 3 8n   матрица [ ]A  (11) имеет порядок 
56х56. Матрица правой части [ ]B  имеет следующий вид: 
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Элементы матрицы [ ]B  вычисляются по формулам: 
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         В результате решения системы уравнений (8) определяются искомые пе-
ремещения на поверхности упругого кольца, линии контакта упругого кольца с 
окружающим материалом и напряжения на линии контакта.  
        После определения перемещений на линии контакта и на контуре упругого 
кольца вычисляем деформации и по ним соответствующие напряжения. Таким 
образом, определим напряженно-деформированное состояния взаимодействия 
упругое кольцо – полупространство по линии контакта и по свободной поверх-
ности. 

Таким образом, разработан алгоритм решения статической задачи взаимо-
действия упругого кольца с полупространством в условиях плоского деформи-
рованного состояния на основе метода граничных уравнений. 
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SYSTEM OF RESOLVING EQUATIONS OF BOUNDARY INTEGRAL 
APPROACH FOR THE HALF-SPACE WITH REINFORCED HOLE UNDER THE 

TENSION TO INFINITY 
J.N. Nizomov, A.A. Hojiboev, O.A. Hojiboev, N.G. Salomov 

In this article, we solved the problem related to half-space with arbitrary shape’s anc-
hored openings. The half-space is under the tectonic stresses. 
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