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Приводится методика определения напряженного и деформированного состояния в 
упругом изотропном полупространстве, при заданных на границе усилиях или перемещени-
ях, основанная на интегрировании операторным методом дифференциальных уравнений в 
частных производных в сочетании с интегральным преобразованием Фурье. Показано ее 
приложение для варианта нагружения прямоугольной площадки, расположенной на огра-
ничивающей полупространство плоскости, равномерно распределенными нормальными и 
касательными усилиями. Представлены результаты расчетов в виде графиков. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: перемещения, напряжения, полупространство. 
 
Вопросы определения напряженно-деформированного состояния в упругом 

полупространстве, при заданных на границе усилиях или перемещениях, имеют 
практическое применение, например, в механике грунтов [1]. Список литературных 
источников по данной проблеме включает большое число наименований. Поэтому 
отметим работы [1,2], в которых содержится подробная библиография по истории 
данного вопроса. Задача Буссинеска рассматривалась также в [3-5]. 

Рассмотрим упругое изотропное полупространство. Плоскость xy совместим с 
плоскостью, ограничивающей полупространство, ось z направим внутрь полупро-
странства. Положительные направления перемещений и напряжений совпадают с 
обозначениями [2]. Компоненты тензора малых деформаций с составляющими век-
тора перемещения связаны уравнениями Коши 
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где u, υ, w – перемещения в направлении осей координат x, y, z. 
Связь компонентов тензора напряжений с деформациями имеет вид 
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где λ и µ - коэффициенты Ляме; θ- относительное изменение объема. 
При отсутствии объемных сил перемещения являются бигармоническими 

функциями и удовлетворяют уравнениям 
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Оператор Лапласа от двух переменных x и y обозначен через 
2
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Проинтегрируем уравнения (3) операторным методом [2], учитывая, что функ-
ции перемещений на бесконечности стремятся к нулю. Тогда 
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где kA , kB , kC  (k=1,3) произвольные функции интегрирования. Точки отделяют 
дифференциальные операторы от функций, к которым они применяются. Далее 
точки показывать не будем. 

Функции напряжений через произвольные функции интегрирования найдем из 
уравнений (1),(2), (4). 

Произвольные функции определим из следующих условий. Обозначим на по-
верхности полупространства интенсивности внешних усилий τ1, τ2, q, перемещения 
uo, υо, wo. Полагаем, что данные величины являются известными функциями коор-
динат точек границы. Нормальное усилие q считаем положительным, если оно рас-
тягивающее. Правило знаков для касательных усилий совпадает с правилом, уста-
новленным по отношению к касательным напряжениям. Усилие τ1 направлено по 
оси х, τ2 - по оси у. Положительные направления перемещений uo, υо, wo совпадают 
с положительным направлением соответствующей координатной оси. 

Краевые условия позволяют составить шесть уравнений для определения про-
извольных функций интегрирования. После преобразований запишем через извест-
ные поверхностные усилия выражения перемещений 
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Отметим, что напряжения на площадках, перпендикулярных оси z, не зависят 
от упругих постоянных [2]. 

При решении первой краевой задачи целесообразно записать перемещения и 
напряжения через известные на границе функции перемещений. 

Полагая в (5) z = 0, найдем связь между поверхностными усилиями и переме-
щениями  uo, υо, wo: 
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Подставляя (7) в (5), получим выражения перемещений через заданные на гра-
нице функции перемещений 
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Формулы (6) и (7) позволяют составить функции напряжений через известные 
функции перемещений на границе, которые выписывать не будем. 
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При смешанных граничных условиях, когда на плоскости z=0 заданы переме-
щения uo, υо и усилие q, из уравнений (7) найдем wo. Подставляя wo в (8) получим 
функции перемещений, записанные через uo, υо и q, на основании которых опреде-
лим функции напряжений. Для второго варианта смешанных условий, если извест-
ны касательные усилия τ1, τ2 и перемещение wo, решение проводится аналогично. 

Рассмотрим использование полученных уравнений на примере следующей за-
дачи. Прямоугольная область (-a ≤ x ≤ a, -b ≤ y ≤ b) на плоскости z = 0 нагружена 
равномерно распределенной касательной нагрузкой τ1, действующей в отрицатель-
ном направлении оси x (рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема нагружения полупространства касательной нагрузкой 

Нагрузка τ1(x,y) симметрична по переменным x, y, поэтому представим ее 
двойным косинус-преобразованием Фурье 
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α, β – любые положительные вещественные числа. 
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a) б) 
Рис. 2. Поле изменения безразмерного параметра напряжения *х  

 
 

a) б) 
Рис. 3. Поле изменения безразмерного параметра напряжения *у  

  

а) б) 
Рис. 4. Поле изменения безразмерного параметра напряжения *z  

Результаты численного расчета изменения безразмерных параметров нормаль-
ных напряжений, когда равномерно распределенные касательные усилия τ1 дейст-
вуют на квадратной площадке с размерами b×b, показаны на рис. 2-4, касательных - 
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на рис. 5-7. Значение коэффициента Пуассона ν = 0,25. На рисунках, обозначенных 
буквой а, значение z = b, буквой б – z = 2b. 

Используя принцип суперпозиции и (11), (12), несложно получить уравнения 
для определения перемещений и напряжений в упругом полупространстве, когда 
внутри площадки имеются прямоугольные области, свободные от нагружения рав-
номерно распределенными касательными усилиями. Для варианта, когда на прямо-
угольной площадке действуют в отрицательном направлении оси у равномерно 
распределенные касательные усилия τ2, структура формул для определения пере-
мещений и напряжений очевидна. Нагружение прямоугольной площадки равно-
мерно распределенными нормальными усилиями q можно рассмотреть аналогично. 
Результаты решения данной задачи с использованием функций Б. Г. Галеркина 
приведены в работе [8]. 

 

 

а) б) 
Рис. 5. Поле изменения безразмерного параметра напряжения *xy  

 

 

а) б) 
Рис. 6. Поле изменения безразмерного параметра напряжения *yz  

 

 

а) б) 
Рис. 7. Поле изменения безразмерного параметра напряжения *xz  
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        Другой вариант, основанный на использовании уравнений (5) и (6), предпола-
гает определение трех гармонических функций. При отсутствии объемных сил пер-
вый инвариант напряженного состояния является гармонической функцией, кото-
рую обозначим ω. Согласно (6), получим 
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Проинтегрируем (15) по переменной z, а уравнения, в которые входят каса-
тельные усилия τ1 и τ2, дополнительно проинтегрируем по переменным x и y, соот-
ветственно. Учитывая поведение функций перемещений и напряжений на беско-
нечности, произвольные функции интегрирования полагаем равными нулю. Тогда 
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Пользуясь (16) и уравнениями (5), (6), выразим через три гармонические функ-
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Анализ уравнений (17) и (18) показывает, что в выражения функций переме-
щений и напряжений не входят гармонические функции 1 , 2 , 3 , а только их 
производные. 

Из структуры формул 
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x, у, z – координаты точки наблюдения;  ,   - координаты точки приложения на-
грузки; а – область нагружения плоскости z=0. 

Покажем порядок расчета при нагружении прямоугольной площадки (-a≤x≤a,  
-b≤y≤b) равномерно распределенной касательной нагрузкой τ2, направленной в от-
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Обозначения в (24) аналогичны обозначениям в формулах (11) и (12). 
Продифференцируем (24) по переменным х, y и результат подставим в выра-

жение касательного напряжения хz . Тогда 
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При нагружении прямоугольной площадки равномерно распределенными 
нормальными усилиями q или касательными τ1 легко составить, учитывая (21) и 

(24), гармонические функции 
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выражения перемещений и напряжений. 
Для варианта, когда на плоскости z=0 заданы перемещения, гармонические 

функции целесообразно представить через функции перемещений uo, υо, wo. Это 
несложно сделать, если подставить выражения (7) в (13). Тогда 
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где гармоническая функция 

,
z

~~~~



 3
2211                                          (27) 

также представлена в виде суммы производных от трех гармонических функций 

,~
111 oizD uе    ,~

222 oizD vе    oizDiDwе
z



 3
~

.             (28) 

Проинтегрируем уравнения (28) по переменным x, y, z, соответственно, и, учи-
тывая поведение функций перемещений на бесконечности, получим 

,~
1 oizDuе  ,~

2 oizDvе  oizDwе3
~ .                        (29) 

Полагая в (29) z = 0, найдем 
  ,0~

1 ouz     ,0~
2 oz     owz  0~

3 .                    (30) 

Из (30) следует, что гармонические функции ,~
1  ,~

2  3
~  определяются реше-

нием задачи Дирихле 

 





 







dd

R
uz o

31
,

2
~ , 

 





 







dd

R
z o

32
,

2
~ ,                                           (31) 
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 





 







dd

R
wz o

33
,

2
~ , 

где R совпадает с обозначением (22), а функции uo, υо, wo - непрерывные функции 
координат , . Используя (8) и (29), легко записать функции перемещений через 
гармонические функции ,~

1  ,~
2  3

~ , а далее составить выражения для определе-
ния функций напряжений. 
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STRESS AND STRAIN STATE IN THE ELASTIC HALF-SPACE AT A PREDETERMINED ON 
BORDER FORCES OR DISPLACEMENTS 

KUDRYAVTSEV S.G., BULDAKOVA J.M. 
FGBOU VPO “Povolzhskiy Gosudarstvenny Tehnologicheskiy Universitet”, Yoshkar-Ola 

The method of determination of the stress and strain state in the isotropic elastic half-space under given 
forces or displacements at the border based on the integration of differential equations by the operator method 
in combination with the Fourier integral transformation is presented. Its application for load case of rectangu-
lar area located on the limiting half-plane by uniformly distributed normal and tangential forces is shown.  
The results of calculations in the form of graphs are given. 

KEYWORDS: displacements, stresses, half-space. 


