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Рассмотрена задача о динамическом равновесии дорожной одежды при воздей-

ствии движущейся нагрузки с использованием соотношений плоского деформированно-
го состояния вязкоупругого твердого тела, опирающегося на вязкоупругое основание. С 
использованием метода конечных разностей разработаны экономичные разрешающие 
соотношения для численной реализации поставленной задачи. Предложен подход ана-
лиза в частотном диапазоне. Показаны зависимости амплитуды перемещений дорож-
ного покрытия от скорости движущейся нагрузки при различных значениях коэффици-
ента постели. Установлена оптимальная скорость движения нагрузки. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: дорожная одежда, метод конечных разностей, амплитудно-
частотная характеристика, амплитуда перемещений, скорость движущейся нагрузки, 
коэффициент постели, оптимальная скорость. 

 
Введение 
Одной из важнейших задач дорожной отрасли является совершенствование 

методов расчета дорожных одежд, связанных с введением в математические 
модели различных параметров, как для материалов дорожной одежды, так и для 
действующих нагрузок. Применение моделей пластичности и ползучести мате-
риалов позволяют более детально описать накопление деформаций, старение 
материала и учитывать их в прочностном анализе дорожной конструкции. Вве-
дение температуры и влажности позволяет оценивать влияние климатических 
факторов на параметры материала и прочностные характеристики в целом. Ис-
пользование уравнений движения и задание внешних временных нагрузок по-
зволяет оценить реакцию дорожной одежды на динамическое возмущение. 

Многочисленные теоретические и экспериментальные материалы, полу-
ченные и представленные в трудах российских и зарубежных научных школ 
говорят о том, что при проезде автотранспортных средств в дорожной конст-
рукции возникает колебательное движение [1-13]. Автотранспортное средство 
(АТС) при прохождении расчетного сечения вызывает вынужденные колебания 
в дорожной конструкции, а после прохождения возникают свободные затухаю-
щие колебания. За время протекания обоих процессов создаются знакоперемен-
ные вертикальные перемещения дорожной одежды, амплитуды которых пред-
ставляют интерес для авторов статьи. 

Цель работы: Оценить влияние скорости движущейся нагрузки от транс-
портного средства на амплитуду собственных колебаний автомобильной доро-
ги.  

Математическая постановка задачи 
Рассмотрим поперечное сечение дорожной конструкции (Рис.1). Асфальто-

бетонное покрытие будем моделировать в виде твердого тела, используя гипо-
тезу о плоском деформированном состоянии [14]. Реальную характеристику 
материала покрытия заменим эквивалентной вязкоупругой (демпфирующей) 
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моделью. Основание представим в виде вязкоупругой (демпфирующей) реак-
ции. 

 
Рис.1 

Уравнения движения: 
௜௝,௝ߪ = ௜ݑ̈ߩ ,            ݅, ݆ = ,ݔ (1) .ݖ

Геометрические соотношения: 

௜௝ߝ =
1
2

൫ݑ௜,௝ + ௝,௜൯. (2)ݑ

Физические соотношения: 
௜௝ߪ = ௜௝ߝ൫ߤ2 + ௜̇௝൯ߝߟ + ௞௞ߝ௜௝ߜ൫ߣ + ௞̇௞൯. (3)ߝ௜௝ߜߟ

Здесь обозначено: ߪ௜௝ и ߝ௜௝ – тензоры напряжений и малых деформаций, ݑ௜ 
– перемещения вдоль координатных осей, ߩ – плотность материала, ߣ и ߤ – ко-
эффициенты Ламе,  ߟ – коэффициент демпфирования, ߜ௜௝ – символ Кронекера, 
точкой обозначена производная по времени. 

Подставим геометрические соотношения (2) в физические (3), затем в 
уравнения движения (1), получим: 

௜ݑଶ∇)ߤ + (௜ݑଶ̇∇ߟ + ߣ) + ௝,௝௜ݑ൫(ߤ + ௝,௝௜൯ݑ̇ߟ = ௜. (4)ݑ̈ߩ
Граничные условия: 

�௫௫|௫ୀ଴ߪ = �௭௫|௫ୀ଴ߪ ;0 = 0; 
�௫௫|௫ୀ஽ߪ  = �௭௫|௫ୀ஽ߪ ;0 = 0; 

�௫|௭ୀுݑ = �௭௭|௭ୀுߪ ;0 = ௭ݑ)݇ + ߦ ∙  ;(௭ݑ̇
�௫௭|௭ୀ଴ߪ = ௭௭ቚೣ∈(బ;೗భ)∪(೗మ;೗య)∪(೗ర;ಽ)ߪ ;0

೥సబ
� = ௭௭ቚೣ∈(೗భ;೗మ)∪(೗య;೗ర)ߪ ;0

೥సబ
� =  .݌

(5)

Здесь обозначено: ݇ – жесткость основания (коэффициент постели), ߦ – ко-
эффициент демпфирования, ݌ – нагрузка. 

Начальные условия: 
�௫|௧ୀ଴ݑ = �௭|௧ୀ଴ݑ ;0 = 0;           (6) 
�௫|௧ୀ଴ݑ̇ = �௭|௧ୀ଴ݑ̇ ;0 = 0. 

Движение колеса будет моделиро-
вать движущаяся нагрузка: 

݌ = ൝
௣೘ೌೣ

ଶ
ቀ1 − ݏ݋ܿ ଶగ௧

்
ቁ ,  0 ≤ ݐ ≤ ܶ

0, ݐ  > ܶ
�.     (7) 

        Иллюстрация движущейся нагрузки 
приведена на рис. 2. 

Разрешающие соотношения 
Решение системы дифференциальных уравнений (4) при заданных гранич-

ных (5) и начальных (6) условиях, с учетом движущейся нагрузки (7), выполним 
с помощью численного метода конечных разностей. 

 
Рис. 2 
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Представим реализацию разностной схемы в три этапа [15]. На первом эта-
пе заменяем область непрерывного изменения аргумента областью дискретного 
его изменения. На втором этапе заменяем дифференциальные операторы разно-
стными. На третьем этапе сформулируем разностный аналог для граничных ус-
ловий и для начальных данных. Для удобства заменяем обозначения ݑ௫ =  ,ݑ
௭ݑ = Координатную плоскость представим сеткой с шагом ℎ௫ .ݓ = ℎ௭ = ℎ. Шаг 
по времени принимаем ߬ (рис. 3).  

 
Рис.3 

Рекуррентные соотношения для внутренних и граничных узлов [16, 17]: 
௜௝ݑ

௞ାଵ =

௜௝ݑ2
௞ − ௜௝ݑ

௞ିଵ +
൫ଵା஺ആ൯ఛమ(ఒାଶఓ)ቂ௨೔శభೕ

ೖ ିଶ௨೔ೕ
ೖ ା௨೔షభೕ

ೖ ቃ

ఘ௛మ +
൫ଵା஺ആ൯ఛమ(ఒାఓ)ቂ௪೔శభೕశభ

ೖ ା௪೔షభೕషభ
ೖ ି௪೔శభೕషభ

ೖ ି௪೔షభೕశభ
ೖ ቃ

ସఘ௛మ +
൫ଵା஺ആ൯ఛమఓቂ௨೔ೕశభ

ೖ ିଶ௨೔ೕ
ೖ ା௨೔ೕషభ

ೖ ቃ

ఘ௛మ −
஺ആఛమ(ఒାଶఓ)ቂ௨೔శభೕ

ೖషభ ିଶ௨೔ೕ
ೖషభା௨೔షభೕ

ೖషభ ቃ

ఘ௛మ −
஺ആఛమ(ఒାఓ)ቂ௪೔శభೕశభ

ೖషభ ା௪೔షభೕషభ
ೖషభ ି௪೔శభೕషభ

ೖషభ ି௪೔షభೕశభ
ೖషభ ቃ

ସఘ௛మ −
஺ആఛమఓቂ௨೔ೕశభ

ೖషభ ିଶ௨೔ೕ
ೖషభା௨೔ೕషభ

ೖషభ ቃ

ఘ௛మ  ; 

௜௝ݓ
௞ାଵ =

௜௝ݓ2
௞ − ௜௝ݓ

௞ିଵ +
൫ଵା஺ആ൯ఛమ(ఒାଶఓ)ቂ௪೔ೕశభ

ೖ ିଶ௪೔ೕ
ೖ ା௪೔ೕషభ

ೖ ቃ

ఘ௛మ +
൫ଵା஺ആ൯ఛమ(ఒାఓ)ቂ௨೔శభೕశభ

ೖ ା௨೔షభೕషభ
ೖ ି௨೔శభೕషభ

ೖ ି௨೔షభೕశభ
ೖ ቃ

ସఘ௛మ +
൫ଵା஺ആ൯ఛమఓቂ௪೔శభೕ

ೖ ିଶ௪೔ೕ
ೖ ା௪೔షభೕ

ೖ ቃ

ఘ௛మ −
஺ആఛమ(ఒାଶఓ)ቂ௪೔ೕశభ

ೖషభ ିଶ௪೔ೕ
ೖషభା௪೔ೕషభ

ೖషభ ቃ

ఘ௛మ −
஺ആఛమ(ఒାఓ)ቂ௨೔శభೕశభ

ೖషభ ା௨೔షభೕషభ
ೖషభ ି௨೔శభೕషభ

ೖషభ ି௨೔షభೕశభ
ೖషభ ቃ

ସఘ௛మ −
஺ആఛమఓቂ௪೔శభೕ

ೖషభ ିଶ௪೔ೕ
ೖషభା௪೔షభೕ

ೖషభ ቃ

ఘ௛మ . 

ఎܣ = ఎ
ఛ
ߣ , = ఔ∙ா

(ଵାఔ)(ଵିଶఔ)
ߤ , = ா

ଶ(ଵାఔ)
,  

где ܧ – модуль упругости, ߥ – коэффициент Пуассона. 

(8)

Рекуррентные соотношения (8) являются конечно-разностным аналогом 
уравнений (4).  

Полученная схема устойчива при выполнении условия: 

߬ ≤ ටߟଶ + ఘ௛మ

(ఒାଷఓ) − (9) .ߟ
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Для удовлетворения граничных условий введем законтурные узлы, для ко-
торых запишем конечно-разностный аналог граничных условий.  

Для края ݔ = 0:  
௜ିଵ௝ݑ

௞ାଵ = ௜௝ݑ
௞ାଵ + ఒ

ସ(ఒାଶఓ) ௜௝ାଵݓൣ
௞ାଵ − ௜௝ିଵݓ

௞ାଵ ൧ ; 

௜ିଵ௝ݓ
௞ାଵ = ௜௝ݓ

௞ାଵ + ଵ
ସ

௜௝ାଵݑൣ
௞ାଵ − ௜௝ିଵݑ

௞ାଵ ൧. 
(10)

Для края ݔ =   :ܦ
௜ାଵ௝ݑ

௞ାଵ = ௜௝ݑ
௞ାଵ − ఒ

ସ(ఒାଶఓ) ௜௝ାଵݓൣ
௞ାଵ − ௜௝ିଵݓ

௞ାଵ ൧ ; 

௜ାଵ௝ݓ
௞ାଵ = ௜௝ݓ

௞ାଵ − ଵ
ସ

௜௝ାଵݑൣ
௞ାଵ − ௜௝ିଵݑ

௞ାଵ ൧. 
(11)

Для края ݖ =   :ܪ
௜௝ାଵݑ

௞ାଵ = 0 ; 

௜௝ାଵݓ
௞ାଵ = ఒାଶఓ

ఒାଶఓା௛௞൫ଵା஺഍൯ ௜௝ݓ
௞ାଵ − ఒ

ସቀఒାଶఓା௛௞൫ଵା஺഍൯ቁ
௜ାଵ௝ݑൣ

௞ାଵ − ௜ାଵ௝ݑ
௞ାଵ ൧ +

௛௞൫ଵା஺഍൯

ఒାଶఓା௛௞൫ଵା஺഍൯ ௜௝ାଵݓ
௞ ;   где ܣక = క

ఛ
. 

(12)

Для края ݖ = 0:  
௜௝ିଵݑ

௞ାଵ = ௜௝ݑ
௞ାଵ + ଵ

ସ
௜ାଵ௝ݓൣ

௞ାଵ − ௜ାଵ௝ݓ
௞ାଵ ൧ ; 

௜௝ିଵݓ
௞ାଵ = ௜௝ݓ

௞ାଵ − ఒ
ସ(ఒାଶఓ) ௜ାଵ௝ݑൣ

௞ାଵ − ௜ାଵ௝ݑ
௞ାଵ ൧, ݔ ∈ (0; ݈ଵ) ∪ (݈ଶ; ݈ଷ) ∪ (݈ସ;  ;(ܮ

௜௝ିଵݓ
௞ାଵ = ௜௝ݓ

௞ାଵ − ఒ
ସ(ఒାଶఓ) ௜ାଵ௝ݑൣ

௞ାଵ − ௜ାଵ௝ݑ
௞ାଵ ൧ + ௛

(ఒାଶఓ)
௣೘ೌೣ

ଶ
∙ ቀ1 − ݏ݋ܿ ଶగ௞ఛ

்
ቁ, 

ݔ ∈ (݈ଵ; ݈ଶ) ∪ (݈ଷ; ݈ସ). 

(13)

Начальные условия: 
௜௝ݑ

௞ିଵ = ௜௝ݓ  ;0
௞ିଵ = ௜௝ݑ    ;0

௞ = ௜௝ݓ  ;0
௞ = 0. (14)

Реализация вычислительного эксперимента 
В качестве вычислительного эксперимента была принята дорожная одежда 

с параметрами: геометрические характеристики ܮ = 7 м, ܪ = 0,2 м, ݈ଵ = 0,6 м, 
݈ଶ = 1 м, ݈ଷ = 2,5 м, ݈ସ = 2,9 м; шаг по координате ℎ = 0,1 м; шаг по времени 
߬ =  10ିସ с; нагрузка ݌௠௔௫ = 0,6 МПа; время действия нагрузки  ܶ = 0,05 с; 
физико-механические ܧ = 200 МПа, ߤ = ߩ  ,0,3 = 2000 кг/м3,  ߟ = 2 ∙ 10ିସ с, 
݇ = 10 МПа/м, ߦ = 2 ∙ 10ିସ с. 

Результаты реализации представлены на рисунках 4 – 6. На рис. 4 показано 
вертикальное перемещение ݓ|௭ୀ଴� в  момент времени ݐ =  0,02 с. Из рисунка 
видно, что максимальное перемещение в месте приложения нагрузки. 

 
Рис. 4 

На рис. 5 показана амплитудно-временная характеристика (АВХ) верти-
кального перемещения в точке ݓ

ቤ௫ୀ௟భାೞ
మ

௭ୀ଴
�
. На рисунке отчетливо виден отклик 

конструкции дороги на движущуюся нагрузку в интервале от 0 до 0,05 с, затем 
следует режим свободных затухающих колебаний.   
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Рис. 5 

На рис. 6 показана амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) верти-
кального перемещения в расчетной точке. 

 
Рис. 6 

Из рисунка видно, что |ݓூ| – амплитуда перемещений от вынужденных ко-
лебаний (от действия нагрузки), |ݓூூ| – амплитуда перемещений по первой 
форме от собственных колебаний. 

Учет скорости движения АТС 
На рис. 7 представлена модель движения колеса. 

 
Рис. 7 

Время действия нагрузки на поперечное сечение: 
T = S/V,                                               (15)    

где ܵ – длина пятна контакта, ܸ – скорость АТС. 
В таблице приведены скорость АТС и время прохождения колеса через 

расчетное сечение. Длина пятна контакта ܵ = 0,4 м. 
Таблица 

ܸ, км/ч 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 
ܶ, мс 36,0 28,8 24,0 20,6 18,0 16,0 14,4 13,1 12,0 11,1 

На рис. 8 показаны амплитуды перемещений от действия нагрузки |ݓூ| в 
зависимости от скорости АТС при различных значениях коэффициента постели 
без демпфирования в расчетной точке. С ростом скорости движущейся нагрузки 
амплитуды перемещений падают. Увеличение коэффициента постели приводит 
к снижению амплитуды вертикального перемещения. 

На рис. 9 показаны амплитуды перемещений от свободных колебаний |ݓூூ| 
в зависимости от скорости АТС при различных значениях коэффициента посте-
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ли без демпфирования в расчетной точке. С ростом скорости амплитуды воз-
растают. Увеличение коэффициента постели приводит к снижению амплитуды 
вертикального перемещения. 

 
Рис. 8 

 
Рис. 9 

На рис. 10 показаны отношение перемещений wII/wI в зависимости от ско-
рости АТС без демпфирования в расчетной точке. Из рисунка можно получить 
информацию о том, при какой скорости движения АТС амплитуда перемеще-
ний от свободных колебаний начнет превышать амплитуду перемещений от 
вынужденных колебаний. Скорость, при которой wII/wI = 1 назовем оптималь-
ной. 

 
Рис. 10 
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На рис. 11 показаны амплитуды перемещений |ݓூூ| в зависимости от ско-
рости АТС для грунтов средней плотности без демпфирования в расчетной точ-
ке.  

 
Рис.11 

Из рисунка видно, что существуют критические скорости, при которых 
возникают максимальные амплитуды перемещений от свободных колебаний. 
Амплитуды |ݓூூ|  растут с увеличением скорости до момента совпадения пе-
риода собственных колебаний с периодом вынужденных колебаний ܶூூ = ܶூ  
(явление резонанса), после чего амплитуды убывают. 

Выводы 
– Вязкоупругие модели асфальтобетона и основания позволили учесть их 

диссипативные свойства. Дальнейшее использование определяющих соотноше-
ний позволит решить широкий класс задач, связанный с оптимальным демпфи-
рованием конструкции автомобильной дороги. 

– Частотное представление позволило выявить две характерные амплитуды 
перемещений: от действия нагрузки и от свободных колебаний. 

– Увеличение скорости транспортного средства ведет к снижению ампли-
туды перемещений от вынужденных колебаний и к увеличению амплитуды пе-
ремещений от собственных колебаний дорожной конструкции. 

– Получены оптимальные скорости движения транспортных средств при 
различных значениях коэффициента основания без демпфирования. 

– Показано явление резонанса в дорожной конструкции от действия дви-
жущейся нагрузки при совпадении периодов собственных и вынужденных ко-
лебаний. 
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DYNAMIC RESPONSE OF PAVEMENT SUBJECTED TO MOVING LOAD 

G.L. Kolmogorov, V.I. Kychkin, I.A. Esipenko 

The problem of dynamic equilibrium of the pavement under the action of moving load 
using ratios plane strain viscoelastic solid, resting on viscoelastic foundation is considered. By 
using finite difference method developed economical constitutive relation for numerical im-
plementation of the problem. Approach to analysis in the frequency range is offered. Depend-
ences of the road surface displacement amplitude on moving load speed for different values of 
foundation modulus are shown. Optimal speed of moving load is determined. 

KEY WORDS: pavement, finite difference method, frequency response, amplitude of re-
location, speed of moving loading, foundation modulus, optimum speed. 

 
 
 
 
 


