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В статье представлена аналитическая модель оценки напряженно- деформируе-
мого состояния и устойчивости консоли крыла с вырезом, построенная на основе энер-
гетического метода. Приведены результаты расчетов и их сопоставление с резуль-
татами, полученными методом конечного элемента. Полученные в работе расчетные 
зависимости имеют аналитический характер. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: Консоль крыла, вырез, напряжения, прогиб, напряженно-
деформируемое состояние, устойчивость, энергетический метод. 

Данная работа является продолжением серии работ [1-7], посвященным 
аналитической оценке несущей способности неоднородных конструкций лета-
тельных аппаратов. 

Рассмотрим консоль крыла большого удлинения, силовой набор которого 
состоит из обшивки, кессона и нервюры, защемленное по одной кромке, нахо-
дящегося под действием равномерного поперечного давления P с отверстием 
радиусом R, с размахом l, толщиной обшивки δ, толщиной нервюры δн, шири-
ной нервюры bн, толщиной кессона δк, бортовой хордой b0, концевой хордой b, 
корневой хордой кессона bк, переменной строительной высотой z(x), относи-
тельной толщиной профиля c = z(x)/b(x), сужением крыла η = b0/b, углом стре-

ловидности по нейтральной 
оси кессона χ (рис.1). Пусть начало координат (x = 0) находится в заделке [1]. 
Профиль крыла показан на рис. 2. 

Для получения аналитического решения задачи примем, что сечение крыла 
можно заменить приведенным сечением в виде, показанном на рис. 3. Коэффи-
циент приведения обшивки к плоскому виду kz= z0(x)/z(x) выбирается на осно-
вании равенства моментов инерции исходного рис. 2 и приведенного сечений 
при расчетах методом конечного элемента в программе Компас 3D. 

Примем, что форма колебаний (прогиб w) для крыла моделируется как для 
консольной балки и имеет вид 

 
Рис.1 Схема нагружения кессон-

ного крыла с отверстием 
 

 
Рис. 2. Профиль крыла 
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Рис.3. Приведенное сечение профиля крыла  
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Выбор подходящей формы колебаний служит основным моментом в рас-
сматриваемой задаче. Для упругой консоли допустимая форма деформируемой 
оси должна удовлетворять условиям нулевого прогиба и угла поворота в задел-
ке, а также максимального прогиба и нулевой второй производной (отсутствию 
момента сил) на свободном конце. Выражение (1) удовлетворяет всем перечис-
ленным граничным условиям. 

Аналитическая оценка действующих напряжений консоли крыла  
с отверстием 

Строится приближенное решение задачи, для которого будем считать дос-
таточным выполнение кинематических граничных условий на внешнем контуре 
крыла, т.е. будем учитывать влияние выреза только на внутреннюю потенци-
альную энергию. В качестве допущений, примем техническую теорию пластин, 
построенную на основных гипотезах, введенных Г. Кирхгоффом. 

Предполагая, что деформации малы (упругий изгиб Бернулли – Эйлера), 
для потенциальной энергии деформации крыла используем выражение 

кр об к н отвU U U U U    ,                                                 (2) 
где Uоб. – потенциальная энергия деформации обшивки крыла, Uк – потенциаль-
ная энергия деформации кессона, Uн – потенциальная энергия деформации нер-
вюры, Uотв – потенциальная энергия деформации выреза.  

Запишем составляющие потенциальной энергии в виде 
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где Iоб, Iк, Iн.ст, Iн.пол, Iотв. – моменты инерции обшивки, кессона, стенки нервюры, 
полки нервюры и выреза крыла соответственно, E – модуль упругости материа-
ла обшивки, нервюры и кессона, lотв – координата центра выреза по оси х, χ – 
угол стреловидности по нейтральной оси кессона (рис. 1, 2), ν – коэффициент 
Пуассона. 

Форму прогиба кессона wк аналогично (1) запишем в виде 
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Момент инерции обшивки запишем в виде 
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где b(x)– хорда крыла в сечении с координатой x, z0(x) – высота приведенного 

сечения с координатой x (рис.5) 
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Момент инерции кессона запишем в виде 
3 3
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где bк(x)– хорда кессона в сечении с координатой x, hк1(x) – внешняя высота кес-

сона с координатой x, hк2(x) – внутренняя высота кессона с координатой x. 

1 2 1( ) ( ) , ( ) ( ) 2 , ( ) ( ) 2 ,к к к к кb x b x k h x b x с h x h x                        (8)
 где k – отношение хорда кессона к хорде крыла в сечении с координатой x. 

Момент инерции нервюры запишем в виде 
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где hн(x) – строительная высота нервюры в сечении x 
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Момент инерции выреза запишем в виде 
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где aк =[0, 1] – коэффициент, показывающий на сколько радиусов R пробиты 

полки кессона (рис. 3). 

Подставляя выражения (1, 4, 5, 7, 9, 11) в (3) и интегрируя по координате x, 

получим для потенциальных энергий деформаций следующие выражения. 

Потенциальная энергия деформации обшивки примет вид  
2

0 ,об обU Ew Q                                       (12)
 Выражение для Qоб запишется в виде 
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       Потенциальная энергия деформации кессона примет вид 
2

0 ,к кU Ew Q                                                    (15)
 Выражение для Qк запишется в виде 
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Потенциальная энергия деформации нервюры примет вид 
2

. 0 . .( )н ст н ст н полU Ew Q Q  .                        (18)
 Выражение для Qн.ст запишется в виде 
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Выражение для Qн.пол запишется в виде 
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В работе [7] показано, что потенциальную энергию деформации кругового 
выреза радиусом R для упрощения выкладок можно моделировать потенциаль-
ной энергией деформации квадратного выреза со стороной 2R умножением по-
следней на π/4. При этом погрешность расчетов составляет не более 1%.  

 С учетом этого потенциальная энергия деформации выреза обшивки при-

мет вид  
2
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где 
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Потенциальная энергия деформации выреза кессона примет вид 
2

. 0 . .к отв к отвU Ew Q                                   (26)
 Выражение для Qк.отв  запишется в виде 
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где 
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 

   

 
 

 

2 2 23 3 3
0 0 30 3

1 2

32
0 0 3 0

3 4

45
2 2 2

5 6 0 3 34

0
7 0 3 4

2 2
, ,

12 4
2 2 2 2

, ,
4 12

cos
, , ,

64 cos

4 , .
2 2 cos

к кк

к к к к

отв
к

отвк
к

b b c B cb B cJ J

b b c B c b c
J J

lJ J b RB c r R
l

b c lJ b R B c r R

  

     

 




 


 
 

   
  

   

       
 

                  (28) 

Строится приближенное решение задачи, для которого будем считать дос-
таточным выполнение кинематических граничных условий на внешнем контуре 
крыла. То есть, решая задачу на основе энергетического метода, будем учиты-
вать влияние выреза только на потенциальную энергию деформации крыла [7]. 

Максимально возможная работа нагрузки с давлением P, совершаемая над 
крылом, равна 

0
0

( ) .
l

A P b x wdx Pw Y                                           (29) 

Здесь Y определяется выражением 
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b B B l B B l B l B l B l
Y

B

    
  ,  ( 30)                   

Приравнивая выражения (2) и (29) для потенциальной энергии деформации 
и работы внешних сил и преобразуя полученные результаты, получим зависи-
мость для максимальной амплитуды прогиба поврежденного кессонного крыла 

0
. . . .

,
( )об к н ст н пол об отв к отв

PYw
E Q Q Q Q Q Q


    

                       (31) 

При отсутствии выреза в крыле выражения . . 0об отв к отвQ Q   в зависимо-
сти (31). Запишем выражение для изгибающего момента в виде 

2
.

2

2 ( ) ( )
( ) ( ) ,

( )
кр д кр

и кр

I x xd wM x EI x
dx z х


                                (32) 

где σд.кр(x) – действующие напряжения в крыле по размаху с координатой x. 
С учетом (1), (4) и (32) получим выражения для действующих напряжений 

в заделке (при x = 0) в обшивке и кессоне поврежденного крыла  
2

0 0
. . 0 2

( ) ,
16об отв x

w E b c
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                                         (33) 
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
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и напряжения в сечении хорды крыла по оси отверстия (x=lотв) (без учета кон-
центрации напряжений около отверстия) 
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        (35)                          

где w0 – определяется выражением (31). 
При наличие во внешней нагрузке крутящего момента Мкр в выражение 

(32) следует ввести расчетный момент Мр, величина которого будет зависеть 
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как от Мкр и Mи так и от принятой теории прочности. Он равен  
 по теории наибольших нормальных напряжений 

2 2
1

1 ,
2р и и крM M M M                                         (36) 

 по теории наибольших удлинений 
2 2

2 0,35 0,65 ,р и и крM М M M                                    (37) 
 по теории наибольших касательных напряжений 

2 2
3 ,р и крM M M                                              (38) 

 по теории потенциальной энергии формоизменения 
2 2

4 0,75р и крM M M  .                                         (39) 
Касательные напряжения вдоль оси z в сечении с координатой x: 

   2 233
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 .              (40) 

Нормальные напряжения z , действующие по площадкам, параллельным 
срединной плоскости в сечении с координатой x: 

43 4 3
0

2 4 2 4

( ( ) ) ( ( ) ) cos( )
24(1 ) 384(1 ) 2z

E wE b x c d w b x c x
dx l l

 
 

 
    

  .                       (41) 

В зависимостях (40) и (41) 0w  определяется по (31). 
Нормальные напряжения вдоль оси y определяются зависимостью: 

y x    .                                                   (42) 
Эквивалентные напряжения: 

2 2 2 2 2 2( ) 3( )x y z x y y z x z xy yz xz                        .             (43)                            
Результаты расчета напряженно-деформируемого состояния консоли 

крыла с отверстием 
В качестве примера рассмотрено крыло со следующими характеристиками: 

b0 = 390 мм; l = 878 мм; E = 0,72*1011 Па,   = 0,3; η = 2, χ = 6 град., δ= 1,5 мм; 
δн=3 мм,  δк=3 мм; kz=0,595; с = 0,11, k = 0,36, σt = 300*106 Па,  при действую-
щем внешнем давлении P = 43000 Па. 

На рис. 4 показана зависимость отношения действующих эквивалентных 
напряжений в обшивке и кессоне крыла с отверстием к напряжениям условного 
предела текучести в заделке .max 0,2/отв   и в сечении по оси отверстия 

. 0,2/отв  от изменения центра расположения отверстия c =lотв/l по размаху 
крыла. Из рис. 4 видно, что обшивка теряет несущую способность раньше кес-
сона, следовательно, примем за несущую способность крыла несущую способ-
ность обшивки.  

На рис. 5, 6 показаны зависимости отношения действующих эквивалент-
ных напряжений в обшивке крыла с отверстием к напряжениям условного пре-
дела текучести .max 0,2/отв  от изменения центра расположения отверстия s по 
размаху крыла при различных радиусах отверстия R при различных коэффици-
ентах перебития кессона aк. 
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На рис. 7 показана зависимость отношения действующих эквивалентных 
напряжений в обшивке крыла с отверстием в сечении у заделки к условному 
пределу текучести σотв.max/σ0,2 и отношения действующих напряжений в обшивке 
в сечении по отверстию к условному пределу текучести σотв./σ0,2 от изменения 
центра расположения отверстия s по размаху крыла при различных радиусах 
отверстия R при перекрытии кессона отверстием с коэффициентом aк = 0,6. 

 

 
 

 
Рис. 4. Зависимость отношения дейст-
вующих напряжений в обшивке и кессо-
не крыла в заделке к условному пределу 
текучести σотв.max/σ0,2  и действующих на-
пряжений в обшивке и кессоне крыла в 
сечении по оси σотв./σ0,2 от изменения 
центра расположения отверстия c,  при R 
= 24 мм и ак= 0,6 (кривая 1, 3- обшивка; 
кривая 2, 4 – кессон). 
 

 
Рис. 5. Зависимость отношения дейст-
вующих напряжений в обшивке крыла с 
отверстием к напряжениям условного 
предела текучести σотв.max/σ0,2 от измене-
ния центра расположения отверстия c, aк 
= 0 (кривая 1 – R = 25мм, 2 – R = 20мм, 
3 – R = 15мм, 4 – R = 10мм) 
 

 
Рис. 6. Зависимость отношения дейст-
вующих напряжений в обшивке крыла с 
отверстием к напряжениям условного 
предела текучести σотв.max/σ0,2  от изме-
нения центра расположения отверстия c, 
aк = 0,6 (кривая 1 – R = 25мм, 2 – R = 
20мм, 3 – R = 15мм, 4 – R = 10мм) 

 
Рис. 7. Зависимость отношения дейст-
вующих напряжений в обшивке в сече-
нии у заделки к условному пределу те-
кучести σотв.max/σ0,2  от изменения центра 
расположения отверстия c (1, 2, 3, 4 - 
обшивка с отверстиями R= 50, 40, 30, 20 
мм соответственно при ак = 0,6) и отно-
шения действующих напряжений в об-
шивке в сечении по отверстию к услов-
ному пределу текучести σотв./σ0,2 от из-
менения центра расположения отвер-
стия c (5, 6, 7, 8 - обшивка с отверстия-
ми R = 25, 20, 15, 10 мм соответственно 
при ак = 0,6). 
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Определение критической нагрузки консоли крыла с отверстием 
Устойчивость обшивки подкрепленной кессоном 

Критическое погонное сжимающее усилие на сжатую обшивку  и сжатую 
часть кессона консоли крыла найдем из условия равенства потенциальной энер-
гии деформации и работы: 

. .

2
об к об отв к отв

х
U U U U A     
 

                                 (42) 

Примем для прогиба сжимаемой части консоли выражение (1.1). 
Энергии деформации, входящие в (42) определяются зависимостями (12), 

(15), (23), (26). 
Максимально возможная работа погонной сжимающей нагрузки Nx, совер-

шаемая над сжимаемой частью консоли крыла равна: 
2

. . 0 0 2

0

( ) 4(1 ) ( 1)
2 32

l
x кр x кр

х

N N w bdwA b x dx
dx l

  


        .               (43) 

Из (42) найдем критическую погонную силу для обшивки и кессона консо-
ли крыла: 

. .
. . 2

0

16 ( )
4(1 ) ( 1)
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x кр
l E Q Q Q QN

b


  
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.                            (44) 

Действующее погонное усилие на сжатую часть консоли определим исходя 
из выражения: 

. .
( )

( ) ( )
и

x об
M xN

z x b x
 ,                                             (45) 

где ( )иM x  определяется согласно (32). 
Устойчивость обшивки консоли крыла 

Из (42) найдем критическую погонную силу обшивки консоли крыла: 
. .

. . 2
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16 ( )
4(1 ) ( 1)
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l E Q QN
b


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
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.                                 (46) 

Действующее погонное усилие на сжатую обшивку определим исходя из 
выражения: 

. .
( ) ( )

( ) ( ) ( )
и об

x об
кр

M x S хN
z x b x S х

                                        (47) 

где Sоб(х) – площадь сечения обшивки, Sкр(х) – площадь сечения обшивки и кес-
сона. 

Устойчивость кессона консоли крыла 
Из (42) найдем критическую погонную силу кессона консоли крыла: 

. .
. . 2

0

16 ( )
4(1 ) ( 1)

кес к к отв
x кр

l E Q QN
b


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
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.                                 (48) 

Действующее погонное усилие на сжатую часть кессона определим исходя 
из выражения: 

. .
( ) ( )

( ) ( ) ( )
и кес

x кес
кр

M x S хN
z x b x S х

 ,                                         (49) 

где Sкес(х) – площадь сечения кессона, Sкр(х) – площадь сечения обшивки и кес-
сона. 
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Результаты расчета по определению критической нагрузки консоли 
крыла с отверстием 

На рис. 8 – 10 показаны зависимости отношения критических погонных 
сжимающих усилий обшивки и кессона консоли крыла с отверстием . . .x кр отвN   
к критическим погонным усилиям обшивки и кессона консоли крыла без отвер-
стия . .x крN   при различных радиусах отверстия R и коэффициентах перебития 
кессона aк от изменения центра расположения отверстия c по размаху крыла. 

 
Рис. 8. Зависимость отношения критических погонных сжимающих усилий обшивки и 
кессона консоли крыла с отверстием 

... отвкрхN  к критическим погонным усилиям об-

шивки и кессона консоли крыла без отверстия 
..крхN от изменения центра расположения 

отверстия c, ак = 0 (кривая 1 –  R = 10мм,  2 – R = 15мм, 3 – R = 25мм) 
 

 
Рис. 9. Зависимость отношения критических погонных сжимающих усилий обшивки и 
кессона консоли крыла с отверстием 

... отвкрхN к критическим погонным усилиям об-

шивки и кессона консоли крыла без отверстия 
..крхN от изменения центра расположения 

отверстия c, ак = 0,5 (кривая 1 –  R = 10мм,  2 – R = 15мм, 3 – R = 25мм) 

 
Рис. 10. Зависимость отношения критических погонных сжимающих усилий обшивки и 

кессона консоли крыла с отверстием 
... отвкрхN к критическим погонным усилиям об-

шивки и кессона консоли крыла без отверстия 
..крхN от изменения центра расположения 

отверстия c, ак = 1 (кривая 1 –  R = 10мм,  2 – R = 15мм, 3 – R = 25мм) 
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На рис. 11 – 13 показаны зависимости отношения критических погонных 
сжимающих усилий обшивки и кессона консоли крыла с отверстием . . .x кр отвN   
к действующим погонным усилиям на обшивку и кессон консоли крыла 

. .x действN   при различных радиусах отверстия R и коэффициентах перебития 
кессона aк от изменения центра расположения отверстия c по размаху крыла. 

 
Рис. 11. Зависимость отношения критических погонных сжимающих усилий обшивки и 
кессона консоли крыла с отверстием 

... отвкрхN к действующим погонным усилиям об-

шивки и кессона консоли крыла без отверстия 
...действхN  от изменения центра располо-

жения отверстия c, ак= 0 (кривая 1 – R = 0 мм, 2 – R = 10мм, 3 – R=15мм, 4 – R = 25мм) 

 
Рис. 12. Зависимость отношения критических погонных сжимающих усилий обшивки и 
кессона консоли крыла с отверстием 

... отвкрхN к действующим погонным усилиям об-

шивки и кессона консоли крыла без отверстия 
...действхN от изменения центра располо-

жения отверстия c, ак=0,5 (кривая 1 – R = 0мм, 2 – R= 10мм, 3 – R= 15мм, 4 – R= 25мм) 

 
Рис. 13. Зависимость отношения критических погонных сжимающих усилий обшивки и 
кессона консоли крыла с отверстием 

... отвкрхN к действующим погонным усилиям об-

шивки и кессона консоли крыла без отверстия 
...действхN от изменения центра располо-

жения отверстия c, ак= 1 (кривая 1 –  R = 0мм, 2 – R = 10мм, 3 – R = 15мм, 4 – R= 25мм) 
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Результаты исследования напряженно-деформируемого состояния консоли 
крыла с отверстием методом конечного элемента (МКЭ) 

На рис. 14-16   показана зависимость отношения действующих напряжений 
в консоли крыла с отверстием к напряжениям условного предела текучести 
σотв.max./σ0,2 от изменения центра расположения отверстия c по размаху консоли 
при радиусе отверстия R = 24 мм, при различных значениях коэффициентах 
перебития кессона aк. Приведено сравнение теоретических результатов с чис-
ленными, полученными МКЭ в программе SOLIDWORKS. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

На рис. 17-19 показана зависимость отношения максимального прогиба 
консоли крыла с отверстием к максимальному прогибу консоли без отверстия 

.max max/отвw w от изменения центра расположения отверстия c  по размаху кон-
соли при радиусе отверстия R=25 мм, при различых значениях коэффициентах 
перебития кессона aк. Приведено сравнение теоретических результатов с чис-
ленными, полученными МКЭ в программе SOLIDWORKS. 

 
Рис. 14. Зависимость отношения дейст-
вующих напряжений в консоли крыла с 
отверстием к напряжениям условного 

предела текучести σотв.max./σ0,2 от измене-
ния центра расположения отверстия c, R 

= 25 мм, aк = 0 (кривая 1 – в заделке, кри-
вая 2 – в хорде по сечению отверстия, ● – 
МКЭ в заделке, ■ – МКЭ в хорде по сече-

нию отверстия) 
 

 
Рис. 15. Зависимость отношения дейст-
вующих напряжений в консоли крыла с 

отверстием к напряжениям условного пре-
дела текучести σотв.max./σ0,2 от изменения 
центра расположения отверстия c, R = 

25мм, aк = 0,4 (кривая 1 – в заделке, кривая 
2 – в хорде по сечению отверстия, ● – МКЭ 

в заделке, ■ – МКЭ в хорде по сечению 
отверстия) 

 

 
Рис. 16.  Зависимость отношения дейст-
вующих напряжений в консоли крыла с 
отверстием к напряжениям условного 
предела текучести σотв.max./σ0,2  от изме-
нения центра расположения отверстия c, 
R = 25мм, aк = 1 (кривая 1 – в заделке, 
кривая 2 – в хорде по сечению отвер-
стия, ● – МКЭ в заделке, ■ – МКЭ в 
хорде по сечению отверстия) 

 
Рис. 17. Зависимость отношения макси-
мального прогиба консоли крыла с отвер-
стием к максимальному прогибу консоли 
без отверстия wотв.max/wmax от изменения 
центра расположения отверстия c, R=25 
мм, aк = 0 (кривая 1 – теория, ● – МКЭ) 
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В табл. 1 приведены значения действующих напряжений в заделке σотв.max  
консоли крыла, полученные в теории и МКЭ при различных положениях центра 
отверстия R = 25 мм по размаху консоли,  при различных значениях коэффици-
ентах перебития кессона aк. 

Табл. 1 Сравнение действующих напряжений в заделке σотв.max  консоли крыла  

Положение отверстия R=25 
мм по размаху c 

.maxотв  [МПа] 
Теория 

.maxотв   [МПа]  
МКЭ 

Разница в % 

aк=0 
0,25 273 260 4,8 
0,5 270 270 0,0 
0,75 269 275 2,1 

aк=0,4 
0,25 276 280 1,4 
0,5 272 260 0,7 
0,75 270 245 9,3 

aк=1 
0,25 278 270 2,9 
0,5 273 240 12,2 
0,75 270 260 3,7 

Табл. 2  Сравнение  максимальных прогибов .maxотвw  консоли крыла 

Положение отверстия R=25 
мм по размаху s 

.maxотвw  [мм] 
Теория 

.maxотвw   [мм] 
                 МКЭ 

Разница в % 

aк=0 
0,25 54,7 48,4 11,5 
0,5 54,3 47,6 12,4 
0,75 54,0 47,0 13,0 

aк=0,4 
0,25 55,2 51,4 6,9 
0,5 54,4 49,1 9,8 
0,75 54,0 47,6 11,9 

aк=1 
0,25 55,6 51,6 7,1 
0,5 54,6 49,5 9,3 
0,75 54,0 47,5 12,0 

 
Рис. 18. Зависимость отношения макси-

мального прогиба консоли крыла с отвер-
стием к максимальному прогибу консоли 
без отверстия wотв.max/wmax от изменения 
центра расположения отверстия c, R=25 

мм, aк = 0,4  (кривая 1 – теория, ● – МКЭ) 

 
Рис. 19. Зависимость отношения мак-
симального прогиба консоли крыла с 
отверстием к максимальному прогибу 
консоли без отверстия wотв.max/wmax от 
изменения центра расположения от-

верстия c, R=25 мм, aк=1.  (кривая 1 – 
теория, ● – МКЭ) 
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В табл. 2 приведены значения максимальных прогибов wотв.max консоли 
крыла, полученные в теории и МКЭ при различных положениях центра отвер-
стия R = 25 мм по размаху консоли, при различных значениях коэффициентах 
перебития кессона aк. 
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INVESTIGATION OF THE STRESS-STRAIN STATE  

OF THE CONSOLE WITH HOLE 

Zaytsev S.E.*, Safronov V.S.** 
* ООО “ANT-Inform”, ** Moskovskiy aviatsionniy institute (GTU) 

The paper presents an analytical model estimates the stress-strain state and stability of 
the wing with a cutout, built on the basis of the energy method. The results of the calculations 
and their comparison with the results obtained by the finite element. Obtained in this study are 
calculated according to analytical. 

KEYWORDS: Console wing cutout, stress, deflection, stress-strain state, stability, 
energy method. 


