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Изложен сравнительный анализ скалярной и векторной аппроксимаций полей 

перемещений на примере конечно-элементного расчета эллиптического цилиндра при 
использовании теории тонких оболочек Новожилова В.В. В качестве элемента 
дискретизации применяется четырехугольный криволинейный конечный элемент в виде 
фрагмента срединной поверхности эллиптического цилиндра с восемнадцатью 
степенями свободы в узле. На численных примерах показано, что векторная 
аппроксимация, являясь инвариантной, обладает принципиальными преимуществами 
по сравнению со скалярной аппроксимацией при расчете произвольных оболочек. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: векторная аппроксимация, скалярная аппроксимация, 
конечный элемент, эллиптический цилиндр. 

 
В настоящее время широкое распространение получили численные методы 

расчета, среди которых наибольшую известность приобрел метод конечных 
элементов (МКЭ) [1 – 15]. В большинстве современных вычислительных 
комплексов (ANSYS, ABACUS, NASTRAN и др.), реализована скалярная 
интерполяционная процедура, суть которой заключается в аппроксимации 
отдельной компоненты вектора перемещения через узловые значения этой же 
компоненты. Для расчета  оболочек произвольной формы со значительными 
значениями кривизн срединной поверхности или при наличии жестких 
смещений необходимо применять векторную аппроксимацию, суть которой 
заключается в использовании аппроксимирующего выражения непосредственно 
для вектора перемещения произвольной точки конечного элемента через 
векторы перемещений узлов и их производные [16]. 

1. Геометрия эллиптического цилиндра 
Радиус-вектор точки срединной поверхности эллиптического цилиндра 

может быть задан в декартовой системе координат в виде 

,)sin()cos(0


 ktcjtbixR                                          (1) 
где b и c - полуоси поперечного сечения эллиптического цилиндра  

)1//( 2222  czby , t  - параметр, отсчитываемый от оси OY против хода 
часовой стрелки. 

Дифференцируя (1) по x, t и выполняя нормализацию векторов локального 
базиса, можно получить орты, касательные к линиям главных кривизн: 
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где .)(sin)(cos 2222 tbtcd   
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Деформации и искривления в произвольной точке срединной поверхности 
могут быть выражены через компоненты вектора перемещения и их производ-
ные [17]: 
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где 11 , 22 , 12  - относительные удлинения и сдвиг срединной поверхности; 

11 , 22 , 12  - искривления и кручение срединной поверхности оболочки в про-

цессе деформирования; x - осевая координата;    2'2'
2 ttA   ; )cos(tb  , 

)sin(tc  ; 1 , 2 ,   - тангенциальные и нормальные компоненты вектора 
перемещения точки срединной поверхности; k – кривизна дуги поперечного 
сечения эллиптического цилиндра. 

2. Элемент дискретизации и аппроксимация искомых величин 
В качестве элемента дискретизации выбирается четырехугольный 

фрагмент срединной поверхности эллиптического цилиндра с узлами 
,,,, lkji  отображаемый для удобства численного интегрирования на квадрат 

с локальной системой координат 11  ξ,η . 
Глобальные криволинейные координаты x1  и t2  произвольной 

точки срединной поверхности криволинейного конечного элемента определя-
ются через их узловые значения с использованием билинейных функций коор-
динат ξ  и   
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Столбец узловых варьируемых параметров в локальной ηξ,  и в глобальной 
tx,  системах координат  выбирается в виде 

        ;
241

2

241

1

241721 













 TЛ

y

TЛ

y

TЛ

y

TЛ
yU             ,

241

2

241

1

241721 













  TГ

y

TГ

y

TГ

y

T

yU        (5) 

где    ;,..,,..,,..,,...,,,,,
241

lililililkjilkjiTл
у qqqqqqqqqqqqqqqqq 



 

   .,..,,..,,..,,...,,,,,
241

l
xt

i
xt

l
tt

i
tt

l
xx

i
xx

lil
x

k
x

j
x

i
x

lkjiTГ
у qqqqqqqqqqqqqqqqq 



 

Здесь и ниже под mq  ( lkjim ,,, ) понимается компонента узлового 
вектора перемещения mm vv 21 ,  или mv . 
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При скалярном варианте аппроксимации искомых величин каждая 
компонента вектора перемещения точки внутренней области элемента 
дискретизации и ее производные, аппроксимируются через узловые значения 
этой же компоненты и ее производные, оставаясь независимой от остальных 
двух компонент [1,12,13]: 
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При вектором способе интерполяции искомых величин в качестве узловых 
варьируемых параметров принимаются непосредственно векторы перемещения 
узлов элемента дискретизации и их производные в локальной и глобальной сис-
темах координат [16]: 
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При векторном варианте аппроксимации искомых величин вектор переме-
щения точки внутренней области конечного элемента аппроксимируется через 
векторы узловых точек соотношением [16]: 
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Из (8), используя выражения базисных векторов узловых точек через ба-
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Из (9) определяются матричные выражения для компонент вектора 
перемещения и их производных 
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Как видно из (9), при векторном способе аппроксимации искомых величин 
каждая компонента вектора перемещения точки внутренней области конечного 
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элемента зависит от полного набора узловых варьируемых параметров  yU , в 
структуру которых входят узловые значения всех трех компонент вектора 
перемещения и их производные. При скалярном варианте аппроксимации 
искомых величин отдельная компонента вектора перемещения внутренней 
области конечного элемента зависит от узловых значений только этой же 
компоненты и не зависит от узловых значений остальных двух компонент. 

Матрица жесткости и столбец внешней нагрузки формируются на основе 
функционала Лагранжа стандартным образом [1] 

        
V F

TT dFPUdV  ,                                      (11) 

где   }]{[  C ,   }]{[   Г ,    }{ 21 TU . 

Пример расчета 1. 
В качестве примера была решена задача по определению напряженно-

деформированного состояния бесконечно длинного эллиптического цилиндра, 
нагруженного вдоль образующей линейно распределенной нагрузкой, интен-
сивности q и имеющего на диаметрально противоположной образующей ци-
линдра шарнирные опоры, препятствующие вертикальному смещению (рис. 1). 
Были приняты следующие исходные данные: q=5·10-5 МПа; b =0,1 м; E=2·105 
МПа; ν=0,3; h=0,001 м. Величина параметра c  варьировалась от 0,1 до 0,025 м. 
Вследствие наличия плоскостей симметрии рассчитываемая оболочка модели-
ровалась полоской конечных элементов шириной x=0,01 м. Расчеты проводи-
лись в двух вариантах: в первом варианте использовалась скалярная аппрокси-
мация искомых величин; во втором варианте была реализована векторная ап-
проксимация полей перемещений. 

 
 
Первоначально величина параметра с был принята равной 0,1 м, то есть 

цилиндр был круговым. Результаты повариантного расчета при c  =0,1 м пред-
ставлены в таблице 1, в которой приведены численные значения нормальных 
напряжений на внутренней В

tt  и наружной Н
tt  поверхностях цилиндра в точ-

ках 1 и 2 в зависимости от густоты сетки дискретизации оболочки. 
Анализ табличного материала, представленного в таблице 1, показывает, 

что результаты повариантного расчета кругового цилиндра, практически совпа-
дают между собой. Кроме того, следует отметить полное совпадение значений 
напряжений в точках 1 и 2 в обоих вариантах расчета. 
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Таблица 1 
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17×2 33×2 65×2 17×2 33×2 65×2 
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В
tt  190.98 190.97 190.99 190.98 190.99 190.99 

Н
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Точка 2 
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В
tt  190.98 190.97 190.99 190.98 190.99 190.99 

Н
tt  -190.99 -190.97 -190.99 -190.99 -190.99 -190.99 

 

Пример расчета 2. 
Если параметр c  последовательно уменьшать, то цилиндр будет принимать 

все более выраженную эллиптическую форму. Результаты повариантных расче-
тов эллиптического цилиндра при сетке дискретизации (81×2) представлены в 
формах диаграмм (рис. 2 и 3), в которых приняты следующие обозначения: 

,/;/;/ 2121 н
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в
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в
ttcbn   верхние индексы 1 и 2 указывают на но-

мер точки оболочки, в которой контролируется НДС эллиптического цилиндра. 

 
 

Из анализа диаграмм видно, что по мере увеличения отношения парамет-
ров b / c  значения коэффициентов λ и μ при векторной аппроксимации остают-
ся постоянными и равными единице, а при скалярной аппроксимации искомых 
величин значения коэффициенты λ и μ возрастают с увеличением n.  

Согласно общепринятому в МКЭ положению, погрешность конечно-
элементных решений должна уменьшаться при последовательном сгущении 
сетки, поэтому значительный интерес представляет попытка получить удовле-
творительные результаты при скалярном варианте аппроксимации при весьма 
значительном сгущении сетки. В табл. 2 представлены значения напряжений 
при густоте сетки большей, чем представленной на диаграмме. Из таблицы 
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видно, что, несмотря на значительное сгущение сетки приемлемых результатов 
получить не удалось. 

 
   Таблица 2 

К
оо

рд
ин

ат
ы 

то
че

к 
(x

, t
) 

Н
ап

ря
ж

ен
ия

, 
М

П
а 

Варианты аппроксимации 

скалярная векторная 

65x2 129x2 257x2 65x2 129x2 257x2 

Точка 1 









2

;0 
 

В
tt  223.29 223.29 223.29 158.51 158.51 158.51 

Н
tt  -226.98 -226.98 -226.98 -158.51 -158.51 -158.51 

Точка 2 








 
2

;0 
 

В
tt  44.61 44.61 44.61 158.51 158.51 158.51 

Н
tt  -48.45 -48.45 -48.45 -158.51 -158.51 -158.51 

 

Анализируя данные таблиц и диаграмм, можно сделать вывод, что при ис-
пользовании соотношений Новожилова В.В. векторная аппроксимация эффек-
тивна как  для оболочек вращения, так и для оболочек произвольного вида. 
Скалярная аппроксимация дает удовлетворительные результаты только при 
круговом цилиндре. При расчете эллиптического цилиндра результаты не удов-
летворяют условию равновесия, сгущение сетки дискретизации не устраняет 
погрешности данного способа аппроксимации. 
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COMPARATIVE ANALYSIS OF SCALAR AND VECTOR FORMS OF APPROXI-
MATIONS IN A FEM AFTER THE V.V. NOVOZHILOV’S RELATIONS  

FOR ELLIPTIC CYLINDER 

KLOCHKOV YuV, NIKOLAEV A.P., ISHCHANOV T.R. 

        A comparative analysis of scalar and vector fields displacement approximations are set 
out on the example of finite element calculation of an elliptic cylinder with using of the 
Novozhilov theory of thin shells A curvilinear quadrilateral finite element as a fragment of the 
middle surface of an elliptical cylinder with eighteen degrees of freedom at the node was used. 
It was shown on numerical examples that the vector approximation being invariant has fun-
damental advantages over scalar approximation in the calculation of arbitrary shells. 
        KEY WORDS: vector approximation, scalar approximation, finite element, an elliptical 
cylinder. 
 
 


