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Рассматривается упругая среда, ослабленная периодической системой круглых 

отверстий, заполненных шайбами из однородного упругого материала, поверхность 
которых покрыта цилиндрической пленкой. Среда (связующее) ослаблена двумя перио-
дическими системами прямолинейных трещин со связями между берегами в концевых 
зонах. Строятся общие представления, описывающие класс задач с периодическим 
распределением напряжений вне круговых отверстий и трещин при продольном сдвиге. 
Анализ предельного равновесия трещин в рамках модели концевой зоны выполняется на 
основе нелокального критерия разрушения с силовым условием продвижения вершины 
трещины и деформационным условием для определения продвижения края концевой 
зоны трещины. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: инородные включения; когезионные трещины; про-
дольный сдвиг; напряжения в связях. 

 
На стадии проектирования новых машин и конструкций необходимо учи-

тывать случаи, когда в отдельных узлах машин и конструкций могут возник-
нуть трещины. Это особенно проявляется в деталях новой техники, в которых 
наибольшее применение находят высокопрочные конструкционные материалы, 
имеющих периодическую структуру (композиты), и склонные к хрупкому раз-
рушению. Их работоспособность в значительной степени определяется уровнем 
концентрации напряжений на контурах раздела различных сред. Достаточно 
полное представление о характерном распределении напряжений в микрострук-
туре линейно армированных материалов можно получить, исследуя распределе-
ние напряжений при сдвиге. Решение этой задачи открывает новые возможности 
прогнозирования механических свойств композитных материалов по данным ис-
ходным характеристикам для составляющих компонентов и виду микрострукту-
ры. В структурно-неоднородных материалах при наличии вблизи трещины зон с 
нарушенной структурой в процесс разрушения вовлекается значительная часть 
трещины. В этом случае зону разрушения можно рассмотреть как некоторую 
концевую зону, примыкающую к трещине с материалом с частично нарушен-
ными межчастичными связями. 

Принято, что берега трещин в концевых зонах взаимодействуют, причем 
силы этого взаимодействия, называемыми силами сцепления, распределены та-
ким образом, что вершина трещины является особой точкой напряженно-
деформированного состояния. 

Пусть имеется упругая плоскость (связующее), ослабленная периодической 
системой круглых отверстий, имеющих радиусы    1  и центры этих отвер-
стий находятся в точках mPm    ...,2,1,0 m ,  2 . 

Круговые отверстия плоскости (связующего) заполнены волокнами (шай-
бами) из другого однородного упругого материала, поверхность которых рав-
номерна покрыта однородной цилиндрической пленкой. Плоскость ослаблена 
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двумя периодическими системами прямолинейных трещин с концевыми зонами 
со связями между берегами (рис. 1).  Берега трещин сдвига вне концевых зон 
свободны от внешних нагрузок, а на композит действуют напряжения  yy  , 

0x  (продольный сдвиг на бесконечности). 

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи 

По мере возрастания внешней нагрузки 
y  на продолжении трещин будут 

возникать зоны ослабленных межчастичных связей материала (зоны предраз-
рушения). Используется модель трещины со связями между берегами в конце-
вых зонах предразрушения [1].  

Концевые зоны трещин моделируются областями с ослабленными межчас-
тичными связями в материале связующего. В том случае, когда длина концевой 
зоны трещины не является малой по сравнению с размером трещины, методы 
оценки сопротивления материала разрушению, основанные на рассмотрение 
трещины с малой концевой зоной, неприменимы. В этих случаях нужно моде-
лирование напряженно-деформированного состояния в концевой зоне трещины 
проводить с учетом деформационных характеристик связей и применения 
двухпараметрического критерия [2, 3] разрушения, описывающего как развитие 
вершины трещины, так и изменение размера концевой зоны трещины при ее 
росте. Если процессы деформирования  и разрушения в концевых зонах трещин 
включают несколько физических механизмов, как например, в композиционных 
материалах, то в таких случаях эффективным является использование модели 
концевой зоны с сингулярностью напряженного состояния в вершине трещины. 
Для однородных материалах такая модель трещины рассмотрена в работах [2, 4 
– 8] и дано развитие [3, 9] для трещин с концевой областью на границе раздела 
материалов с различными свойствами.  

Моделирование концевых зон состоит в рассмотрении их как части трещин 
и в явном приложении к поверхности трещин в концевых зонах сил сцепления, 
сдерживающих их сдвиг. Размеры концевых зон трещин считаются соизмери-
мыми по сравнению с длиной трещин. Взаимодействие берегов концевых зон 
моделируется путем введения между берегами зоны предразрушения связей с 
заданной диаграммой деформирования. Физическая природа таких связей и 
размеры зон предразрушения зависят от вида материала.   

Анализ предельного равновесия трещин в композитах с периодической 
структурой в рамках предлагаемой модели концевой зоны при продольном 
сдвиге выполняется на основе нелокального критерия разрушения с силовым 
условием продвижения вершины трещины и кинематическим условием для оп-
ределения продвижения края концевой зоны трещины и включает: 1) установ-
ление зависимости сил сцепления от сдвига берегов зоны предразрушения; 2) 
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оценку напряженного состояния вблизи зоны предразрушения с учетом внеш-
них нагрузок и сил сцепления, а также расположения волокон; 3) определение 
зависимости предельных внешних нагрузок от геометрических параметров со-
ставной среды, при которых происходит рост трещина. 

При действии внешней нагрузки 
y  на составное тело в связях, соеди-

няющие берега концевых зон трещин, будут возникать касательные напряжения 
 xqy  и  yqx  соответственно. Эти напряжения заранее неизвестны и подлежат 

определению в процессе решения краевой задачи механики разрушения.  
В случае идеального контакта на границах раздела сред перемещения и на-

пряжения равны между собой. В силу симметрии граничных условий и геомет-
рии области D, занятой материалом, напряжения являются периодическими 
функциями с основным периодом  . 

Используя представление напряжений и смещения через одну аналитиче-
скую функцию  zf   

 zfi yx   ,  zfw Re1


 , 

где   – постоянная материала среды; 1i , граничные условия рассматри-
ваемой задачи запишем в следующем виде: 

       1111  ttbb ffff  ,               (1) 

         1111  tttbbb ff
ds
dff

ds
d

 ,          sstt ffff  ,     (2) 

          sssttt ff
ds
dff

ds
d

 ,       tftFtF yss  ,  

     111 tftFtF xss  ,                                  (3) 

где   mei  ;     meh i 1  (m = 0, ±1, ±2,…); t и 1t  – аффиксы то-
чек берегов трещин с концевыми зонами предразрушения, направленные кол-
линеарно осям абсцисс и ординат, соответственно; h  – толщина покрытия; ве-
личины, относящиеся к покрытию, волокну и связующему обозначаются соот-
ветственно индексами t, b, s;   0tf y   – на свободных берегах трещины; 

   tiqtf yy 2  – на берегах концевых зон трещин, направленных по осям абс-
цисс;   01 tf x   – на свободных берегах трещин;    11 2 tiqtf xx   – на берегах 
концевых зон трещин, направленных коллинеарно оси ординат.  

Основные соотношения поставленной задачи необходимо дополнить соотно-
шениями, связывающими сдвиг берегов зон предразрушения и касательные напря-
жения в связях. Без потери общности эти соотношения представим в виде 

  )()(,)0,()0,( xqxqxCxwxw yyss            (4)  

для концевых зон, коллинеарных оси абсцисс,  
  )()(,),0(),0( yqyqyCywyw xxss     

для концевых зон, коллинеарных оси ординат, где функции  )(, xqxC y  и 

 )(, yqyC x  – эффективные податливости связей;     ss ww  – сдвиг берегов 
концевых зон трещин. 

После некоторых преобразований систему краевых условий (1) – (2) можно 
привести к следующему виду: 
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     111 211 







tb
t

b
b

t

b fff 
















 ,         (5) 

     






st
s

t
t

s

t fff 211 
















  .   (6) 

Решение краевой задачи ищем в виде: 
)()()()( 321 zfzfzfzfs  ,                (7)  

   
  

 












0

222
2211 !12k

kk
ky k

zzFzf  ,                  (8) 

       dtzttg
i

zFzf
L

 
1

1
22 


,                  (9)  

        111133
2

1 dtzittg
i

zFzf
L

  


, 

  









0

12
2 12k

k
kb k

zazf ,    





k

k
kt zbzf 12

2 ,  (10) 



























3
1

sin

1)(
2

2




 zz ,          tt

 ctg ;       11 ctg tt


  , 

где интегралы в (9) берутся по линиям      ,,1 aaL  ;     rbbrL ,,2  ,  

 )0,()0,(
2

)( xwxw
dx
dxg ss

s  
  на L1;  ),0(),0(

2
)(1 ywyw

dy
dyg ss

s  
    на L2. 

К основным представлениям (7) – (10) необходимо добавить дополнитель-
ные условия, вытекающие из физического смысла задачи: 







a
dttg



0)( ;  


a
dttg 0)( ;   






b

r
dttg 0)( 111 ;  

r

b
dttg 0)( 111 .         (11) 

Неизвестные функции )(xg  и )(1 yg , а также постоянные ka2 , kb2 , k2  
должны быть определены путем удовлетворения краевым условиям (5) и на 1L  и 

2L . Для этого подставим в краевые условия (5) вместо )(zfb , )(zft , )(1 zf  их 
разложения в ряды Лорана в окрестности нулевой точки, а вместо   zf2  и 

 zf3  – ряды Фурье на контуре    и сравнивая коэффициенты при одинако-
вых степенях  iexp , получим после некоторых преобразований совокупность 
нескольких бесконечных систем линейных алгебраических уравнений: 
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1 2
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Теперь, требуя, чтобы функции (7) удовлетворяли краевым условиям на бе-
регах трещин с концевыми зонами, после некоторых преобразований, получаем 
систему двух сингулярных интегральных уравнений относительно  xg  и  yg1 : 

       xfxFdtxttg y
L


  )(Im1

1




      на L1 ,              (14) 

       yfyFdtytKtg x
L

 )(Im1
01111

2


   на 2L , 

где )()()( 31 xFxFxF  ; )()()( 210 yFyFyF  ;   iyiyK Re)(  ;   0 xf y  на 

свободных берегах трещины, коллинеарных оси абсцисс;    xqxf yy   на бе-

регах концевых зон трещины, коллинеарных оси абсцисс;   0 yf x  на свобод-
ных берегах трещины, коллинеарных оси ординат;    yqyf xx   на берегах 
концевых зон трещины, коллинеарных оси ординат. 

Алгебраическая система (12) совместно с сингулярными интегральными 
уравнениями (14) являются основными разрешающими уравнениями задачи, 
решение которых позволяет определить )(xg , )(1 yg  и коэффициенты ka2 , 

kb2 , k2 . Алгебраическая система и интегральное уравнение оказались связан-
ными между собой и должны решаться совместно. 

Зная функции )(zfb , )(zft  и )(1 zf , можно найти напряженно-деформиро-
ванное состояние кусочно-однородной среды. 

Воспользуемся разложением функции )(z  в основном параллелограмме 
периодов. В результате этого первое интегральное уравнение (14) можно привес-
ти к следующему виду: 

       xfxFdtxtKtg
xt
dttg

y
L L


 

  )(Im11

1 1


, 


 




0 22

12
1

2
)(

j j

j
j

tgtK .  (15) 
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В дальнейшем преобразуем интегральное уравнение (15) к виду, удобному 
для нахождения его численного решения. Используя условие )()( xgxg  , 
уравнение (15) примет вид: 

          00
1

00
1

2
0

2 Im,11

11





 


 


 yfFdpKdp , 

  )(tgp  ;       0000 ,   KKK , 



t
 ;          



x
0 ;          



a
1 ;       101   . 

Чтобы перейти к стандартному отрезку интегрирования [ 1,1 ] сделаем за-
мену переменных 

  2
1

2
12 1

2
1




 


 u ,   2
1

2
1

00 1
2

1



 


 u .      (16) 

В результате преобразованное уравнение (15) принимает форму 

         



 yqFdBpdp 

 

 Im,11 1

1

1

1
.               (17) 

Здесь                     pp  ;        






 


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22
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

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


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
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
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
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u
ujjjjA

00321
)12)(2)(12()12(  . 

Решение интегрального уравнения (17) ищем в виде [10, 11]: 

   
2

0

1 







pp ,          (18) 

где  0p  непрерывна по Гельдеру на [ 1,1 ], причем она аппроксимируется ин-
терполяционным многочленом Лагранжа, построенным по чебышевским узлам. 

Используя квадратурные формулы [10, 11]  

 
 



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   2
22    kk ff ;       tff kk 2

2
2   , 

сведем основные разрешающие уравнения (12) и (15)  к совокупности бесконечных 
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систем линейных алгебраических уравнений и к двум конечным системам относи-
тельно приближенных значений 0

kp   nk ...,,2,1  и 0
vR   nv ...,,2,1  искомых 

функций в узловых точках.  
Конечные системы уравнений относительно неизвестных 0

kp  и 0
vR  имеют вид 
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2
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sin
1
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Аналогично определяются коэффициенты 
vma , . 

К системе (20) необходимо добавить дополнительные условия (11), кото-
рые в дискретном виде имеют следующий вид: 

  
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11211 2
1

2
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
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2
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
.   (21) 

В правую часть полученных систем входят неизвестные значения напряже-
ний  ryq   и  rxq   в узловых точках, принадлежащих концевым зонам 1L  и 

2L  соответственно. Неизвестные напряжения в связях  ryq   и  rxq   опреде-
ляются из дополнительных условий (4). Используя полученное решение, имеем 

  )()(,
2

)( xqxqxC
dx
dxg yy

s ,                     (22) 

  )()(,
2

)(1 yqyqyC
dy
dyg xx

s .               (23) 

Требуя выполнения условий (22) и (23) в узловых точках, принадлежащих 
концевым зонам 1L  и 2L  соответственно, получим еще две системы из 1M  и 

2M  уравнений каждая для определения значений  ryq   и  rxq   соответст-
венно. При этом используется метод конечных разностей. Полученная система 
уравнений (20) – (23) является связанной (замыкается) с бесконечными систе-
мами (12), в которых вместо kc2  подставлена формула (19). Система уравнений 
(12), (20) – (24) полностью определяет решение задачи. 

После определения значений 0
kp  и 0

vR  коэффициенты интенсивности на-
пряжений IIIK  находятся на основании соотношений: 
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Меняя отношение жесткости волокна к жесткости связующего, можно по-
лучить все варианты, начиная со свободного от сил кругового отверстия и кон-
чая абсолютно жестким включением. 

Для анализа предельного равновесия трещин с концевыми зонами необхо-
димы два условия (двухпараметрический критерий) разрушения. Первый кри-
терий это условие продвижение вершины трещины, а второй это условие раз-
рыва связей на краю концевой зоны. В качестве первого условия разрушения 
используем силовой критерий разрушения Ирвина. Состоянию предельного 
равновесия вершины трещины соответствует выполнение условия  

cKK IIIIII  ,     (25) 

где cK III  – постоянная материала, определяемая опытным путем. 
В качестве второго условия разрушения используем критерий критического 

сдвига трещины и считаем, что предельный сдвиг связей на краю концевой зо-
ны (   x  и aax    или   rry  и   y ) происходит при вы-
полнении условий 

      css xwxwxV III0,0,  





 ,                  (26) 

      css ywywyV III,0,0  





 , 

где cIII  – трещиностойкость материала связующего. 
Решение системы полученных алгебраических уравнений позволяет (при 

заданной длине трещин и характеристик связей) найти критическую внешнюю 
нагрузку 

xy  и предельный сдвиг берега концевой зоны в состоянии предельно-
го равновесия трещин. Для заданных размеров трещин и концевых зон, исполь-
зуя предельные значения cKIII  и cIII  можно выделить режимы равновесия и 
роста трещин при монотонном нагружении. Если выполняются условия 

cKK IIIIII  ,   xV  и   cyV III , то происходит продвижение вершины 
трещины с одновременным увеличением длины концевой зоны без разрыва свя-
зей. Этот этап развития трещин продольного сдвига можно рассматривать, как 
процесс приспособляемости к заданному уровню внешних нагрузок.  

Рост вершины трещины с одновременным разрушением связей на краю 
концевой зоны будет происходить при выполнении условий 

cKK IIIIII  ,    xV или  cy III  
Так, например, при выполнении условий cKK IIIIII  ,  xV или  cy III  про-
исходит разрушение связей без продвижения вершины трещины и размер кон-
цевой зоны сокращается, стремясь к критическому значению для данного уров-
ня нагрузки. При выполнении условий cKK IIIIII  ,   xV и  cy III положе-
ния вершины трещины и концевой зоны не будут изменяться. 

На основании полученных результатов на рис. 2 в случае жесткого включения 
при 3,0sv  построены графики зависимости критической нагрузки 

cy K III 
   от расстояния  aa  для обоих концов трещины, вдоль 

оси абсцисс (кривая 1 соответствует левому концу) при 3,0 .  
Штриховой линией для сравнения показана зависимость   при отсутствии 

включений и покрытий (материал включения, покрытия и связующего одина-
ков) при той же геометрии трещин, вычисленная по описанной методике. Там 
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же штрих пунктиром представлена зависимость в случае абсолютно гибкого 
включения (отверстия ничем не заполнены). Для любого упругого включения 
картина напряженного состояния будет занимать промежуточное положение 
между этими двумя предельными случаями.  

 

На рис. 3 – 4 представлены графики зависимости предельной нагрузки   
от длины трещины. При расчетах было принято 25sb  ; 50tb  . 

 
Рис. 4. Зависимости предельной нагрузки 

  от длины трещины h  для правого конца 
трещины 

Как видно, при некоторых значениях радиуса отверстия   возможно устой-
чивое развитие системы трещин (их взаимное упрочнение). Проведенный пара-
метрический анализ задачи показал, что концентрация напряжений около вклю-
чений в связующем оказывает существенное влияние на развитие очень малых 
трещин. С ростом длины трещин с концевыми зонами это влияние затухает и уже 
при    и  r  им можно пренебречь, однако при этом начинается ска-
зываться взаимодействие трещин. В зависимости от геометрических и физиче-
ских параметров задачи наблюдается устойчивое развитие трещин с концевыми 
зонами.  

Рис. 2. Зависимости распределения 
критической нагрузки   от расстоя-

ния a  от обоих концов трещины 
вдоль оси абсцисс 

 

Рис. 3. Зависимости предельной на-
грузки a

  от длины трещины h  для 
левого конца трещины 
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Наличие гибкого включения повышает коэффициент интенсивности на-
пряжений, тогда как жесткие включения по сравнению с материалом связующе-
го уменьшают его. Влияние включения особенно эффективно сказывается на 
близко расположенную вершину трещины. 

Таким образом, анализ показывает, что величина внешней нагрузки 
y  и 

критические параметры KIIIc, δIIIc определяют характер разрушения: 
1) рост вершины трещины с продвижением концевой зоны; 
2) сокращение размера концевой зоны без роста вершины трещины; 
3) рост вершины трещины с одновременным разрушением связей на крае 

концевой зоны. 
Модель трещины с концевыми зонами позволяет исследовать закономерно-

сти распределения усилий в связях при различных законах деформирования, 
проводить анализ предельного равновесия трещин с учетом деформационного и 
силового критерий разрушения, а также прогнозировать критическую внешнюю 
нагрузку и трещиностойкость составного тела (композита). 
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INTERACTION OF PERIODIC SYSTEM HETEROGENEOUS INCLUSIONS AND 
COHESIVE CRACKS UNDER LONGITUDINAL SHEAR  

V.M. Mirsalimov, F.F. Hasanov 
Azerbaijan Technical University, Baku, Azerbaijan 

The elastic medium weakened by a periodic system of circular holes filled with washers 
from homogeneous elastic material is considered. The surface of circular holes is covered by a 
cylindrical film. Medium (binder) is weakened by two periodic systems of rectilinear cracks 
with bonds between the faces in end zones. General representations describing the class of 
problems with periodic stress distribution out circular holes and cracks under longitudinal 
shear are constructed. The analysis of cracks limit equilibrium using the end zone model is 
performed based on nonlocal fracture criterion with force condition of the crack tip advance 
and deformation condition for determination of the crack end zone face advance.  

KEYWORDS: heterogeneous inclusions, cohesive cracks, longitudinal shear, forces in 
bonds. 
 
 


