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       Конструкции в виде замкнутых цилиндрических оболочек широко применяются в 
различных отраслях промышленности: авиа и космической, судостроении, строитель-
стве. Их использование предполагает воздействие на них различных типов статиче-
ских и динамических нагрузок. При динамическом силовом воздействии на замкнутые 
цилиндрические оболочки возникают теоретически интересные и практически важные 
задачи статики и динамики. Для более точного описания оболочки необходимо исполь-
зовать математическую модель с учетом нелинейных членов. В результате нагруже-
ния возникают нелинейные колебания и возможно явление потери устойчивости, при-
водящее к существенному изменению формы оболочки.  
       КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: цилиндрическая оболочка, потеря устойчивости. 
      Введение  
       Изучение устойчивости упругих систем при динамическом нагружении бы-
ло начато Лаврентьевым М.А. и Ишлинским А.Ю. [1], а затем продолжено 
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Алфутовым Н.А. [2], Вольмиром А.С. [3], Григолюком Э.И. [4]. Фундаменталь-
ные исследования  в данном направлении получены Ободан Н.И. [5], Вольми-
ром А.С. [6], Баженовым В.Г. [7] и др. Решения, полученные указанными авто-
рами, выполнены для стационарных задач или для динамики при действии им-
пульса бесконечной продолжительности во времени. Исследованию нестацио-
нарных задач теории оболочек под действием знакопеременной нагрузки по-
священы следующие труды [8-16]. Настоящая работа ставит своей целью про-
должить начатые исследования и провести исследования на основе анализа из-
менения прогиба оболочки во времени, с помощью новой методики, в основе 
которой лежит использование вейвлет-преобразований и исследования знака 
старшего показателя Ляпунова. Будут показаны изменения формы волнообра-
зования. В известной нам литературе исследования по данному направлению не 
проводились. Настоящая работа ставит своей целью заполнить указанный выше 
пробел. Как известно, с помощью показателей Ляпунова возможно подойти к 
оценке характера нелинейных колебаний через проверку чувствительности сис-
темы к вариациям начальных условий, а положительный показатель Ляпунова 

указывает на хаотическую динамику системы [17].  
1. Постановка задачи 
В рамках нелинейной классической теории  по-

логих оболочек рассматривается замкнутая цилинд-
рическая оболочка кругового сечения конечной дли-
ны с постоянной жесткостью и плотностью при дей-
ствии поперечной знакопеременной нагрузки. Вво-
дится система координат: ось x направим по про-
дольной координате, ось y – по окружной координа-
те, ось z – по нормали к срединной поверхности (рис. 
1). Система уравнений динамики оболочки записыва-
ется в безразмерном виде [6]: 
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   Использованы следующие безразмерные параметры: whw 2 , FhEF 3
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yRR   – длина и радиус оболочки.  Здесь t  - время, F - функция усилий, w  - 
функция прогиба, h  - толщина оболочки,   - коэффициент Пуассона, 0E  - мо-
дуль упругости, yk -кривизна оболочки по y . Для краткости черточка над без-
размерными величинами в уравнении (1) опущена. В данной работе исследуют-
ся колебания шарнирно опертой по криволинейному кругу замкнутой цилинд-
рической оболочки с однородными граничными условиями:  
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Рис. 1. Расчетная схема 
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и нулевыми начальными условиями 0,0|),( 00 



  tt t
wyxw . 

        Краевая задача по пространственным координатам методом Бубнова-
Галеркина в высших приближениях [18] сводится к задаче Коши, которая реша-
ется методом Рунге – Кутта 4-го порядка. Для построения вейвлет – спектров 
была использована созданная авторами программа в пакете MathLab, для вы-
числения показателей Ляпунова также была применена численная процедура 
[19]. 

2. Численные результаты 
Рассматривается характер колебаний оболочки с параметрами yk =112.5 

при 2 ,  =9, под действием поперечной нагрузки )sin()( 0 tqtq p , при-
ложенной по полосе к поверхности цилиндрической оболочки с центральным 
углом 14.30  , 10  x , 3.2p ,  количество членов ряда в разложении 
искомых функций (8) 11 N , 92 N .  Исследование количества членов ряда 
проведено в работах [20, 21]. 

Приведем некоторые известные критерии динамической устойчивости. 
Шио А.С, Сунг Т.Т, Рот Д.С. [22] показывают, что нагрузка, при которой начи-
нается обратный процесс изменения времени, необходимого для достижения 
первого максимума в зависимости "нагрузка – время", считается критической. 

Кантор Б.Я., рассчитывая методом Ритца в высших приближениях осе-
симметричные сферические оболочки, в качестве динамического критерия при-
нимает, что оболочка прохлопывает, если прогиб в центре достигает значения, 
большего относительной высоты оболочки fK 2 , где hff /  – безразмер-
ная  высота подъема оболочки над планом. В работе Крысько В.А. [23] делается 
анализ устойчивости оболочек и отмечается, что при потери устойчивости обо-
лочки происходит смена знака усилия в срединной поверхности с отрицатель-
ного (сжатия) на положительный (растяжение).  

Для исследования динамической потери устойчивости замкнутой цилинд-
рической оболочки воспользуемся динамическим критерием А.С. Вольмира [3], 
где происходит быстрый рост прогиба при незначительном увеличении нагруз-
ки или появляется точка перегиба графика )(0 wq . 

В данной работе строится зависимость  0max qw , где для каждого элемен-
та 0q  из диапазона  45.0;00 q  определяется максимальный прогиб в точке 
(0,5; 0). Данные результаты приведены на рис. 2., для более информативного 
представления о характере колебаний построена «шкала» характера колебаний 
оболочки, в каждой точке определяется харак-
тер колебаний и в зависимости от этого проис-
ходит изменение тона.  

На «шкале» можно видеть, что при изме-
нении 395.00 q  колебания носят один тип – 
гармонические колебания (черный цвет), а при 

45.0395.0 0  q характер колебаний изменяет-
ся на многочастотный (светло-серый цвет). 

С помощью «шкал» характера колебаний 
оболочки можно проследить процесс перехода 
колебаний от гармонических в хаотические и 

 
Рис. 2 Зависимость wmax(q0) 
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определить границы значений, при которых воздействие знакопеременной на-
грузки приводит к необратимым изменениям в оболочке. 

Мы наблюдаем динамическую потерю устойчивости, когда небольшое 
изменение параметра интенсивности нагрузки q0 приводит к резкому росту про-
гиба. Изучение зависимостей wmax(q0) для каждого q0 позволяет установить зоны 
потери устойчивости системы при воздействии знакопеременной нагрузки. 
Проанализируем явление потери устойчивости цилиндрической оболочки в за-
висимости от параметра q0. Исследуем характер колебаний в докритическом 
состоянии при значениях 31.00 q , и 395.00 q  - это точки А и В соответст-
венно, и в зоне потери устойчивости оболочки 45.00 q - точка С на рис.2. В 
таблице 1 приведены характеристики колебаний: график сигнала )(tw  и 2D 
вейвлет, 3D вейвлет Морле, фазовый портрет, изменения значения старшего 
показателя Ляпунова, форма волнообразования и форма поперечного сечения.  

Рассмотрим характер колебаний при значении параметра нагрузки 
31.00 q  - это точка А на рис. 2. Прогиб оболочки во времени на графике сиг-

нала );0;5.0( tw  изменяется периодически, колебания происходят около нулевой 
отметки. Вид 2D вейвлета сигнала, представляет собой чередующиеся светлые 
зоны на основной частоте, сопоставляя значения частоты на вейвлет-спектре со 
значениями сигнала в тех же точках по времени, видно, что светлые участки  
вейвлет-спектре показывают на максимум или минимум прогиба, а темные вер-
тикальные полосы появляются, когда значения прогиба проходят через нулевую 
отметку. Фазовый портрет, в виде овала, показывает, что колебания являются 
одночастотными и гармоническими. Значения старшего показателя Ляпунова 
принимают отрицательные значения, что также указывает на отсутствие хаоти-
ческих колебаний. 

Рассмотрим характер колебаний при значении параметра нагрузки 
395.00 q - это точка В на рис. 2. Исследование сигнала с помощью вейвлет-

спектров позволяет более тщательно отследить изменение во времени частотно-
го спектра, определить присутствие дополнительных частот, кроме основной 
частоты возбуждения. Энергия процесса на каком-либо масштабе может быть 
рассчитана через коэффициенты вейвлет-спектра; при значениях максимума 
или минимума сигнала вейвлет-спектр имеет яркие высветленные участки, т.е. 
коэффициент положительный, при быстром убывании вейвлет-спектра до нуля 
участки становятся серыми, а при прохождении через нулевую отметку значе-
ний сигнала вейвлет-спектр имеет черный цвет, что говорит об отсутствии 
энергии. Исследуя фазовый портрет также можно сделать вывод, что колебания 
происходят не только на основной частоте возбуждения, присутствуют допол-
нительные частоты, но колебания не носят характер хаотических. Колебания 
носят сложный характер, в то же время значения старшего показателя Ляпунова 
имеют отрицательное значение. Характер волнообразования соответствует воз-
действию на оболочку поперечной нагрузки в виде полосы с центральным уг-
лом 14.3 , так как непосредственно в области воздействия наблюдается 
вдавливание оболочки, но число полуволн не увеличивается, наблюдается рас-
ширение оболочки. 

Рассмотрим характер колебаний в зоне потери устойчивости оболочки 
( 45.00 q ). При изменении параметра нагрузки 45.00 q  характер колебаний 
резко изменяется, прогиб оболочки и количество пиков увеличивается, границы 
на вейвлет-спектре становятся размытыми, но по сравнению с 395.00 q  оста-
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ется явление хлопка-выхлопа. Качественно изменяется фазовый портрет, увели-
чивается количество петель, а сам фазовый портрет  приобретает форму стран-
ного аттрактора, более наглядно этот процесс виден на вейвлет-спектре. Увели-
чение числа петель характерно для появления новых частот, либо бифуркаций. 
На графике 2D вейвлета можно проследить, что высветление участков спектра 
происходит также и при частоте 15.1 , и 575.0 , что говорит о  появле-
нии бифуркаций Хопфа. Отображение 3D вейвлета Морле, позволяет увидеть, 
что количество частот на самом деле увеличилось, колебания на основной час-
тоте выражены не ярко, происходит смещение колебаний на низкие частоты. В 
последних строках таблицы 1 показаны формы волнообразования и поперечно-
го сечения оболочки. Видно, что происходит увеличение вдавливания оболочки 
в зоне действия нагрузки и расширение оболочки вне зоны действия нагрузки. 
Значения старшего показателя Ляпунова, в эти моменты, меняются с положи-
тельного на отрицательный и обратно. Смена знака старшего показателя Ляпу-
нова говорит о явлении хлопка-выхлопа.  

Таблица 1 

 31.00 q  395.00 q  45.00 q  
Сигнал 

);0;5.0( tw  

2 D вейв-
лет 

   
3 D вейв-
лет  

   
Фазовый 
портрет 
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Продолжение табл. 1 
Старший 
показатель 
Ляпунова 

-0,5
-0,45
-0,4

-0,35
-0,3

-0,25
-0,2

-0,15
-0,1

-0,05
0

530 531 532 533 534 535   
-0,3

-0,25
-0,2

-0,15
-0,1

-0,05
0

0,05
0,1

0,15
0,2

530 531 532 533 534 535  
Форма вол-
но-
образования 

 

  
Форма по-
перечного 
сечения, 
угол на-
грузки  

14.30   

 

  
       4. Выводы 

Проведено исследование колебательного процесса замкнутой цилиндри-
ческой оболочки на основе анализа изменения прогиба оболочки во времени, 
вейвлет-преобразований, изменения формы волнообразования, и исследования 
знака старшего показателя Ляпунова, что позволило качественно подойти к 
процессу исследования колебаний системы и выяснить характер колебаний в 
зонах до и после потери устойчивости динамической системы. Применен кри-
терий динамической потери устойчивости замкнутых цилиндрических оболочек 
такой, что при небольшом изменении параметра интенсивности нагрузки q0 
происходит резкий рост прогиба и наблюдается явление хлопка-выхлопа.  
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DYNAMIC LOSS OF STABILITY CLOSED CYLINDRICAL SHELLS AT AC-

TION OF BAND ALTERNATING LOADING 
Krysko V. A,  Kuznetsova E.S., Zhigalov M. V, Shagivaleev K.F. 

In the given operation the question of dynamic loss of stability of closed cylindrical 
shells is researched. At influence on closed cylindrical shells of the cross alternating loading 
operating on a band, there are non-linear oscillations which result system in qualitatively new 
state. Researches were led on the basis of the analysis of change of sag of a shells in time, 
veyvlet-spectrum, change of the form of wave formation, and research of a sign on a high in-
dex of Lyapunov. 
KEYWORDS: chaos, the closed cylindrical shells, [veyvlet]- analysis, nonlinear dynamics, 
dynamic loss of stability 
 


