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 Для исследования напряженно-деформированного состояния оболочки вращения 
при смещении как жесткого целого предлагается инвариантная аппроксимация полей 
перемещений в векторной формулировке, реализованная при формировании матрицы 
жесткости кольцевого объемного конечного элемента, поперечным сечением которого 
является четырёхугольник с узлами i, j, k, l. В качестве узловых неизвестных конечного 
элемента выбирались перемещения узловых точек и их первые производные. На приме-
ре расчета показано, что предложенная инвариантная аппроксимация полей переме-
щений в векторной формулировке позволяет решение проблемы учета смещения конеч-
ного элемента как жесткого целого в общем виде.  
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: МКЭ, инвариантная аппроксимация полей перемещений, 
векторная формулировка, осесимметрично нагруженные оболочки, кольцевой объем-
ный конечный элемент, узловые неизвестные, смещение жесткого целого. 

        Для определения напряженно-деформированного состояния конструкций 
из тонкостенных элементов эффективно используется метод конечных элемен-
тов (МКЭ) [1,2,3,4,5,6]. Корректным расчет тонкостенных инженерных соору-
жений, созданных, например, на основе аналитических поверхностей [7], воз-
можен только при использовании криволинейных систем координат. В работах 
[2,3] отмечается, что при использовании таких систем координат появляется 
проблема учета смещения конечного элемента как твердого тела. 
        В настоящей работе предлагается решение этой проблемы при получении 
матрицы жесткости кольцевого конечного элемента на основе инвариантной 
аппроксимации искомых величин в векторной формулировке.   

1. Геометрия  осесимметрично нагруженной оболочки вращения 
        Положение произвольной точки М срединного меридиана осесимметрично  
нагруженной оболочки вращения в декартовой системе координат xoz опреде-
ляется радиус-вектором (рис.1) 
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

                (1) 
где kji


,, – орты декартовой системы 

координат; r – радиус вращения точ-
ки. Векторы локального базиса точки 
М определяются выражениями 
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где s – координата, отсчитываемая 
вдоль дуги отсчётного меридиана; 

sxs xrr ,,,  – производная радиуса 
вращения по дуге s. 
        Радиус-вектор произвольной точки Mζ оболочки, расположенной на рас-
стоянии ζ от ее срединного меридиана, представляется выражением (рис.1): 

         aRR 
  .                                                      (3) 

 
Рис. 1. Базисные векторы точек оболочки 
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        Базисные векторы точки Mζ определяется дифференцированием (3) по коор-
динатам s и ζ: 

        аRgааRg sss  


  ,;,,, 311

 .                                 (4) 
        С учетом (2) можно составить матричные выражения:  

                  ,;
12

1
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
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 gsiisg
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где        .,31 kiiggg TT 
  

        Дифференцированием (5) можно записать матричные соотношения: 
                          .,,,   ;,,, 11 ggssisgggssisg sss


      (6) 

        Произвольная точка Mζ оболочки под действием заданной нагрузки полу-
чит перемещение, которое определяется вектором v  с компонентами в базисе 
соответствующей точки:  

31
1 gvgvv 

 .                                                      (7) 
        Производные вектора перемещения (7) по координатам s и ζ с учетом (6) 
запишутся выражениями: 

 

 
   

    ;,,

,,

,,,,,,

3
3

11
1

12212
1

32111
11

1

3221213312111
1

1
1

331
1

1
1

1
1

gfgfvvvgvvvg

ggvgvggvgv

gvgvgvgvgvgvv

ss

ss

ssssss















          (8) 

  .,,,,,,,, 31
1
3331

1
1

1
31

1 gvgfgvgvgvgvgvgvv 
   

         Векторы локального базиса точки Mζ в деформированном состоянии *М  
определяются выражениями 

ssss vgvRRg ,,,, 11
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        Деформации в точке *М определяются соотношениями механики сплош-
ной среды [8]: 

  2/ gg   .                                           (10) 
        Принимая во внимание (8), (5) и (6), можно представить деформации через 
компоненты вектора перемещения выражениями:  
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        (11) 

или в матричном виде                  ,
122414 

 vL                                                            (12) 

где     13332211 2 T вектор–строка деформаций в произвольной точке 
оболочки;     vvv T 1 строка перемещений произвольной точки оболочки. 
        Связь между напряжениями и деформациями определяется соотношениями 
механики сплошной среды [8]: 

  
  gggI 2)(1  ,                                 (13) 

где ,  - параметры Ламе;   13
12

33
3322

2211
111 2 ggggI   - первый 

инвариант тензора деформаций,  gαβ - контравариантные компоненты метриче-
ского тензора; gαβ - ковариантные компоненты метрического тензора. 
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        Зависимости (13) можно представить в матричном виде 
    

144414 
  C .                                                   (14) 

2. Матрица жесткости конечного элемента 
        Конечный элемент принимается в виде кольцевого объёмного тела враще-
ния с поперечным сечением в форме четырёхугольника с узлами i, j, k, l [9]. Для 
выполнения численного интегрирования произвольный четырёхугольник ото-
бражается на квадрат  с локальными координатами ζ, η, изменяющимися в пре-
делах 1,1   .  
        Координаты внутренней точки конечного элемента выражаются через ко-
ординаты узлов четырёхугольника с использованием билинейных  функций ло-
кальных координат  ,  соотношениями: 

         ,,;, y
T

y
T fsfs                                    (15) 

где         lkjiT
y

lkjiT
y sssss ; матрицы–строки узловых коорди-

нат четырёхугольника. Из соотношений (15) определяются производные гло-
бальных координат s, ζ в локальной системе координат   ,,,,,, ss и ло-
кальных координат ζ, η в глобальной системе   координат .,,,,,,, ss    
        Векторы-столбцы узловых неизвестных, включающие векторы перемеще-
ний узловых точек КЭ и их первые производные в локальной и глобальной сис-
темах координат, можно представить в виде^ 
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        Используя дифференциальные выражения    
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между векторами  (16) и (17) можно сформировать матричное соотношение   
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         Вектор перемещения внутренней точки объемного конечного элемента 
аппроксимируется через вектор-столбец узловых перемещений выражением 
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где  {ψ}T  - вектор-строка аппроксимирующих функций, элементами которой 
являются полиномы Эрмита третьей степени: 
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        Производные вектора (20) определяются выражениями: 
           .,,,;,,, Г
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ss VVVV


    
         Вектор- столбец узловых векторов перемещений (17) можно представить 
матричным выражением 

     ,
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Г
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где  A


- матрица, ненулевыми элементами которой являются базисные векторы  
узловых точек конечного элемента;  
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         С использованием выражения (5) базисные векторы узловой точки m вы-
ражаются через базисные векторы внутренней точки конечного элемента:  
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        При использовании выражений (21) и (23) вектор (20) запишется как 
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         Производные вектора V
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        Сравнивая (7) и (24), можно получить аппроксимирующие выражения для 
компонент вектора перемещения 
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где строки    TT lиl 21  являются первой и второй строками матрицы  h . 
         Сравнивая правые части (25), (26) и (8), можно получить аппроксимирую-
щие выражения для производных компонент вектора перемещения внутренней 
точки конечного элемента:  
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       Столбец неизвестных  Г
уf можно представить выражением  
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компонент вектора узловых перемещений;  N  - матрица перехода.  
        При традиционной - скалярной аппроксимации искомых величин компо-
ненты вектора перемещения внутренней точки конечного элемента и их произ-
водные определяются через узловые значения соотношениями 
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        В аппроксимирующих выражениях (30) отсутствуют параметры, характе-
ризующие конкретную криволинейную систему координат, и каждая компонен-
та вектора перемещения внутренней точки конечного элемента зависит от узло-
вых значений только этой же компоненты. 
        С использованием соотношений (27), (28) и (29)  формируется матрица же-
сткости кольцевого объемного конечного элемента [9] 

      ,
1242412424 

 FuK Г
y                                                    (31) 
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 K матрица жесткости элемента в глобальной системе координат;  F век-
тор узловых нагрузок элемента в глобальной системе координат. 
        Пример 1. В качестве примера рассмотрим оболочку, срединная поверх-
ность которой представляет собой форму усеченного эллипсоида вращения. 
Оболочка нагружалась равномерно распределенным внутренним давлением ин-
тенсивности q (рис. 2). В узлах сечения х=0 устанавливались опоры переменной 
жесткости, позволяющие смещение конструкции как твердого тела. Были при-
няты следующие исходные данные: А =1м; В=0.5м; D= 0,9 м; Е =2·105 МПа; 
 =0.3; h = 0.01 м; q = 4 МПа, (А и В являются главными полуосями эллипса). 
Радиус вращения срединной поверхности оболочки вычислялся по формуле: 

,/22 AxABr   
где  осевая координата х изменялась в пределах 
0 х 0.9 м. Расчеты выполнялись в двух ва-
риантах: в первом реализовывалась традици-
онная скалярная (30) аппроксимация полей пе-
ремещений; во втором - предложенная вектор-
ная аппроксимация (27), (28).  Результаты рас-
чета представлены в таблице, где в левой ко-
лонке приведены смещения конструкции как 
твердого тела при изменении жесткости пру-
жинных опор. 
        Во второй и третьей колонках даются 
кольцевые напряжения в сечении х = 0  при использовании скалярной аппрок-
симации перемещений (вариант I) и векторной аппроксимации (вариант II). 
                                                                                                      Таблица 

 
Величина жесткого 

смещения  , м 

Кольцевые напряжения   k , МПа 
Вариант расчета 

I II 
0.00 126.2 125.6 
0.01 99.7 125.6 
0.03 42.1 125.6 
0.05 -6.02 125.6 
4.80 -2056.5 124.7 
5.20 -5452.16 123.26 

        Анализ табличного материала показывает, что значения кольцевых напря-
жении в сечении х = 0 в обоих вариантах расчета практически совпадают при 
установке стержневых опор в узлах конструкции сечения х=0 и незначительно 
отличаются от аналитического решения МПак 3,125 . Заменив шарнирное 
закрепление на левом конце рассматриваемой оболочки пружинной опорой, 
можно позволить оболочечной конструкции перемещаться вдоль оси х как же-
сткому целому на некоторую величину . Величина смещения конструкции  
будет зависеть от выбранной жесткости пружины. Как видно из таблицы на-
пряжения, полученные с использованием традиционной независимой аппрок-
симации (вариант I) уже при незначительном смещении оболочки как жесткого 
целого отличаются от первоначальных и с увеличением  становятся неприем-
лемыми. В то время как напряжения, вычисленные с использованием векторно-
го способа аппроксимации (вариант II), остаются постоянными независимо от  
и лишь при величине смещения 5,2 м, что почти в пять раз превышает размеры 
самой конструкции, получают некоторую погрешность. Анализ представленно-

Рис. 2. Эллипсоид вращения, за-
груженный внутренней равно-

мерно распределенной нагрузкой 
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го табличного материала позволяет сделать вывод о том, что предложенный 
способ инвариант  аппроксимации в векторной формулировке полей перемеще-
ний объемного кольцевого конечного элемента обладает существенными пре-
имуществами в сравнении с существующей методикой аппроксимации. Исполь-
зование векторной аппроксимации полей перемещений конечного элемента, в 
отличие от существующей скалярной аппроксимации, позволяет решить про-
блему учета смещения конструкции как жесткого целого и эффективно иссле-
довать их напряженно-деформированное состояние.  
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ACCOUNT OF THE SHIFT AS RIGID BODY OF SHELL OF REVOLUTION  
AXIALLY SYMMETRIC LOADED ON THE BASE OF FEM 

A.P. Kiselev, R.Z. Kiseleva, A.P. Nikolaev 
        The displacements of nodal points and their first derivatives were selected as unknown 
nodal finite element parameters. An example of calculation shows that the presented invariant 
approximation of displacement fields in the vector formulation allows solving the well-known 
finite element problem as a rigid body displacement in general. 
        KEY WORDS: FEM, invariant approximation of displacement fields, vector formulation, 
axisymmetrically loaded shell, circular volume finite element, rigid body displacement. 


