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       В статье мотивируется необходимость применения предложений Ю.Н. Работно-
ва об использовании квазилинейных уравнений силового сопротивления при расчете бе-
тонных и железобетонных конструкций и излагается способ их построения. 
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: уравнение силового сопротивления бетона, нелинейность 
деформирования бетона. 
 
      Исходные уравнения силового сопротивления бетона при неубывающем на-
гружении имеют запись [1,2]: 

ε(ݐ) = ௦мгн(௧)
ாмгн(௧)

+ (ݐ)полݏ ∙ ,ݐ)ܥ (ݐ − ∫ пол(߬)௧ݏ
௧బ

ௗ஼(ఛ,௧బ)
ௗఛ

݀߬,                 (1) 
где ߝ - полные относительные деформации,ܧмгн - модуль мгновенных деформа-
ций, C - мера ползучести, ܵмгн - функция напряжения для мгновенных деформа-
ций, ܵпол - функция напряжений для деформаций ползучести, ݐ଴,߬, -время на - ݐ
чала отсчета, текущее время, время окончания отсчета. Здесь в правой части (1) 
первое слагаемое определяет частные мгновенные относительные деформации, 
второе слагаемое – частные кратковременные (быстро натекающие) относи-
тельные деформации ползучести [3,4]; третье слагаемое – частные режимнона-
текающие во времени относительные деформации ползучести. 
     Функции напряжений можно представить по П.И. Васильеву [5]: 

S(ߪ)=ߪ ቂ1 + ܸ ቀఙ
ோ

ቁ
௠

ቃ ,                                                         (2) 
где ߪ - напряжения, R - расчетный предел прочности, V и m - параметры нели-
нейности деформирования. 
      При этом отметим, что параметры нелинейности деформирования для част-
ных мгновенных деформаций ܵмгн и частных деформаций ползучести ݏпол отли-
чаются друг от друга [6,7], см. табл. 1 

Таблица 1 
Характеристики прочности и деформирования [7], СНиП 

Параметры силового сопротивле-
ния деформированию и разруше-
нию 

Класс бетона по прочности на сжатие (МПа) 
B.125 B.15 B20 B30 B40 B50 B60 

Прочность ܴ௕ 7,5 8,5 11,50 17,0 22,0 27,5 33,0 
ܴ௕௧  0,66 0,75 0,90 1,20 1,40 1,55 1,65 

Деформируе-
мость 

ܧ ∙ 10мгн
ିଷ МПа 21,0 23,0 27,0 32,5 36,0 32,0 40,0 

С ∙ 10଺МПа − 1 149 128 102 74 59 50 - 
Осадка конуса 1-2см, жесткость 15-10 

Мгновенные  
деформации 

мܸгн 3,1 2,6 2,0 1,3 1,0 0,8 0,7 
݉мгн 5,0 5,0 4,7 4,3 3,8 3,4 3,0 

Деформации  
ползучести 

пܸол 3,72 3,11 2,35 1,60 1,22 1,22 1,22 
݉пол 4.0 

Значение мܸгн, пܸол, ݉мгн, ݉пол при осевом сжатии и ௧ܸ.мгн, ௧ܸпол, ݉௧мгн, ݉௧полпри 
осевом растяжении могут быть рассчитаны по формулам [7]: 
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при осевом сжатии: 
мܸгн = ଷ଻,ହ

ோ
;  пܸол = ସହ,଴

ோ
∙ ݉мгн = 5,0 − 0,05ܴ; ݉пол = 5,0 − 0,07ܴ;           (3) 

при осевом растяжении: 
௧ܸ,мгн = 0,3 + 0,37ܴ; пܸол = 1,5; ݉௧,мгн = 0,8 + ௧,пол݉ ;ݐ0,23ܴ = 1.      (4) 

      Подчеркнем, что количественные отличия параметров нелинейности дефор-
мированию разных частных деформаций (мгновенных и ползучести) (3) и (4) 
при расчете конструкций не позволяют, кроме случая однородного напряжен-
ного состояния, применять уравнение (1); в связи с этим необходима замена 
нелинейного уравнения (1) квазилинейным уравнением [6,8]. Так как наиболь-
шее различие проявляется при мгновенно приложенных и зафиксированных во 
времени напряжений, то при построении квазилинейного уравнения использу-
ется условие: 

ߪ =  (5)                                                                      .ݐݏ݊݋ܿ
Одновременно отметим, что все известные функции меры ползучести  [1,10] 
предполагают 

଴ݐ)ܥ , (଴ݐ = ,ݐ)ܥ  (6)                                                              .(ݐ
Используя (5) и (6) из уравнения (1) получим 

(ݐ)ߝ = ௦мгн
ாмгн(௧)

+ полݏ ∙ ,ݐ)ܥ  ଴) .                                         (7)ݐ
        Тогда, искомое квазилинейное уравнение записывается в виде: 

(ݐ)ߝ = ,ݐ)ܨ(6)ݏ̅  ଴) ,                                           (8)ݐ
где ̅ݏ - единая функция напряжений,ݐ)ܨ, -଴) - начальная мера силового сопроݐ
тивления. К этому заметим, что в современных регламентных документах и в 
опубликованных исследованиях используются полученные эмпирическим пу-
тем уравнения силового сопротивления типа (8)[12]. Далее, с помощью (2) и (7) 
раскрываем квазилинейную запись (8): 

(ݐ)ߝ = ](ߪ)ݏ̅ ଵ
ாмгн(௧) + ,ݐ)ܥ  ଴)] ,                                        (9)ݐ

где                                         ̅(ߪ)ݏ = [1� + തܸ �(ఙ
ோ

)௠ഥ ቃ  (10)                                         .(ݐ)ߪ
      Численные значения параметров нелинейности (10) തܸи ഥ݉находятся из усло-
вия равенства ߝпо (1) и по (9) в трех точках 

(ݐ)ଵߝ =  (11)                                                        ,(ݐ)ଽߝ
т. е.  
ఙ[ଵା௏мгн(഑

ആ)೘мгн

ாмгн(௧)
+ ߪ ቂ1 + пܸол ቀఙ

ோ
ቁ

пол
ቃ ,ݐ)ܥ (଴ݐ = ߪ ൤1 + തܸ ቀఙ

ோ
ቁ

௠ഥ
൨ ቂ ଵ

ாмгн(௧) + ,ݐ)ܥ  ଴)ቃ.(12)ݐ

В решаемой задаче такими фиксируемыми точками являются 
଴ߪ = ଵߪ ;0 =  (13)                                             ,ܴߛ

отсюда, исключая нулевую точку (0= ߪ) и сокращая ߪ, получим разрешающее 
уравнение: 

    ቂ1 + തܸмгн ቀఙ
ோ

ቁ
௠мгн

ቃ ଵ
ாмгн(௧) + ቂ1 + пܸол ቀఙ

ோ
ቁ

௠пол
ቃ ,ݐ)ܥ (଴ݐ = ൤1 + തܸ ቀఙ

ோ
ቁ

௠ഥ
൨ ቂ ଵ

ாмгн
+

,ݐ)ܥ+  ଴)ቃ.                                                                                                                                         (14)ݐ
Здесь заметим, что 

ቂ ଵ
ாмгн

+ ,ݐ)ܥ ଴)ቃݐ = ,ݐ)врлܧ  ଴)                                       (15)ݐ
-  временный линейный модуль деформации бетона [2,7], который является ба-
зовой характеристикой сопротивления деформирования в современных  СНиП.  
Tаким образом, вычисление значений параметров нелинейности ܸ ഥ и ത݉തത квазили- 
нейного уравнения (9) при (10) дается решением системы уравнений, состав-
ленных из (14) при ߪ = ܴ и ߪ = обычно 0,6) ܴߛ < ߛ < 0,8): 
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ߪ = ܴ (при этом из рассмотрения выводится параметр ഥ݉) 
(1 + мܸгн) ଵ

ாмгн(௧) + (1 + пܸол)ݐ)ܥ, (଴ݐ = (1 + തܸ)[ ଵ
ாмгн(೟)

+ ,ݐ)ܥ  ଴)]  ;            (16)ݐ

ߪ =  :ܴߛ
(1 + мܸгнߛ௠мгн) ଵ

ாмгн(௧) + (1 + пܸолߛ௠пол)ݐ)ܥ, (଴ݐ = (1 + തܸߛ௠ഥ ) ൤ ଵ
ாмгн(೟)

+ ,ݐ)ܥ  ଴)൨.(17)ݐ

       Тогда из (16) получается: 

തܸ =
(ଵା௏мгн) భ

ಶмгн(೟)ା(ଵା௏пол)஼(௧,௧బ)
భ

ಶмгн(೟)ା஼(௧,௧బ)
− 1,                           (18) 

из (17) с учетом установленного значения തܸ(18) 

ഥ݉ = ଵ
୪୬ ఊ

ln 〈ଵ
௏

[
(ଵା௏мгнఊ೘пол) భ

ಶмгн(೟)ା(ଵା௏полఊ೘пол)(௧,௧బ)
భ

ಶмгн(೟)ା஼(௧,௧బ)
− 1]〉 .                    (19) 

      В результате, квазилинейные уравнения силового сопротивления бетона (9) 
с учетом (15) имеют вид: 

(ݐ)ߝ =
ఙ(௧)〈ଵା௏ഥ[഑(೟)

ೃ(೟)]೘തതത〉

ாврл
  ,                                              (20) 

где R – функция t,  ܧврл, ܸ,ഥ ഥ݉  – функция t и ݐ଴. 
      В большинстве расчетных случаях принимается ݐ଴ = 28, ݐ = ∞. Как показа-
но в [5], обеспеченная точность (20) в сравнении с (1) составляет не менее 97%. 
      Далее, в интересах упрощения решения ряда задач, используя предложен-
ную Граффом запись нелинейности [8], можно альтернативно (20) принять 
уравнение силового сопротивления бетона в виде [13]: 

(ݐ)ߝ = ,ݐ)ܽ  ଴)ఙ .                                              (21)ݐ
      Численные значения параметров деформирования а и в, которые находятся 
аналогично (11)-(20) из условия 

ఙ[ଵା௏ഥቀ഑
ೃቁ

೘തതത
]

ாврл
=  . ௕ߪܽ

      При этом также удобно фиксировать две точки ߪ = ܴ  и  ߪ = -т.е. с по ,ܴߛ
мощью решения относительного а и b системы 

(1 + തܸ) ோ
ாврл

= ܴܽ௕  ,     (1 + തܸߛ௠ഥ ) ఊோ
ாврл

=  ,௕(ܴߛ)ܽ

откуда   
ܾ = 1 + ଵ

୪୬ ఊ
ln ଵା௏ഥఊ೘തതത

ଵା௏
   ,      ܽ = (ଵା௏ഥ)ோభష್

ாврл
  . 

      
Рис. 1. Диаграмма ߪ −  (знак → нагружения; знак ← разгружения) ߝ
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      Полученные результаты (или только аналогичные им) позволяют построить 
диаграмму напряжения – полные относительные деформации  (ߪ − -для лю (ߝ
бых моментов времени t, ݐ଴ (рис. 1), а также найти замкнутые решения для ряда 
нелинейных задач теории железобетона. Из (21) следует: 

ߪ = ቀଵ
௔

ቁ
ଵ/௕

ଵ/௕ߝ  или ߪ = ൤ாврлோ್షభ

(ଵା௏ഥ
൨

ଵ/௕
 .  ଵ/௕ߝ

      На рис. 1 линия 01 - ветвь нагружения; линия Т2 – ветвь разгружения; фигу-
ра 0Т20- петля гистерезиса при ߪ௠௔௫ = -об- обратимая часть полных дефорߝ ,ܴ
маций, ߝноб- необратимая часть полных деформаций ТК - ниспадающая ветвь. 
      Заметим, что согласно признакам Энгессера - Ясинского  [14] ветвь разгруз-
ки определяется прямой линией ТВ, параллельной касательной к ветви нагру-
жения 0Т при ߪ = 0; фигура 0Т20– петля гистерезиса. 
      Примером использования полученных результатов может служить количе-
ственная оценка потери части работы, совершаемой при силовом деформирова-
нии бетонного образца (применительно к единице объема образца). Эта потеря 
∆ܹ равна площади петли гистерезиса: ∆ܹ = ሬܹሬሬ⃗ − ܹ⃖ሬሬሬ , где ሬܹሬሬ⃗ - работа, затрачи-
ваемая на силовое деформирование при нагружении 

ሬܹሬሬ⃗ = ∫ ߝ݀ߪ⃗ = (
ாврл

ଵା௏ഥ
)ଵ/௕ఌ

଴ ܴଵ/௕ ∫ ߝଵ/௕݀ߝ = (
ாврл

ଵା௏ഥ
)ଵ/௕ ோభషభ/್

ଵାଵ/௕
ଵାଵ/௕ఌߝ

଴  , 

ܹ⃖ሬሬሬ- работа, произведенная при восстановлениии размеров образца после раз-
грузки (потенциал отпорности) с применением посылки Энгессера-Ясинского 

ܹ⃖ሬሬሬ = න ߝ݀ߪ⃖
ఌ

଴
=

1
2

(
врлܧ

1 + തܸ)ߝଶ 

и, соответственно, коэффициенты потери энергии при силовом деформирова-
нии бетонного образца 

߮ = ∆ௐ
ௐሬሬሬ⃗

= 1 − ௐ⃖ሬሬሬ
ௐሬሬሬ⃗

 или ߮с = ∆ௐ
ௐ⃖ሬሬሬ = ௐሬሬሬ⃗

ௐ⃖ሬሬሬ − 1 , 
(заметим, что по данным Е.С. Сорокина [15] величина ߮с, установленная по 
данным экспериментов, равна 0,5-0,75). 
      В целом, изложен метод построения квазилинейного уравнения силового 
сопротивления бетона, а также соответствующей диаграммы ߪ − -и проиллю ߝ
стрировано его прикладное использование. 
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QUASI-LINEAR EQUATIONS OF FORCE RESISTANCE  

AND DIAGRAM “σ – ε” OF CONCRETE 
V.M. Bondarenko and V.I. Rimshin 

NIISF RAASN, Moscow   
        In the paper, the necessity of application of the proposals of RabotnovaYuN on using of 
quasi-linear equations of force resistance in the process of analysis of concrete and reinforced 
concrete structures is motivated. 
        KEY WORDS: equation of the force resistance of concrete, non-linearity of deformation 
of concrete, diagram “σ – ε” of concrete. 
 
 

 


