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Динамика конструкций и сооружений 
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Надрез является моделью повреждения балки, в частности, поперечной раскры-

той трещины. Показано, что по первой собственной частоте изгибных колебаний бал-

ки можно сделать вывод о наличии дефектов. По трем собственным частотам изгиб-

ных колебаний балки определяются координата надреза, его глубина и длина. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: собственные частоты, изгибные колебания балки, надрез.  
 

Наиболее распространенным элементом строительных конструкций явля-

ется балка на шарнирных опорах. Поэтому здесь приводится методика опреде-

ления параметров повреждения балки по собственным частотам свободных из-

гибных колебаний. В случае стержней конечной длины для определения нали-

чия его дефектов может быть использовано изменение спектра собственных 

частот изгибных колебаний [1, 2] или изменение частоты собственных про-

дольных колебаний [3]. В [4] дается решение задачи определения переменной 

площади поперечного сечения от продольной координаты по известной зависи-

мости перемещения свободного конца стержня от частоты возмущающей силы. 

Решению обратных задач о продольных установившихся волнах в стержнях ко-

нечной длины посвящена работа [5]. 

Предлагается математическая модель для описания и определения дефекта 

балки постоянного поперечного сечения. Поэтому рассматриваются изгибные 

колебания балки на шарнирных опорах  (рис. 1.) Предполагается, что в балке 

имеется короткий участок (по сравнению с общей ее длиной) с меньшей площа-

дью поперечного сечения. Этот надрез моделирует ее  повреждение, в частно-

сти, повреждение, типа раскрытой трещины. Задача состоит в определении ко-

ординаты надреза и его размеров  в приближении гипотезы плоских сечений. 

Обозначим через ,L J  длину и момент инерции поперечного сечения бал-

ки, ,E модуль упругости, плотность, через , cl x длину надреза и его коорди-

нату, w прогиб балки.  

Уравнение, определяющее форму изгибных колебаний балки, имеет вид  
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где lm  – масса единицы длины балки, ω – частота.  Отсчитывая координату x  

от точки крепления, запишем граничные условия для шарнирного закрепления 

балки 
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Обозначая функции при cx  и cx l  индексами «–» и «+», записывают-

ся условия стыкования решений при cx x  и cx x l  

sin , ,w w l lk  
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где M, Q – изгибающий момент и перерезывающая сила, которые определяются 

по формулам 
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k  – средняя кривизна в пределах надреза, равная /k l , ,f J пло-

щадь и момент инерции поперечного сечения балки в зоне надреза. 

 
Рис. 1 

В пределах надреза учтена усредненная инерционная сила.  Изгибающий 

момент M EJk   равен тому же моменту M  (или M ). Из равенства M M  

следует 
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Условия (3) с учетом (4) и (5) записываются в виде 
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Пользуясь в дальнейшем обозначениями 
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представим (2), (6) в виде  
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Здесь индексы «1» и «2» относятся к решениям уравнения (1) при 

0 ,c  1,c  соответственно. 

Для балки прямоугольного сечения условия (7) принимают вид 
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где h – высота поперечного сечения балки. 

Таким образом, в приведенной простейшей модели надреза фигурируют 

его координата c  и параметры надреза γ и ε.  

Прогиб балки на двух участках представляется в виде [6] 
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– линейно независимые решения уравнения (1) [6], удовлетворяющие условиям 
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Функции 1 2 3 4, , ,y y y y  связаны между собой соотношениями 
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 Граничные условия и условия (7) в развернутом виде записываются 
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Уравнения (9) с учетом вышеприведенных соотношений принимают вид 

5 1 6 2 7 3 8 4

5 3 6 4 7 1 8 2

1 1 1 1 0,

1 1 1 1 0,

C y C y C y C y

C y C y C y C y
 

5 1 6 2 7 3 8 4

2 2 4 4 2 1 4 3λ ,

c c c c

c c c c

C y C y C y C y

C y C y C y C y
 

5 4 6 1 7 2 8 3

2 1 4 3 2 4 4 2

λ
,

c c c c

c c c c

C y C y C y C y

C y C y C y C y
 

5 3 6 4 7 1 8 2

2 4 4 2 ,

c c c c

c c

C y C y C y C y

C y C y
           (10) 

5 2 6 3 7 4 8 1

1/3 2 2

2 3 4 1 2 2 4 43 2

5 1 6 2 7 3 8 4

γ

2

.

c c c c

c c c c

c c c c

C y C y C y C y

L
C y C y C y C y

H

C y C y C y C y

 

Разложим функции 1 2 3 4ξ ε , ξ ε , ξ ε , ξ εc c c cy y y y  в окрестности 

точки ε 0  в ряды по степеням ε  
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Система уравнений (10) с учетом соотношений (11) записывается 
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Рис. 2. Зависимость частоты изгибных колебаний балки от высоты поперечного се-

чения балки в зоне надреза для cx = 1000 мм – пунктирная линия,  

cx = 500 мм – сплошная линия. 

Для того, чтобы 2 4 8,C C C  не были равны нулю одновременно, необходи-

мо, чтобы следующий определитель основной матрицы был равен нулю. Это 

условие дает частотное уравнение, которое здесь не приводится. Из полученно-

го частотного уравнения по трем собственным частотам можно определить ко-

ординату надреза c , его параметры γ и ε. Расчеты проведены для следующих 

параметров балки:  E = 2 10
11

 Па,  ρ = 7800 кг/м
3
, L = 2000 мм, B = 50 мм, H = 

100 мм, 
cx = 1000 мм, l = 10 мм (рис. 1). При этом вычисленные значения пер-

вой, второй и третьей собственных частот балки без надреза f1 = 57.403 Гц, f2 = 

229.613 Гц, f3 = 516.63 Гц. На рис. 2 даются зависимости первой собственной 

частоты изгибных колебаний от высоты поперечного сечения балки в зоне над-

реза для l  = 10 мм,  определенные расчетами по формулам (12). Видно, что 

уменьшение высоты поперечного сечения балки в зоне надреза приводит к 

уменьшению первой собственной частоты изгибных колебаний. А на рис. 3 да-

ются зависимости первой собственной частоты изгибных колебаний от высоты 
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поперечного сечения балки в зоне надреза для cx  = 1000 мм и различных значе-

ний длины надреза l. При одной и той же глубине надреза первая частота мень-

ше для надреза с большей длиной. На рис. 4 даются зависимости первой собст-

венной частоты изгибных колебаний от координаты надреза. Видно, что увели-

чение координаты надреза до середины балки приводит к уменьшению первой 

собственной частоты изгибных колебаний. 
 

 
Рис. 3. Зависимость частоты изгибных колебаний от высоты поперечного сечения 

балки в зоне надреза для l = 0.1 мм – штрих - пунктирная линия, l  = 1 мм – пунктирная 

линия, l  = 10 мм – сплошная линия. 

 
Рис. 4. Зависимость частоты изгибных колебаний балки от координаты надреза для 

h = 50 мм – пунктирная линия, h = 40 мм – сплошная линия 

Таким образом, по первой частоте изгибных колебаний балки можно сде-

лать вывод о наличии дефектов. 
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Также по трем частотам изгибных колебаний можно определить координа-

ту, длину и глубину эквивалентной  трещины (надреза), например, для  f1 = 57.2 

Гц, f2 = 228.6 Гц, f3 = 515.0 Гц, решая систему трех нелинейных частотных урав-

нений для балки с вышеприведенными данными: E = 2 10
11

 Па, ρ = 7800 кг/м
3
, L 

= 2000 мм, B = 50 мм, H = 100 мм, получаем, что координата надреза cx = 927.5 

мм, длина надреза l = 0.26 мм, высота поперечного сечения балки h = 32.3 мм. 

Работа выполнена в рамках гранта РФФИ 08-01-97008-р_поволжье_а. 
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DAMAGE DIAGNOSIS OF A HINGE SUPPORT BEAM 

M.A. Ilgamov, A.G. Khakimov 

The incision is a model for beam damage, specifically, for an open cross 

crack. It is shown that one can draw a conclusion about the presence of damage flaws 

judging by the first natural frequency of beam flexural vibrations. The incision coor-

dinate, its depth and length are defined by three natural frequencies of beam flexural 

vibrations.  

       KEY WORDS: natural frequencies, beam flexural vibrations, beam dam-

age.   
 

 


