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Изложен алгоритм расчета произвольных сочлененных оболочек с различными 

физико-механическими характеристиками на основе МКЭ с использованием скалярной 
и векторной интерполяции полей перемещений. В качестве элемента дискретизации 
используется четырехугольный криволинейный конечный элемент с восемнадцатью 
степенями свободы в узле. Выполнен анализ НДС тонкостенной оболочки из разнород-
ных материалов в форме цилиндра с эллиптическим днищем. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сочлененные оболочки, скалярная интерполяция, 
векторная интерполяция, четырехугольный конечный элемент, цилиндр с эл-
липтическим днищем. 

 
Тонкостенные конструкции из сочлененных оболочек находят широкое 

применение в различных отраслях народного хозяйства. В частности, цилиндры 
с эллиптическими днищами используются в качестве сосудов, ёмкостей, ваку-
умных аппаратов, воздухосборников, котлов и фрагментов магистральных тру-
бопроводов. Геометрия современных тонкостенных конструкций отличается 
широким многообразием форм [1]. Однако расчет такого рода конструкций 
возможен лишь при использовании численных методов анализа [2, 3], в частно-
сти метода конечных элементов (МКЭ) [4, 5, 6, 7]. Поэтому возникает необхо-
димость совершенствования методов определения напряженно- деформирован-
ного состояния (НДС) не только оболочек вращения, но и произвольных оболо-
чек, а также их сочленений. В связи с этим в статье для сочлененных произ-
вольных оболочек из различных материалов предложены кинематические и ста-
тические условия сопряжения оболочек, необходимые для исследования напря-
женно-деформированного состояния такого рода конструкций с помощью вы-
сокоточных конечных элементов четырехугольной формы [8], матрицы жестко-
сти (7272) которых формировались на основе скалярного и векторного способа 
аппроксимации полей перемещений [9]. 

Рассмотрим реализацию алгоритма на примере оболочки в форме эллипти-
ческого цилиндра, сочлененного с половиной трехосного эллипсоида. 

Срединные поверхности цилиндра и эллипсоида (рис. 1) в исходном со-
стоянии определяются соответственно радиус-векторами 

;cos)(sin)(0 krjrixR


                                                                        (1) 

'.cos),'('sin),'('''0 kxrjxrixR


                                                              (2) 
где kji


,,  - орты декартовой системы координат основной оболочки (цилин-

дра); ',',' kji


 - орты декартовой системы координат примыкающей оболочки 
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На кривой пересечения срединных поверхностей рассматриваемых произ-
вольных оболочек справедливы следующие геометрические соотношения 
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где D  - длина цилиндра. 
Так как рассматривается задача пересечения половины эллипсоида с эл-

липтическим цилиндром, то 0'x  на кривой пересечения. В силу этого спра-
ведливы равенства 
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Касательные векторы локального базиса определяются выражениями 
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Отсюда векторное произведение 
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Ковариантные компоненты метрического тензора определяются скалярны-

ми произведениями базисных векторов 
;111 a  ;012 a  ).()( 22

,22  rra                               (10) 
На основе этого орт нормали к срединной поверхности основной оболочки 
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где  
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- детерминант метрического тензора, отнесенного к срединной поверхности ос-
новной оболочки. 

В точках, расположенных на кривой пересечения срединных поверхностей 
основной и примыкающей оболочек, введем следующие столбцы узловых неиз-
вестных    ;12,
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где 
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 vvvvvvvvv  
- компоненты вектора перемещения и их первые и вторые производные в базис-
ных векторах 0

a  и '0
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- компоненты вектора перемещения и их первые и вторые производные, отне-
сенные к базисным векторам 0

e  и '0
e . 

При формировании матрицы жесткости конечного элемента в узлах, распо-
ложенных на кривой пересечения, в качестве неизвестных принимаются компо-
ненты и многочлены столбца (13). После составления матрицы жесткости дис-
кретного элемента основной оболочки, узлы j , k  которого расположены на 
кривой пересечения выполняется, преобразование указанной матрицы жестко-
сти и столбца усилий рассматриваемого элемента, обусловленное переходом от 
столбца узловых неизвестных (12) к столбцу (13). При формировании матрицы 
жесткости конечного элемента примыкающей оболочки, узлы которого 'i , 'l  
расположены на кривой пересечения необходимо выполнить преобразования, 
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обусловленные переходом от столбца узловых неизвестных (14) к столбцу (15), 
а затем к столбцу (13). 

Связь между столбцами (12) и (13) в узловой точке кривой пересечения 
произвольных оболочек может быть представлена в матричном виде 

    .1

yy UPU  ,                                               (16) 

для основной оболочки и в матричном виде  
    ''' 1


yy UPU                                               (17) 

для примыкающей оболочки. 
В узловой точке на кривой пересечения получены 14 соотношений для вы-

ражения 14 компонент столбца узловых неизвестных примыкающей оболочки 
через компоненты столбца основной оболочки. Столбец неизвестных узла кри-
вой пересечения может быть представлен в виде  
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где многочлены ',',' 2
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1
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1
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12t  остаются свободными и будут варьировать-
ся как неизвестные примыкающей оболочки. 

Можно составить матричное соотношение между столбцами (15) и (18) 
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Многочлены 
t , 

t , '
t , '

t  могут быть выражены через компоненты 
соответствующих векторов перемещений основной и примыкающей оболочки и 
их первые и вторые производные. Тогда связь между столбцами (13) и (15) мо-
жет быть представлена в матричном виде 
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Для получения зависимости (20) используются следующие условия сочле-
нения. 

1. Инвариантность векторов перемещения точек срединных поверхностей 
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3. Равенство углов поворотов нормалей к срединным поверхностям основ-
ной и примыкающей оболочек в точках кривой пересечения позволяет получить 
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5. Равенство касательных усилий в узловых точках кривой пересечения  
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6. Равенство моментов 'xxxx MM   дает возможность выразить вторую 
производную ',xxv  функцией узловых неизвестных основной оболочки 

  .', yxx zfv                                                 (26) 
Матрица жесткости и столбцы узловых усилий конечных элементов примы-

кающей оболочки, расположенные на границе пересечения произвольных обо-
лочек должны быть преобразованы в результате матричных произведений 

            .; 222 y
Tгранич

y
Tгранич fPfPKPK                           (27) 

Пример расчета. 
В качестве примера решим задачу об определении НДС цилиндра с эллип-

тическим днищем, загруженного внутренним давлением интенсивности q . 
Оболочка представляет собой цилиндр длиной мD 0,4  и радиусом 

мR 9,0 (рис. 1), сочлененный с эллипсоидом вращения с параметрами 
мcbмa 9,0,3,1  ; толщина оболочки мt 008,0 ; коэффициент Пуассо-

на  =0,3; .1 МПаq   
Расчеты выполнялись в двух вариантах: в первом варианте при формиро-

вании матрицы жесткости четырехугольного элемента дискретизации исполь-
зовалась общепринятая интерполяция компонент вектора перемещения как ска-
лярных величин; во втором варианте применялась векторная интерполяция по-
лей перемещений четырехугольного конечного элемента. В обоих вариантах 
были реализованы разработанные условия сочленения оболочек.  

Результаты повариантных расчетов представлены в таблице 1, в которой 
приведены численные значения меридиональных и кольцевых напряжений в 
опорном, сочлененном и концевом сечениях оболочки в зависимости от отно-
шения модулей упругости сочленяемых оболочек, при этом модуль упругости 
цилиндра 1E  последовательно уменьшался, а модуль упругости эллипсоида 

МПаE 5
2 102   оставался неизменным. 

Таблица 1 
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Анализ табличного материала показывает, что результаты повариантного 

расчета практически совпадают при равенстве модулей упругости основной 
(цилиндра) и примыкающей (эллипсоида) оболочек. Однако с уменьшением 
значения модуля упругости цилиндра, величины контролируемых параметров 
НДС в концевом сечении оболочки существенно отличаются друг от друга в 
зависимости от варианта расчета. Этот факт более наглядно можно проследить 
на диаграммах, представленных на рис. 2. 
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Рис. 2 

 
Поскольку цилиндрическая часть оболочки становится все более податли-

вой, то эллипсоидная часть оболочки получает дополнительную возможность 
смещаться как абсолютно твердое тело. Такое смещение не должно оказывать 
влияние на НДС конструкции, что наблюдается во втором варианте расчета, в 
котором реализована векторная интерполяция полей перемещений. В первом же 
варианте погрешность вычислений в концевом сечении стремительно нарастает. 
Меридиональные напряжения, которые по физическим соображениям должны 
быть равны нулю, так как концевое сечение незагружено, достигают неприем-
лемо больших значений. Кольцевые напряжения изменяют свой знак, что также 
является недопустимым. Таким образом, можно сделать вывод, что при расчете 
сочлененных оболочек с различными физико-механическими характеристиками 
материала необходимо использовать векторную интерполяцию перемещений в 
сочетании с разработанными корректными условиями сочленения. 
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MATHEMATICAL MODEL OF DISCRETISATION OF 

CYLINDER WITH ELLIPTIC BOTTOM 
FROM HETEROGENEOUS MATERIALS 

 

KLOCHKOV Yu.V., KISELEVA T.A., VAKHNINA O.V. 
 

The algorithm for calculating arbitrary articulated shells with different physical - me-
chanical characteristics based on the finite element method with using of the interpolation 
of scalar and vector displacement fields is presented. As part of the sampling, rectangular 
curvilinear finite elements of eighteen degrees of freedom in the node were used. The 
analysis of VAT thin shell of dissimilar materials in the form of a cylinder with elliptical 
bottom was fulfilled. 

KEY WORDS: articulated shell, scalar interpolation, spatial interpolation, quadran-
gular finite element, a cylinder with elliptical bottom. 


