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В статье рассмотрены вопросы расчета зубьев цилиндрических передач на кон-
тактную прочность. Проведён сравнительный анализ контактных давлений на разных 
участках линии зацепления. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: контактные давления, кромочный контакт, полюс зацепле-
ния. 

Зубчатые передачи между параллельными валами осуществляются цилин-
дрическими колесами с прямыми, косыми или шевронными зубьями. Прямозу-
бые колеса применяют преимущественно в планетарных передачах, в открытых 
передачах, а также при необходимости осевого перемещения колес в коробках 
передач. Наиболее распространенный вид разрушения зубьев цилиндрических 
передач – это выкрашивание их рабочих поверхностей, которое иногда называ-
ют питтингом. Этот вид разрушения обычен для закрытых передач, при работе 
которых в зоне контакта возникает высокое давление. Наибольшую опасность 
представляет прогрессирующее выкрашивание, которое является следствием 
усталости рабочей поверхности зубьев. В зоне контакта в каждой точке рабочей 
части зуба давление изменяется по прерывистому отнулевому циклу, поэтому в 
поверхностных слоях возможны усталостные повреждения. Высокие контакт-
ные напряжения– одна из наиболее важных причин разрушения рабочих по-
верхностей зубьев [1, 4]. 

В расчётах на сопротивление усталости контактные напряжения принято 
определять на линии контакта зубьев, совпадающей с полюсом зацепления [1]. 
Контакт двух зубьев рассматривается как контакт двух цилиндров с радиусами 
равными радиусам кривизны ܴଵ, ܴଶ профилей зубьев в полюсе зацепления. Ре-
шение симметричной задачи с начальным контактом вдоль прямой линии сов-
падает с решением Герца, которое можно представить в виде [2]: 

(ݔ)݌ = ଴ܽିଵ√ܽଶ݌ − ܽ       , ଶݔ = ඥܲ(θଵ + θଶ)ିܣଵ ,       ݌଴ = (0)݌ = 2ܲ(πܽ)ିଵ , 
θଵ,ଶ = 2൫1 − νଵ,ଶ

ଶ ൯൫πܧଵ,ଶ൯ିଵ
ܣ         , = ାܣ = ିܣ = 0.5ൣ ଵ݂

"(0) + ଶ݂
"(0)൧ , 

где ݌଴ – наибольшее контактное давление, МПа; ܽ – полуширина полосы кон-
такта, м; ܲ – сжимающая сила, отнесённая к единице длины, Н/м;θଵ,ଶ,νଵ,ଶ – уп-
ругая постояннаяи коэффициент поперечной деформации первого и второго 
цилиндров; ܧଵ,ଶ – модуль продольной упругости первого и второго цилиндров, 
МПа; ܣା, ିܣ  – полусумма кривизны первого и второго цилиндров справа и 
слева от точки начального контакта, мିଵ ; ଵ݂

"(0), ଶ݂
"(0)  – кривизна первого и 

второго цилиндров, мିଵ. 
Рабочие поверхности зубьев выкрашиваются, в первую очередь, на ножках 

вблизи полюсной линии. Там возникает контакт цилиндров в начале и конце 
зацепления: на ножках зубьев шестерни при входе в зацепление и на ножках 
зубьев колеса при выходе из зацепления. В этих точках один из цилиндров, 
имитирующий боковую поверхность зубьев, выполнен со срезом у начала коор-
динат (рис. 1). 
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Подобный контакт обычно имеет место при боль-
ших погрешностях изготовления (например, для колес 
8-й и более низкой степени точности), деформации или 
износе элементов передачи. Он возникает даже в точ-
ной передаче, так как довольно часто шаг зубьев шес-
терни с учётом их деформации бывает меньше шага 
зубьев колеса [3]. 

Вершина зуба представляет собой не угловую точ-
ку, а некоторый участок с малым радиусом закругления 
ݎ . Для этого контакта полусумма кривизны сопрягае-
мых поверхностей справа и слева от точки начального 
контакта определяется по формулам: 

ାܣ = 0.5[1 ܴଵ⁄ + 1 ܴଶ⁄ ݔ)[ > 0) , 
ିܣ = 0.5ൣ1 ⁄ݎ + 1 ܴଵ,ଶ⁄ ൧(ݔ < 0) . 

Распределение давления в зоне контакта несим-
метрично относительно точки начального контакта. 
Решение несимметричной задачи с начальным кон-
тактом вдоль прямой линии можно представить в ви-

де [2]: 
୫ୟ୶݌ = 0.333݇୫ୟ୶(sinφ଴)ିଵඥܲܣ)]ܧିܣା ିܣ − 1⁄ )tgφ଴]ିଵ; 

invφ଴ = π(ܣା ିܣ − 1⁄ )ିଵ ; 
݇ = sinφ[(ܣା ⁄ିܣ )φ଴ + π − φ଴]+(cosφ − cosφ଴)(ܣା ିܣ − 1⁄ ) × 

× ln ฬsin ஦ା஦బ
ଶ

ቀsin ஦ି஦బ
ଶ

ቁ
ିଵ

ฬ  ; cosφ = ݔ ܽ⁄ + cosφ଴ . 

Смещение середины полосы контакта δ = −ܽcosφ଴ .Вычисление ݇୫ୟ୶ по 
приведенной выше формуле достаточно трудоёмко. Расчёты показали, что для 
0 ≤ φ଴ ≤ 2π݇୫ୟ୶ можно представить в виде полинома: 

݇୫ୟ୶ = ାܣ)2.743− ⁄ିܣ )ଶ + ାܣ)5.402 ⁄ିܣ ) + 0.304.             (1) 
Погрешность определения݇୫ୟ୶ по формуле (1) не превышает 1%. 
Максимальное давление при контакте зубчатых колес в полюсе зацепления 

можно определить по формуле:݌଴ =  Тогда.ܧܣܲ√0.59
୫ୟ୶݌ ⁄଴݌ = 0.564 ݇୫ୟ୶(sinφ଴)ିଵඥ(ିܣ ⁄ܣ ାܣ)]( ⁄ିܣ − 1)tgφ଴]ିଵ .    (2) 

Чтобы представить выражение (2) в более удобном виде, найдем отноше-
ния ܣ ⁄ାܣ  и ܣା ⁄ିܣ .В начале зацепления зубьев для передач без смещения про-
изводящего контура геометрические параметры зоны контакта можно предста-
вить в виде:ܣ = (1 +  ; ଵି(ଵsinαݖݑ݉)(ݑ

ܴଵ = ܴଵ,୫୧୬ = ଵsinα(1ݖ]0.5݉ + (ݑ − ଶܴ; [ݐ = ܴଶ,୫ୟ୶ =  ; ݐ0.5݉
ାܣ = ଵsinα(1ݖ + ଵsinα(1ݖ]�ݐ݉}(ݑ + (ݑ −  ; ଵି�{[ݐ

ିܣ = {1 + �(0.5 ݉ ⁄ݎ ଵsinα(1ݖ]( + (ݑ − ଵsinα(1ݖ]�݉}{[ݐ + (ݑ − ଵି�{[ݐ � ; 
ܣ ⁄ାܣ = ଵsinα(1ݖ]ݐ + (ݑ −  ; ଵି[ݑଶ(ଵsinαݖ)][ݐ

ାܣ ⁄ିܣ = ଵsinα(1ݖ + ଵ{1ିݐ(ݑ + �(0.5 ݉ ⁄ݎ ଵsinα(1ݖ]( + (ݑ −  ; ଵି�{[ݐ
ݐ = ඥ(ݖଵݑsinα)ଶ + 4(1 +  , (ଵݖݑ

где ݉ – модуль зацепления, мм; α – угол зацепления (α = -ଵ – число зубьݖ ;(20°
ев шестерни (ведущее звено); ݑ – передаточное отношение. 

Закругление головки зуба обработке не подвергается. Исключение может 
составлять шевингование, когда при кромочном контакте с инструментом (ше-
вером) вершина зуба притупляется. Максимальный радиус закругления головки 
зуба ݎ с учётом приработки и износа может быть найден по формуле: 

୫ୟ୶ݎ = ܵ௔cosα௔[2(1 − sinα௔)]ିଵ, 

Рис. 1. Схема контакта 
в начале зацепления 
зубьев цилиндриче-

ских колес 
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где α௔ – угол профиля эвольвенты у вершины зуба шестерни или колеса, град.; 
ܵ௔ – толщина вершины зуба шестерни или колеса, мм. 

Так как угол профиля α௔భ,మ = arccosൣݖଵ,ଶcosα ൫ݖଵ,ଶ + 2൯⁄ ൧ ≈ α , а толщина 
вершины зуба ܵ௔ ≥ 0.25݉ [1], то ݎ୫ୟ୶ ≥ ୫ୟ୶ݎ)݉ 0.179 ≈ 0.2݉). 

Отношения ܣ ⁄ାܣ  и ܣା ⁄ିܣ  зависят от числа зубьев шестерни ݖଵ , переда-
точного отношения  ݑ  и угла зацепления α . При ݖଵ = 20 … 30 ݑ , = 2 … 4  и 
α = 20° ܣ ⁄ାܣ = 0.254 … 0.611, а ܣା ⁄ିܣ = 0.086 … 0.226, что соответствует уг-
лу φ଴ == 116° … 131° . Тогда, используя формулы (1) и (2), получим, 
что ݌୫ୟ୶ ⁄଴݌ == 2.71 … 3.07 (в среднем 2.89). 

Наиболее сильно на ݌୫ୟ୶ ⁄଴݌ влияет передаточное отношение ݑ, с увеличе-
нием которого данная величина возрастает. Число зубьев шестерни ݖଵ на отно-
шение ݌୫ୟ୶ ⁄଴݌  практически не влияет. На рис. 2 показана эпюра давления в 
начале зацепления зубьев при φ଴ = 120° ଵݖ)  = ݑ ,21 = 2, ݉ = 3 мм), построен-
ная в безразмерных координатах. Контактное давление определялось по форму-
ле:݌ = ݌ По вертикальной оси отложено значение .ܧܲ√0.32݇ ⁄ܧܲ√ . Такое рас-
пределение давления опасно с точки зрения износостойкости и контактной 
прочности зубьев вследствие больших давлений на левой границе участка кон-
такта (ݔ < 0). При периодических нагрузках высокие напряжения на ножке зуба 
часто являются причиной возникновения трещин. 

В конце зацепления для передач без смещения производящего контура 
геометрические параметры зоны контакта можно представить в виде: 

ܴଵୀܴଵ,୫ୟ୶ = 0.5݈݉ ;ܴଶ = ܴଶ,୫୧୬ = ଵsinα(1ݖ]0.5݉ + (ݑ − ݈] ; 
ାܣ = ଵsinα(1ݖ + ଵsinα(1ݖ]�݈݉}(ݑ + (ݑ − ݈]}ିଵ � ; 

ିܣ = {1 + ଵsinα(1ݖ]�2.5 + (ݑ − ଵsinα(1ݖ]�݉}�{[݈ + (ݑ − ݈]}ିଵ � ; 
ܣ ାܣ = ݈⁄ ଵsinα(1ݖ] + (ݑ −  ; ଵି[ݑଶ(ଵsinαݖ)][݈

ାܣ ିܣ =⁄ ଵsinα(1ݖ + ଵ{1ି݈(ݑ + ଵsinα(1ݖ]�2.5 + (ݑ − ݈]}ିଵ � ; 
 ݈ = ඥ(ݖଵsinα)ଶ + 4(1 +  . (ଵݖ

          При ݖଵ = 20 … 3, ݑ = 2 … 4  и α = 20° , 
A/A+ = 1,110…1,391, а A+/A–= 0,037…0,076, 
что соответствует углу φ଴ = 133° … 142°. 
Тогда, используя формулы (1) и (2), 
чим݌୫ୟ୶ ⁄଴݌ = 2.24 … 2.51 (в среднем 2.38). 

Наибольшее влияние на ݌௠௔௫ ⁄଴݌  ока-
зывает передаточное отношениеݑ, с умень-
шением которого данная величина возраста-
ет. Число зубьев шестерниݖଵ  на отношение 
୫ୟ୶݌ ⁄଴݌  влияет слабее. 

В начале зацепления зубьев при кро-
мочном контакте на ножке зуба шестерни 
контактное давление повышается. Оно пре   
вышает максимальное давление в конце за-

цепления на ножке зуба колеса в среднем в 
1.21 раза, поэтому поверхностный слой рабо-
чей поверхности зубьев шестерни должен об-
ладать повышенной прочностью. Контактные 

давления в начале и конце зацепления могут превышать давление в полюсе при 
однопарном зацеплении соответственно в 2.89 и 2.38 раза, при двухпарном за-
цеплении и распределении нагрузки между парами зубьев близком к равномер-
ному – в 2.04 и 1.68 раза. Причем в полюсе всегда имеет место однопарное за-
цепление. При однопарном зацеплении вся внешняя нагрузка передается лишь 

Рис. 2. Эпюра контактных 
давлений в начале зацепле-

ния при φ଴ = 120° 
ଵݖ) = ݑ ,21 = 2, ݉ = 3 мм) 
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одной парой зубьев. Такое зацепление характерно для колёс 8-й и более низкой 
степени точности. Ошибки их изготовления не гарантируют двухпарного заце-
пления. При двухпарном зацеплении внешняя нагрузка передается двумя пара-
ми зубьев, одновременно находящимися в зацеплении. 

Даже при двухпарном зацеплении контактные давления в начале и конце 
зацепления значительно превышают давление в полюсе зацепления. Давления в 
конце зацепления также очень высокие и при определенных условиях могут 
доминировать. Принятый в расчётах радиус закругления головки зуба ݎ ≈
0.2݉ возможно больше действительного его значения. Однако при меньших 
радиусах ݎ, т. е. при большем соотношении ݉ ⁄ݎ , разница между максимальны-
ми давлениями при кромочном контакте и при контакте зубьев в полюсе зацеп-
ления возрастает еще больше. Так при уменьшении радиуса ݎ всего в два раза 
ݎ) ≈ ୫ୟ୶݌(0.1݉ ⁄଴݌ == 3.72 … 4.08 в начале зацепления и݌୫ୟ୶ ⁄଴݌ = 2.98 … 3.34 
в конце зацепления. 

В расчётах на контактную прочность зубьев цилиндрических колёс не учи-
тываются высокие кромочные давления в начале и конце зацепления, так как 
если их положить в основу расчёта, то условия прочности не будут соблюдены 
даже для нормально работающей передачи. Расчёт зубьев цилиндрических ко-
лёс на контактную прочность проводят по наибольшему давлению в полюсе 
зацепления, так как из этого расчёта определяются также и размеры передачи. 
Однако именно высокие кромочные давления играют главную роль в поверхно-
стном разрушении зубьев указанных передач. Так как устранить кромочный 
контакт не всегда возможно, то заданный расчёт не обеспечивает абсолютной 
прочностной надёжности зубчатых передач. Его можно даже назвать условным. 

Один из наиболее распространенных методов снижения кромочного дав-
ления в зубчатых передачах – это фланкирование, т. е. модификация профиля 
головки зуба. Оно применяется в основном лишь для быстроходных передач 
для исключения кромочного удара при входе зубьев в зацепление. Фланкирова-
ние – это выполнение фасок под углом0.64° … 2.54°  к профилю эвольвенты на 
головке зуба. Ширина фасок составляет примерно 0.45݉. В результате ножка 
зуба шестерни в начале и колеса в конце зацепления будут вступать в контакт с  
плоской поверхностью фланка на головке сопряжённого зуба. Распределение 
давления в зоне контакта становится симметричным. Для этого контакта полу-
сумма кривизны сопрягаемых поверхностей справа и слева от точки начального 
контакта одинакова: 

ାܣ = ିܣ = фܣ = 0.5൫1 ∞ + 1 ܴଵ,ଶ⁄⁄ ൯ = 0.5 ܴଵ,ଶ⁄  . 
В начале зацепления, когдаܴଵ = ܴଵ,୫୧୬ и ܣф = ଵsinα(1ݖ]�݉} + (ݑ −  ,ଵି�{[ݐ

୫ୟ୶݌ ⁄଴݌ = ටܣф ⁄ܣ = ඥݖଵݑsinα{(1 + ଵsinα(1ݖ]�(ݑ + (ݑ −  . ଵି�{[ݐ

Для ݖଵ = 20 … 30 ݑ , = 2 … 6  и α = 20°  отношение ݌୫ୟ୶ ⁄଴݌  
ет  1.17 … 2.11при однопарном зацеплении и ݌୫ୟ୶ ⁄଴݌ = 0.83 … 1.50  при двух-
парном зацеплении. Максимальное контактное давление увеличивается с 
уменьшением числа зубьев шестерни ݖଵ и увеличением передаточного отноше-
ния ݑ, так как уменьшается радиус кривизны эвольвенты шестерни ܴଵ  в зоне 
контакта. Минимальное значение ܴଵ достигается при ݖଵ = ݑ ,20 = 6 и составля-
ет 0.658݉. 
В конце зацепления, когда 

ܴଶ = ܴଶ,୫୧୬ и ܣф = ଵsinα(1ݖ]�݉} + (ݑ − ݈]}�ିଵ, 

୫ୟ୶݌ ⁄଴݌ = ටܣф ⁄ܣ = ඥݖଵݑsinα{(1 + ଵsinα(1ݖ]�(ݑ + (ݑ − ݈]}�ିଵ . 
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Для ݖଵ = 20 … 30 ݑ , = 2 … 6  и α = 20°  отношение ݌୫ୟ୶ ⁄଴݌ = 0.40 … 0.71 
при однопарном зацеплении. Максимальное контактное давление увеличивает-
ся с уменьшением числа зубьев шестерни ݖଵ и передаточного отношения ݑ, так 
как уменьшается радиус кривизны эвольвенты колеса ܴଶ в зоне контакта. Ми-
нимальное значение ܴଶ достигается при ݖଵ = ݑ ,20 = 2 и составляет 4.542݉. 

Контактные напряжения в конце зацепления уже не представляют опасно-
сти и расчёт на прочность зубьев колеса можно выполнять по максимальному 
давлению в полюсе зацепления. Контактные напряжения в начале зацепления 
на ножках зубьев шестерни по-прежнему остаются наибольшими. Их макси-
мальное значение превышает давление в полюсе зацепления в среднем в 1.64 
раза при однопарном зацеплении и в 1.16 раза при двухпарном. Поэтому расчёт 
на контактную прочность зубьев шестерни по наибольшему давлению в полюсе 
зацепления и в этом случае из-за очень высоких давлений в начале зацепления 
не обеспечивает абсолютной прочностной надёжности зубчатых передач и так-
же может быть назван условным. 

Для уточнения существующего метода расчета зубчатых передач необхо-
димо учитывать высокие контактные давления в начале и конце зацепления. 
При расчете прочности зубьев следует увеличивать допускаемые контактные 
напряжения за счет повышения предела контактной выносливости и базового 
числа циклов, т. е. за счет повышения твердости рабочей поверхности зубьев. 
При этом размеры и масса передачи, согласно существующим расчетным зави-
симостям, могут быть уменьшены. Допускаемые контактные напряжения мож-
но также увеличитьза счет снижения эквивалентной циклической долговечно-
сти, т. е. за счет сокращения срока службы передачи. 
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CALCULATIONCONTACT PRESSUREON THE WORKING 

SURFACE OF THE TEETH OF SPURGEARING 
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In the article,the questions for determination contact compression stress in spur gearing 
are considered. Thequantitative analysis of contact compression pressure on districts of the 
line of action wasmade. 
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