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Рассматривается ребристая оболочка общего вида, состоящая из обшивки, по-

ложение точек срединной поверхности которой определяется криволинейными орто-
гональными координатами α, β, и криволинейных рёбер, расположенных вдоль коорди-
натных линий.В данный момент в работе принят ставший уже классическим подход 
моделирования рёбер теорией стержней Кирхгофа-Клебша. Оболочка описывается 
теорией тонкостенных оболочек Кирхгофа-Лява. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: подкрепление, рёбра, ребристые оболочки, ребристые пла-
стинки, формообразование, численные методы, вариационно-разностный метод. 

 
Оболочки находят широкое применение при проектировании летательных 

аппаратов, кораблей, тепловозов, резервуаров, в гражданском и промышленном 
строительстве и в других инженерных сооружениях. 
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Одним из основных требований, предъявляемых кподобного рода конст-
рукциям, является обеспечение минимального веса при достаточной прочности 
и устойчивости. Наиболее полно удовлетворяются эти требования путем при-
менения либо слоистых оболочек, либо оболочек, подкрепленных ребрами же-
сткости. 

Из конструктивных соображений обычно подкрепляющие ребра распола-
гаются с наружной или с внутренней стороны оболочки, т. е. несимметрично по 
отношению к срединной поверхности обшивки (стенки). Учет особенностей, 
характерных для эксцентрично подкрепленных конструкций показал [1], что 
для умеренно подкрепленных цилиндрических оболочек критическая осевая 
нагрузка при наружном расположении продольных ребер (стрингеров) может в 
два и более раз превышать таковую при внутреннем расположении стрингеров. 
На необходимость учета эксцентриситета ребер указано и в работе [2]. 

С помощью разработанных аналитических и конечно-разностных методов 
в данный момент можно получить численные результаты только для ребристых 
оболочек вращения и пологих оболочек [3-7]. Ребристые оболочки произволь-
ной формы можно рассчитать с помощью метода конечных элементов (МКЭ) 
[8-10]. Однако при использовании МКЭ существует множество проблем [11-
12].Рассматриваемый в данной работе подход является развитием представлен-
ного в книге [13] вариационно-разностного метода (ВРМ). ВРМ имеет как и 
плюсы, так и минусы по сравнению с МКЭ. Основным минусом конечно-
разностных методов является сложность учёта границ произвольной формы. 
Тем не менее существуют различные подходы для преодоления данного недос-
татка [14-17]. 

В основу ВРМ положен принцип Лагранжа – принцип минимума полной 
энергии деформации: 

П = Пmin . (1) 
В потенциальную энергию деформации вводится энергия деформаций рёбер: 

U=UТ+UB+ UR, (2) 
где UR – потенциальная энергия деформаций ребер, UТ, UB – потенциальная 
энергия тангенциальных и изгибных деформаций оболочки.   

Ребристая оболочка рассматривается как система, состоящая собственно 
оболочки и жёстко с ней соединённых по линиям контакта рёбер. Принимается, 
что напряжённо-деформированное состояние конструкции полностью опреде-
ляется в рамках линейной теории упругих тонких оболочек и криволинейных 
стержней.  Напряжённо-деформированное состояние рёбер описывается теори-
ей криволинейных стержней Кирхгофа-Клебша – учитывается растяжение, из-
гиб и кручение рёбер. Напряжённо-деформированное состояние оболочка опи-
сывается теорией упругих тонкостенных оболочек Кирхгофа-Лява [13].  

Координатная система – ортогональная. С целью упрощения выражений, 
координатные линии совпадают с линиями главных кривизн. Для произвольной 
ортогональной системы координат дополнительно вводятся матрицы транс-
формаций. 

Вводится вектор-оператор производных [13]: 
߲̅∗ = {߲, ߲ଵ, ߲ଶ, ߲ଷ, ߲ସ, ߲ହ} =

= ቊ1,
߲

ଵߙ߲
,

߲
ଶߙ߲

,
߲ଶ

ଵߙ߲
ଶ ,

߲ଶ

ଶߙଵ߲ߙ߲
,

߲ଶ

ଶߙ߲
ଶቋ , (3) 

Тогда формулы относительных деформаций срединной поверхности оболочки 
записываются в виде: 
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̅ߝ = [ܪ] ⋅ ݑ߲̅

ଷ

ୀଵ

 ; 
(4) 

߯̅ = [ܭ] ⋅ ݑ߲̅

ଷ

ୀଵ

 , 

где индекс k – указывает направление вдоль координатных осей и 
ли; ߝഥ  и ߯̅ – векторы тангенциальных и изгибных деформаций срединной по-
верхности оболочки; [Hk] and [Kk] – матрицы коэффициентов [18] (геометриче-
ских характеристик срединной поверхности оболочки) при производных функ-
ций перемещений uk в выражениях относительных тангенциальных и изгибных 
деформаций размерностью 36 (3 – количество деформаций, 6 – размер вектора 
производных). 

Используя геометрические характеристики срединной поверхности обо-
лочки, деформации рёбер могут быть представлены в виде: 

ோ̅ߝ = ൭
ߝ + ߯ߟ

߯
߯ଷ

൱ =  ቌ
[ܪ] + ߟ[ܭ]

[ܭ]

ଷ[ܭ]

ቍ
ଷ

ୀଵ

ݑ߲̅ = [ܱ]߲̅ݑ  ,
ଷ

ୀଵ

 (5) 

где индексq= 1, 2 – указывает координатную линию, вдоль которой направлено 
ребро; в матрицах Hk, K k индекс q указывает номера строк соответствующих 
матриц; ߝோ̅ – вектор деформаций ребра (деформации растяжения, изгибные 
деформации, деформации кручения); ߟ – расстояние от центра масс ребра до 
срединной поверхности оболочки. 

С учётом выражений для деформаций (3), (4) компоненты потенциальной 
энергии оболочки выражаются в книге [13] в виде: 

்ܷ =
ܥ
2

න  ൫[ܪ] ⋅ [ܪ]൯∗[ܰ]൫ݑ߲̅ ⋅ ൯ݑ߲̅
ଷ

ୀଵ

ଷ

ୀଵ

݀Ω
Ω

; (6) 

ܷ =
ܦ
2

න  ൫[ܭ] ⋅ [ܭ]൯∗[ܰ]൫ݑ߲̅ ⋅ ൯ݑ߲̅
ଷ

ୀଵ

ଷ

ୀଵ

݀Ω
Ω

; (7) 

где 

С =
ℎܧ

1 − ଶߥ ܦ , =
ℎଷܧ

12(1 −  ;ଶ)  – тангенциальная и изгибная жёсткости оболочкиߥ

[ܰ] = ൮

1 ݒ 0
ݒ 1 0

0 0
1 − ݒ

2

൲ – матрица механических характеристик рёбер; 

v – коэффициент Пуассона материала оболочки.  
Подобным образом может быть выражена потенциальная энергия дефор-

мации рёбер: 

ܷோ = 
ோܧ

2
න  ൫[ܱ] ⋅ ൣ∗൯ݑ߲̅ ோܰ൧൫[ܱ] ⋅ ൯ݑ߲̅

ଷ

ୀଵ

ଷ

ୀଵ

݀ܵ
ௌ

ோ

ୀଵ

, (8) 

где 
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ൣ ோܰ൧ =

⎝

⎜
⎛

ோܨ 0 0
0 ோܫ 0

0 0
ோܩ

ோܧ
2൫1 + ோܬோ൯ߥ

⎠

⎟
⎞

 – матрица механических характери-
стик рёбер 

nR - общее количество ребер; ERq – модуль упругости ребра; vRq – коэффициент 
Пуассона материала ребра; FRq – площадь поперечного сечения ребра; IRq –
 момент инерции ребра; JRq – постоянная кручения ребра; GRq – модуль сдвига 
материала ребра. 

Конечно-разностная схема. 
При расчете оболочки вариационно-разностным методом, срединная по-

верхность оболочки покрывается сеткой с постоянным или переменным шагом. 
Производные перемещений в векторе деформаций заменяются конечно-
разностными отношениями. При этом функционал полной энергии деформаций 
становится функцией узловых перемещений: 

П =  ൫்ܷ
 + ܷ

 + ܷோ
 − , ൯ܣ

ேమ

ୀ

ேభ

ୀ

 (9) 

где i, j – номера сетки вдоль координатных осей α и β соответственно; N1, N2 –
число шагов (разбиений) сетки вдоль координатных осей α и β соответственно. 

 
Рис.1. Кривые интегрирования в окрестности узла  ij, направленные вдоль рёбер 

Для минимизации полной энергии деформаций применяется метод Ритца-
Тимошенко, для чего приравниваются к нулю частные производные по всем 
неизвестным узловым перемещениям ߲ݑ

, не связанным граничными условия-
ми: 
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Здесь k = 1, 2, 3 - номер компоненты вектора перемещений; 
i = -1, 0, 1, 2…N1, N1+1; j = -1, 0, 1, 2...N2, N2+1;i = -1, N1+1; j = -1,  N2+1 
- законтурные точки. При этом для рёбер получаются выражения: 

߲ܷோ

ݑ߲
 = ܧ   

߲൛ߜ
 ൟ∗

ݑ߲
 ݎൣ

ೖ
ோ ൧


൛ߜ

 ൟ
ଷ

ୀଵ

ାଵ

ୀିଵ

ூାଵ

ୀூିଵ

 , (11) 

где ൣݎ
ோ ൧  – подматрица жесткости ребра в окрестности узла ij относительно 

перемещений uk, ul, (размерность подматрицы (99): 

ݎൣ
ೖ

ோ ൧  =
1
2

  න ൫[ܱ]ൣ݀௧
൧൯

∗
ൣ ோܰ൧൫[ܱ]ൣ݀௧

൧൯݀ܵ

ௌೕ
/ᇲ

ସ

௧ୀଵ

ଶ

௬/௬ᇲୀଵ

 . (12) 

где ܵ
௬/௬ᇲ

– кривые интегрирования, направленные вдоль рёбер; t– номер квад-
ранта в окрестности узла ij; ൣ݀௧

൧ – матрицы коэффициентов разностных произ-
водных при узловых перемещениях для всех типов производных вектора ߲̅  для 
каждого из квадрантов t. Матрицы ൣ݀௧

൧ имеют такую же структуру, как и в 
книге [13]. В результате применения метода Ритца-Тимошенко получается сис-
тема алгебраических уравнений, в результате решения которой находятся узло-
вые перемещения. Используя формулы деформаций и закон Гука, на основе 
разностных производных вычисляются внутренние усилия оболочки и подкреп-
ляющих элементов. 
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AN ACCOUNT OF REINFORCEMENTS IN A SHELL ANALYSIS 
BY VARIATIONAL-DIFFERENCE METHOD 

I.V. Kushnarenko 
Peoples Friendship University of Russia, Moscow 

A ribbed shell of a general form consisting from a skin, a position of points of the middle 
surface of which is determined by the orthogonal curvilinear coordinates α, β, and curved ribs, 
lying along coordinate linesareconsidered. At the moment, a classical approach is taken in the 
work to model ribs by the rod theory of Kirchhoff-Clebsch. A shell is described by the theory 
of thin shells of the Kirchhoff-Love. 

KEY WORDS: reinforcement, ribs, ribbed shells, ribbed plates, form-finding, numerical 
methods, variation-difference method. 


