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В работе решена задача деформационного расчета сжато-изогнутых рам из не-

упругих составных элементов, имеющих переменное поперечное сечение и переменную 
жесткость связей сдвига по длине. В основу решения положена теория упругих со-
ставных стержней А.Р. Ржаницына. Статическая неопределимость рам раскрыта 
методом деформаций. Реакции во введенных связях определены с помощью метода на-
чальных параметров. Жесткость составных элементов  определена с использованием 
выражения для определения эквивалентного модуля деформаций, ранее полученного 
автором, который учитывает сжимаемость ветвей, деформации сдвига материала 
ветвей, составляющих стержень, развитие неупругих деформаций в них.  
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сжато-изогнутая рама, деформационный расчет, эквивалентный 
модуль деформаций. 
 

Исследуются неупругие рамные системы, включающие в себя составные 
элементы, имеющие переменное поперечное сечения и переменную жесткость 
связей на сдвиг по длине элементов.  

В работе используются основные положения общей теории упругих со-
ставных стержней, разработанной А.Р. Ржаницыным [2]. Для материала ветвей 
и связей между ветвями устанавливается произвольная зависимость между де-
формациями и напряжениями. Применяется гипотеза о нелинейно - упругом 
материале. Раскрытие статической неопределимости рамной системы осущест-
вляется методом деформаций с учетом влияния продольных сил, возникающих 
в элементах при деформировании рам под действием нагрузки. 

Для определения перемещений плоской рамы элементы многоконтурного 
стержня рамы делятся по длине на участки постоянной жесткости (в общем 
случае неравные)  длиной lj между узловыми точками j и j + 1. В узлы элемен-
тов рамы вводятся дополнительные моментные 1j и силовые 2j связи, препятст-
вующие их перемещениям. Многоконтурный стержень рамы с введенными  
связями образует основную систему метода деформаций. Расчет такой рамы 
производится шаговым методом [1]. 

Для определения реакций во введенных связях j-й участок элемента рамы 
рассматривается как жестко защемленный по концам составной стержень дли-
ной lj или стержень, защемленный на одном конце и шарнирно опертый на дру-
гом конце. Дифференциальное уравнение изгиба упругого двухветвевого (n = 2) 
составного стержня было получено в  [2]. При работе за пределом упругости 
уравнение для j-го участка стержня рамы, в котором действует продольная сила  

)(i
jN , на  i -м шаге загружения, будет иметь вид 
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                (1) 

где  )(i
jv  - прогибы j -го участка стержня  рамы на i -м шаге нагружения; )(i

cjM  -  

изгибающий момент в составном стержне, как в монолитном; )(i
xjM - изгибаю-
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щий момент в составном стержне, лишенном связей сдвига; )(iequ
xjC - суммарная 

эквивалентная жесткость ветвей составного элемента на на j -м участке эле-
мента рамы при i -м шаге нагружения равная  

                                               ),(
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                                       (2) 

здесь )(iequ
jE  - эквивалентный модуль деформаций для сечений   -й ветви j -го 

участка элемента рамы на i -м шаге нагружения; xjJ  - момент инерции попе-
речного сечения   -й ветви постоянный по длине j -го участка элемента рамы; 
 )(i

ojC  - приведенная жесткость  сечения j -го участка элемента рамы, как моно-
литного, на i -м шаге нагружения равная 
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                    (3) 

здесь  1jA  и  2jA  - площадь поперечного сечения ветвей 1 и 2 j -го участка 

элемента рамы; jc  - расстояние между центрами тяжести ветвей составного 

элемента;  )(
1
i

cjE  и )(
2

i
cjE  - секущие модули деформаций осевых волокон ветвей 1 и 

2 на i -м шаге нагружения; 
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                            (4) 

здесь  )(i
j  - коэффициент жесткости продольных связей сдвига  на j -м участке 

элемента рамы при i -м шаге нагружения. 
Величина  )(iequ

jE   в  (2)  определяется по формуле, полученной ранее авто-
ром статьи, опубликованной в [3] и использованной в [4] 
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 ,                             (5) 

где  )1( i
xjM   - наибольший изгибающий момент, действующий в сечении   -й 

ветви j -го участка элемента рамы на )1( i -м шаге нагружения; jh - высота  

поперечного сечения  -ой  ветви j -го участка элемента рамы;  )1( i
oj  - линей-

ная деформация оси  -й ветви  j -го участка элемента рамы на )1( i -м шаге 
нагружения;  ;)1(

2
)1(

1
)1(   i

j
i
j

i
j    )1(

1
i

j и  )1(
2
i
j  - краевые линейные деформа-

ции в волокнах поперечного сечения   -й ветви j -го участка элемента рамы, 
возникающие в соответствии с гипотезой плоских сечений на )1( i -м шаге на-

гружения;  ; )1(
1
i

j  - угол сдвига  -й  ветви на j -м участке  элемента рамы от 

единичной поперечной силы при )1( i -м шаге нагружения; )1(  i
yjQ  - первая про-

изводная от поперечной силы, действующей  -ой  ветви j -го участка элемента 
рамы при  )1( i -м шаге нагружения. 

Общее решение уравнения  (1)  имеет вид: 
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где   
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В  формуле (6)  )(i
joM  и )(i

joQ  - соответственно изгибающий момент и попе-
речная сила в  j-м узле j-го  участка стержня рамы (в сечении zj = 0) при отсут-
ствии на нем поперечной нагрузки. Производные от функции прогибов будут 
иметь вид 
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Используем метод начальных параметров. При  zj = 0 из (9)  имеем        
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Решая систему  (10) получаем 
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Подставляя  (11) в (9) получаем систему линейных уравнений, которая в 
матричной форме будет иметь вид 

                                                 AZ = B,                                                        (12) 
где  A - квадратная матрица коэффициентов при неизвестных в системе уравне-
ний; Z - вектор неизвестных усилий; B - вектор свободных членов системы 
уравнений. При повороте на угол равный 1  дополнительной моментной 
связи  в узле )1( j j -го участка стержня рамы вектор В  будет включать сле-
дующие элементы 

                                               В =[0,  , 0] ,                                                  (13) 
а вектор  Z : 

                                          Z = [ )i(
joM , )i(

joQ , )i(
jo ].                                        (14) 

При этом граничные условия для концов защемленного j -го участка 
стержня рамы (в случае свободно сдвигающихся торцов) будут иметь вид 
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где  )(i
joT  и  )(i

ljT - суммарные сдвигающие усилия  в шве j -го участка составного 

стержня рамы по его концам;  )(i
jo  - погонное сдвигающее усилие в связях сдви-

га в j-м узле j-го участка составного стержня рамы. 
С учетом  (11) и (15)  уравнения  (9) дают систему линейных алгебраиче-

ских уравнений  типа (12), в которой матрица А будет включать нижеследую-
щие элементы 

)()()(
2

)(
1

)(
1

)(
1

)(
11 /1/)( i

j
i

j
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j NweUeVA  , 

)()()(
2

)(1)(
1

)(
1

)(1)(
1

)(
12 //)( i

jj
i

j
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j NlwevUeuVA   , 

)()()(
4

)(1)(
3

)(1)(
13 /)( i

j
iequ

xj
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j wCeveucA   ,  )()(

2
)()(

1
)(

3
)()(

1
)(

21 /)( i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j wevUeuVA  , 

)(())(
2

)(
1

)(
1

)(
1

)(
22 /1/)( i

j
i

j
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j NweUeVA  ,    

)()()()(
2

)(
1

)(
23 //)( i

j
i

j
iequ

xj
i
j

i
j

i
j NwCeecA  ,                        

)()()(
4

)(2)(
1

)(
3

)(2)(
1

)(
31 /1/)( iequ

xj
i

j
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j CwevUeuVA  , 

)()()(
4

)()(
1

)(
3

)()(
1

)(
32 //)( iequ

xjj
i

l
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j ClwevUeuVA  ,  

)()()()(
4

)()(
3

)()(
33 //)( i

j
i

j
iequ

xj
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j NwCeveucA  ,                           (16) 

где                       )()(2)(
1 / iequ

xj
i

jj
i
j CNvV  ,  )()(2)(

1 / iequ
xj

i
jj

i
j CNuU  , 

)()()(
1

)(
1

)(
1 j

i
jj

i
j lklki

j eee   ,   )()()(
2

)(
2

)(
2 j

i
jj

i
j lklki

j eee    , 
)()()(

3

)(
1

)(
1 j

i
jj

i
j lklki

j eee   ,   )()()(
4

)(
2

)(
2 j

i
jj

i
j lklki

j eee   ,  )()(2
1

)(2
1

)( )(2 i
j

i
j

i
j

i
j Nuvw  .(17) 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2014, № 2 

35 
 

При линейном перемещении  дополнительной связи в узле )1( j  при 
( jj lz  ) на величину 1  перпендикулярно оси  j-го участка стержня рамы 
будут справедливы  следующие граничные условия (в случае свободно сдви-
гающихся торцов этого участка стержня рамы).  
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Определение реакций в дополнительных связях осуществляется аналогич-
но вышеизложенному для случая  поворота дополнительной связи с координа-
той jj lz   на угол 1 . 

Если  j -й  участок составной стержня рамы  при   jj lz   шарнирно оперт, 
то при повороте  дополнительной моментной связи в j -м  узле  на угол  1  
граничные условия (в случае свободно сдвигающихся торцов стержня) будут 
иметь вид 
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 При линейном перемещении дополнительной связи в )1( j узле  ( jj lz  ) 
на 1  перпендикулярно оси j -го участка стержня шарнирно опертого  при 

jj lz   граничные условия (в случае свободно сдвигающихся торцов этого 
стержня) составляются аналогично. 

С учетом  (19) решается система уравнений  (9) аналогично тому, как это 
было показано для j -го участка составного стержня с жестко защемленными 
концами. 

Перемещения  узлов стержня рамы  )(
1

i
jZ  и  )(

2
i
jZ  определяются из совмест-

ного решения уравнений  
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где   )(
11

i
rjR  и  )(

21
i

rjR  - реакции в связях j1 основной системы метода деформаций 
от единичного перемещения связей r1  и  r2 , определенные с учетом влияние 
продольных сил на i -м шаге нагружения;  )(

12
i

rjR  и  )(
22

i
rjR  - тоже, но в связях j2 ;  

)(
1

i
jpR  и  )(

2
i
jpR  - реакции в связях  j1  и  j2  от внешней нагрузки на i -м шаге на-

гружения; m  - число узлов с введенными дополнительными связями. 
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Найденные усилия на опорах j -го стержня при 1 и 1  далее исполь-
зуются как реакции в связях )(

11
i

rjR , )(
21

i
rjR , )(

12
i

rjR  и )(
22

i
rjR в уравнениях (20) и (21). 

Деформационный расчет рамы осуществляется  с  использованием  эквива-
лентного модуля деформаций  )(iequ

jE  ,  величина которого рассчитывается на 
каждом следующем шаге расчета по результатам, полученным на предыдущем 
шаге расчета [3]. Значения параметров, характеризующих напряженно- дефор-
мированное состояние рамной системы, найденные на  i - м шаге нагружения, 
могут быть в дальнейшем использованы для проверки устойчивости сжато-
изогнутых рам методом проф. Р.С. Санжаровского [5], а также для решения за-
дач, аналогичных [6].  
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ON THE DEFORMATION ANALYSIS OF FRAMES 
OF INELASTIC CONSTITUENTS 

Rochev A.A. 
Petrozavoskiy Gosudarstvenniy Universitet, Petrozavodsk 

In this paper, the problem of the deformation calculation of compressed-bent frame of 
the inelastic elements of the composite having a variable cross section and variable stiffness 
along the length of shear ties was solved. The solution is based on the theory of elastic 
composite bars of A.R Rzhanitzin. Statically indetermination of frames is disclosed by the 
deformation method. Reactions in the input connections are determined by the method of 
initial parameters. Stiffness of the composite elements is determined using the expression for 
the determination of equivalence of deformation coefficient, previously obtained by the 
author, which takes into account the compressibility of the branches, shear deformations of the 
material of branches forming the bar, the development of inelastic deformation in them. 
        KEY WORDS: compressed-curved frame, the strain calculation, the equivalent 
deformation module. 


