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Рассматривается задача механики разрушения для изгибаемой изотропной пла-
стины, ослабленной периодической системой круговых отверстий и прямолинейными 
сквозными трещинами. Найдены коэффициенты интенсивности напряжений. 
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Постановка задачи. Задачи теории изгиба пластин для многосвязных об-

ластей представляют значительный интерес [1, 2]. 
Пусть имеется изотропная упругая пластина, ослабленная периодической 

системой круговых отверстий и прямолинейными сквозными трещинами не-
равной длины коллинеарными осям абсцисс и ординат (рисунок). Круговые от-
верстия имеют радиус λ (λ < 1) и центры в точках 

 

mPm  ,  2   ,...)2,1,0( m . 

 
Рисунок 

Контуры круговых отверстий и берега сквозных прямолинейных трещин 
свободны от внешних нагрузок. Пластина подвергается изгибу средними мо-
ментами (изгиб на бесконечности) 
 

 xx MM ,    yy MM ,   0xyH . 
 

Принято, что в процессе деформации пластины противоположные берега 
трещины не входят в контакт. На основании симметрии граничных условий и 
геометрии области Dz, занятой упругой средой, компоненты тензора напряже-
ний являются периодическими функциями с периодом ω. Требуется определить 
напряженно-деформированное состояние пластины по граничным условиям, 
выражающим отсутствие внешних нагрузок вдоль обвода круговых отверстий и 
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на берегах периодической системы сквозных трещин вдоль осей абсцисс и ор-
динат. Начало системы координат совмещаем с геометрическим центром круга 
L0 в срединной плоскости пластины. 

Представим удельные моменты, удельные поперечные силы для однород-
ной задачи изгиба через аналитические функции Φ(z) и Ψ(z) [3] 

 

)(Re)1(4 zDMM yx   ,     )()()1(22 zzzDiHMM xyxy   , 

)1(12 2
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EhD , 

где Mx, My и Hxy – соответственно удельные изгибающие и крутящие момен-
ты; E – модуль Юнга; ν – коэффициент Пуассона; h – толщина пластины. 

На основании соотношений классической теории Кирхгофа [3] и Колосова-
Мусхелишвили [4] и граничных условий на контурах круговых отверстий и бе-
регах трещин задача сводится к определению аналитических функций Φ(z) и 
Ψ(z) из краевых условий 

 

  0)()()()( 2   ie ,                             (1) 
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где   mei  ,...)2,1,0( m ; t и t1 – аффиксы точек берегов трещин; C и 
C1 – действительные постоянные, определяемые из условия равенства нулю 
скачка прогиба в вершинах трещин; κ = −(3+ν)/(1−ν), κ = 1 для второй основной 
задачи.  
        Постановка задачи охватывает одновременно случаи жестких включений и 
свободных отверстий, причем трещины могут выходить на контур отверстия.  

Решение задачи. Ищем решение граничной задачи (1)-(3) в следующем 
виде 
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Интегралы в (6) и (7) берутся по линиям L = [-l,-λ1] + [λ1,l] и L1 = [-h,-r] + [r,h], 
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S(z) – специальная мероморфная функция [5]; g(x), g1(y) – искомые функции, 
описывающие разрывы производных смещений на берегах трещин. 

Из условия равенства нулю главного вектора и главного момента сил, дей-
ствующих на дугу, соединяющие две конгруэнтные точки в Dz, следует 
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Из условий симметрии относительно координатных осей имеем 
 

0Im 2 k , 0Im 2 k  ,...)2,1,0( k .                                 (9) 
 

Легко убедиться, что представления (4)-(7) определяют класс симметрич-
ных задач с периодическим распределением напряжений. Неизвестные функции 
g(x), g1(y) и коэффициенты α2k, β2k должны быть определены из граничных ус-
ловий (1)-(3). Так как выполняются условия периодичности, система краевых 
условий (1) вырождается в одно функциональное уравнение, например, на кон-
туре L0  ie , а система граничных условий (2), (3) вырождается в краевые 
условия на контурах L и L1. К соотношениям (3)-(7) следует добавить дополни-
тельные условия [5, 6] 
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которые обеспечивают однозначность улов поворота срединной плоскости при 
обходе контуров трещин [6]. 

Удовлетворяя краевым условиям, сводим решение задачи к двум бесконеч-
ным алгебраическим системам и двум сингулярным интегральным уравнениям 
первого рода. 
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Постоянные β2k определяются из следующих уравнений 
 












 









0
2222

22
1

0
0

2
2

21
k

kk

k
kgC

K
 , 

 
















0
22422

422
2

222242
2)!12()!22(

)!322(
)32(

k
kkj

kj
kj

kjj
kj

gkj
jC 


 . 

 

Относительно искомой функции g(x) имеем 
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Относительно искомой функции g1(y) имеем 
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Каждое сингулярное интегральное уравнение задачи с помощью интерпо-
ляционного полинома Лагранжа, построенного по чебышевским узлам, сводит-
ся к конечной системе линейных алгебраических уравнений без промежуточно-
го этапа приведения его к уравнению Фредгольма. Полученные алгебраические 
системы решались методами урезания и Гаусса с выбором главного элемента 
для различных значений порядка M (M – число чебышевских узлов) в зависимо-
сти от радиуса круговых отверстий.  

Для определения постоянной C имеем следующие соотношения [6], обес-
печивающие равенство нулю скачка прогиба в вершинах разрезов L  
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        Аналогично, для определения постоянной C1 имеем следующие соотноше-
ния, обеспечивающие равенство нулю скачка прогиба L1 
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Для численной реализации изложенного способа были выполнены расчеты. 
Исследовался односторонний изгиб пластины моментами 

yM  )0( 
xM и все-

сторонний изгиб моментами 0MMM yx   . 
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При изменении радиуса кругового отверстия в диапазоне 0,1≤ λ≤0,6 значе-
ния коэффициента интенсивности напряжений, а также коэффициенты α2k, β2k 
по существу не меняются (совпадают с точностью до шестого знака) начиная с 
M =20. В диапазоне изменения радиуса 0,6≤ λ≤0,8 оказалось достаточным взять 
M =40, а бесконечные системы урезать до 12 уравнений (решения совпадают с 
точностью до четвертого знака). 

Были проведены расчеты по определению коэффициентов интенсивности 
напряжений. Для коэффициентов интенсивности напряжений в случае односто-
роннего изгиба пластины имеем 
 

),,,,( 11I
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        В случае всестороннего изгиба пластины для коэффициентов интенсивно-
сти напряжений имеем 

),,,,( 110I
1 hrlFlMK   ,   ),,,,( 120I hrlFlMK   , 

 

),,,,( 130I hrlFhMK r   ,   ),,,,( 140I hrlFhMK h   . 
 

Как показали исследования, с учетом взаимодействия системы трещин и 
отверстий при изгибе коэффициент интенсивности напряжений увеличивается 
по сравнению с одиночным отверстием и изолированной трещиной. Концен-
трация напряжений около отверстий в пластине существенно влияет на рост 
очень малых трещин. С увеличением длины трещин это влияние уменьшается и 
при длине трещины большей радиуса отверстия им можно пренебречь, однако 
одновременно растет влияние взаимодействия трещин. 
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PURE BENDING OF THE PLATE WEAKENED BY THE PERIODIC SYSTEM OF 

CIRCULAR HOLES AND RECTILINEARLY THROUGH CRACKS 
 

R.A. Isgandarov 
 Azerbaijan Architecture and Construction University, Azerbaijan 
  

The fracture mechanics problem for isotropic plate weakened by a periodic system of 
circular holes and straight through cracks is considered. The plate is bending. The stress in-
tensity factors were found. 

KEYWORDS: plate, periodic system of circular holes, pure bending, cracks, stress in-
tensity factors. 

 
 


