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Математическая теория телетрафика и сети
телекоммуникаций

УДК 621.39
Анализ и алгоритм расчёта вероятностных характеристик
для одного абонентского узла пассивной оптической сети

Г. П. Башарин, Ю. В. Гайдамака, Н. В. Русина
Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

В настоящее время телекоммуникационная индустрия претерпевает беспрецедентные из-
менения, связанные с переходом от голосовых систем к системам передачи данных, что
является следствием бурного развития сетей связи, быстрого роста числа пользователей,
увеличения числа предоставляемых услуг и их качества. Эволюция сетей доступа идёт по
двум основным направлениям: развитие высокоскоростного доступа для предоставления
услуг с высоким уровнем качества обслуживания и уменьшение доли медных кабелей при
организации местных сетей. Доминирующее положение занимает трафик данных, кото-
рый в свою очередь требует создания сетей связи с высокой пропускной способностью на
базе технологии коммутации пакетов. Поэтому большое внимание уделяется сетям, при по-
строении которых задействованы оптические и оптоэлектронные компоненты. Пассивная
оптическая сеть – это полностью оптическая сеть, которая использует в своей архитектуре
только пассивные оптические компоненты, исключающие преобразование сигнала из элек-
трической формы в оптическую и наоборот. Передача трафика в такой сети может быть
реализована как на базе временного, так и на базе частотного разделения каналов. В рабо-
те представлена модель фрагмента мультисервисной пассивной оптической сети, в которой
осуществляется передача восходящего потока трафика с учётом особенностей функциони-
рования оптических абонентских узлов и принципа динамического распределения длин
волн. Результаты анализа процесса передачи трафика применяются в анализе вероятност-
ных характеристик предложенной модели.

Ключевые слова: пассивная оптическая сеть, оптический линейный терминал, опти-
ческий абонентский узел, восходящий поток трафика, мультиплексирование с разделением
по длине волны, множественный доступ с разделением по времени, вероятность блокиров-
ки

1. Введение
Пассивная оптическая сеть (PON, Passive Optical Network) представляет собой

сеть оптического доступа [1–3], [4, §1.5], [5–9], которая обеспечивает передачу раз-
личных классов сетевого трафика между оптическим линейным терминалом (OLT,
Optical Line Terminal) и оптическими абонентскими узлами (ONU, Optical Network
Unit) с использованием пассивного оптического мультиплексора / демультиплексора,
который объединяет / разделяет спектральные каналы в одном оптоволокне. Спек-
тральный канал — это канал передачи данных, устанавливаемый между абонент-
ским узлом и линейным терминалом и осуществляющий передачу данных на выде-
ленной длине волны.

В соответствии с технологией множественного доступа с разделением по времени
(TDMA, Time Division Multiple Access) [6, 7], абонентский узел может находиться в
активном состоянии, т.е. осуществлять передачу абонентских данных к линейному
терминалу в выделенном ему временном домене, или в пассивном состоянии, при
котором передача таких данных приостановлена.

Статья поступила в редакцию 19 января 2016 г.
Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов
№ 15-07-03051, 15-07-03608.
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В соответствии с технологией мультиплексирования с разделением по длине вол-
ны (WDM, Wavelength Division Multiplexing) [2, 3], [4, §7.5–§7.6], [5–8] для передачи
потока трафика от абонентского узла к линейному терминалу выделено конечное
число 𝑊 длин волн.

Каждый абонентский узел использует перенастраиваемый лазер и может осу-
ществлять передачу данных к линейному терминалу в выделенном диапазоне длин
волн. Таким образом, механизм динамического распределения длин волн позволяет
увеличить ёмкость всей системы, предоставить возможность гибкого масштабиро-
вания, а также с учётом TDMA технологии использовать имеющийся частотный
план для подключения новых абонентских узлов и обеспечения требуемого уровня
качества обслуживания.

Рассматриваемую сеть WDM-TDMA PON с динамическим распределением длин
волн для краткости будем называть сетью I.

В сети I решается задача распределения ограниченного числа 𝑊 6 𝐿 длин волн
между конечным числом 𝐿 абонентских узлов. В случае, когда в момент включения
абонентского узла на линейном терминале нет свободной длины волны, происходит
блокировка передачи данных в выделенном абонентскому узлу временном домене.

Рассмотрим модель совместного функционирования абонентских узлов в фраг-
менте сети I, параметры которой представлены в табл. 1.

Таблица 1
Параметры модели совместного функционирования абонентских узлов

Параметр Описание
𝐿 Число абонентских узлов в сети
𝑊 , 𝑊 6 𝐿 Число длин волн в сети
𝜅𝑙, 𝑙 = 1, 𝐿 Интенсивность поступления 𝑙-запросов на выделение

длины волны
𝜈𝑙, 𝑙 = 1, 𝐿 Интенсивность перехода 𝑙-го абонентского узла из ак-

тивного состояния в пассивное

Вероятность 𝛼𝑙 отсутствия блокировки передачи данных на 𝑙-м абонентском узле
рассчитывается по формулам (см. [10,11]):

𝛼𝑙 = 1 −𝐺−1
1 g 𝑙,OFF (𝑊 ) , 𝐺1 =

𝑊∑︁
w=0

g (𝐿,w) , (1)

g𝑙,OFF(w) =

{︂
1, w = 0,

g (𝐿,w) − a𝑙g𝑙,OFF (w − 1) , w = 1,𝑊 ,
(2)

g(𝑙,w) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑙 = 0, w = 1,𝑊 ,

1, 𝑙 = 0, 𝐿, w = 0,

g (𝑙 − 1,w) + a𝑙g (𝑙 − 1,w − 1) , 𝑙 = 1, 𝐿, w = 1,𝑊 ,

(3)

где a𝑙 := 𝜅𝑙

𝜈𝑙
, 𝑙 = 1, 𝐿.

Величина 1 − 𝛼𝑙 называется вероятностью блокировки передачи данных на 𝑙-м
абонентском узле из-за отсутствия свободной длины волны и является одним из
основных показателей эффективности функционирования сети I.
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2. Модель передачи восходящего потока трафика от одного
абонентского узла в сети I

Рассмотрим процесс передачи восходящего потока трафика от одного абонент-
ского узла к линейному терминалу в сети I. Модель абонентского узла представляет
собою однолинейную систему массового обслуживания (СМО) с буферным накопи-
телем ёмкостью 𝑅, 0 < 𝑅 < ∞, условных единиц. Исследуемая СМО обслуживает
𝐾 типов заявок.

Условие 1. Потоки поступления 𝑘-заявок любого класса пуассоновские с посто-
янными интенсивностями 𝜆𝑘, 0 < 𝜆𝑘 < ∞, 𝑘 = 1,𝐾, и независимы в совокупности.
Каждая 𝑘-заявка требует для своего обслуживания 𝑏𝑘, 0 < 𝑏𝑘 6 𝑅, условных единиц,
которые занимаются в буфере накопителе при поступлении в СМО и освобождаются
сразу после завершения обслуживания вместе с освобождением длины волны.

Дисциплина выбора заявок из очереди — в порядке поступления (FCFS, First
Come First Served).

Условие 2. Если в момент поступления новой 𝑘-заявки, 𝑘 = 1,𝐾, в системе ока-
зались заняты больше, чем 𝑅− 𝑏𝑘 условных единиц в буфере-накопителе, то посту-
пившая 𝑘-заявка получает отказ и теряется, не влияя на интенсивность поступления
породившего её пуассоновского потока.

Условие 3а. Время обслуживания 𝑘-заявки в системе распределено по экспо-
ненциальному закону с параметром 𝜇𝑘, 0 < 𝜇𝑘 <∞, 𝑘 = 1,𝐾.

Такую модель передачи восходящего потока трафика будем кодировать
M M 1 0 < 𝑅 <∞
𝜆,b 𝜇

[4]. Однако она не учитывает того, что в момент вклю-

чения абонентского узла на линейном терминале может не быть свободной длины
волны, что приводит к блокировке передачи данных в выделенном абонентскому
узлу временном домене.

Условие 3б. Учитывая данную особенность и результаты предыдущего раздела,
примем интенсивность обслуживания 𝑘-заявки равной

𝛼𝜇𝑘, 𝑘 = 1,𝐾, (4)

где𝛼, 0 < 𝛼 < 1, — вероятность отсутствия блокировки передачи данных на або-
нентском узле (1)–(3).

Схема СМО, описывающей функционирование абонентского узла, представлена
на рис. 1.

Рассмотрим процесс передачи восходящего потока трафика от одного 

абонентского узла к линейному терминалу в сети I. Модель абонентского узла 

представляет собою однолинейную систему массового обслуживания (СМО) с 

буферным накопителем емкостью R ,  R0 , условных единиц. Исследуемая 

СМО обслуживает K  типов заявок. 
Условие 1. Потоки поступления k -заявок любого класса пуассоновские с 

постоянными интенсивностями k ,  k0 , Kk ,1 , и независимы в 

совокупности. Каждая k -заявка требует для своего обслуживания kb , Rbk 0 , 

условных единиц, которые занимаются в буфере накопителе при поступлении в 

СМО и освобождаются сразу после завершения обслуживания вместе с 

освобождением длины волны. 
Дисциплина выбора заявок из очереди - в порядке поступления (FCFS, First 

Come First Served). 

Условие 2. Если в момент поступления новой k - заявки, Kk ,1 , в системе 

оказались заняты больше, чем kbR   условных единиц в буфере накопителе, то 

поступившая k -заявка получает отказ и теряется, не влияя на интенсивность 

поступления породившего ее пуассоновского потока. 
Условие 3а. Время обслуживания k -заявки в системе распределено по 

экспоненциальному закону с параметром k ,  k0 , Kk ,1 . 

Такую модель передачи восходящего потока трафика будем кодировать 

μbλ

MM

,

01  R
 [4]. Однако она не учитывает того, что в момент включения 

абонентского узла на линейном терминале может не быть свободной длины волны, 

что приводит к блокировке передачи данных в выделенном абонентскому узлу 

временном домене. 
Условие 3б. Учитывая данную особенность и результаты предыдущего раздела, 

примем интенсивность обслуживания k -заявки равной 

k , Kk ,1 ,     (4) 

где , 10  , - вероятность отсутствия блокировки передачи данных на 

абонентском узле (1)-(3). 
Схема СМО, описывающей функционирование абонентского узла, представлена 

на рисунке 1. 

R

...

111 ,,  b

KKK b  ,,
K  

Рис. 1. Схема СМО 
СМО на рисунке 1 описывается с помощью следующих параметров: 

  Kkkm ,1:


m , 


















k
k b

R
m ,,1,0  - вектор состояния СМО, обозначающий число 

заявок каждого типа в буферном накопителе абонентского узла; 
}0 |{:S RT  mbm - пространство состояний СМО; 

} |{:S k
T

k bRS  mbm - подпространство приема k -заявок, Kk ,1 ; 

Рис. 1. Схема СМО

СМО на рис. 1 описывается с помощью следующих параметров:
m := (𝑚𝑘)𝑘=1,𝐾 , 𝑚𝑘 ∈

{︁
0, 1, . . . ,

⌊︁
𝑅
𝑏𝑘

⌋︁}︁
— вектор состояния СМО, обозначающий

число заявок каждого типа в буферном накопителе абонентского узла;
S := {m| 0 6 b𝑇m 6 𝑅} — пространство состояний СМО;
S𝑘 := {m ∈ S| b𝑇m 6 𝑅− 𝑏𝑘} — подпространство приёма 𝑘-заявок, 𝑘 = 1,𝐾;
S̄𝑘 = S∖S𝑘 = {m ∈ S| b𝑇m > 𝑅 − 𝑏𝑘} — подпространство блокировки 𝑘-заявок,

𝑘 = 1,𝐾.
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Функционирование СМО на рис. 1 будем описывать с помощью ступенчатого
марковского процесса (СтМП) Y (𝑡) = (𝑌𝑘 (𝑡))𝑘=1,𝐾с пространством состояний S

и конечной матрицей интенсивностей переходов. Здесь 𝑌𝑘 (𝑡) — число 𝑘-заявок в
абонентском узле в момент времени 𝑡 > 0.

Условие 4. Примем дополнительно, что матрица интенсивностей переходов нераз-
ложима (все состояния из S сообщаются).

Теорема 1. Если для системы выполняются условие 1 – условие 4, то её опи-
сывает СтМП Y (𝑡) со стационарным распределением вероятностей мультипли-
кативной формы:

𝑝 (m) = 𝐺−1
2

1

𝛼𝑚∙

𝐾∏︁
𝑘=1

𝜌𝑚𝑘

𝑘 , (5)

𝐺2 =
1

𝑝 (0)
=

∑︁
m∈S

1

𝛼𝑚∙

𝐾∏︁
𝑘=1

𝜌𝑚𝑘

𝑘 , (6)

где m ∈ S, 𝜌𝑘 := 𝜆𝑘

𝜇𝑘
, 𝑘 = 1,𝐾, 𝑚∙ :=

∑︀𝐾
𝑘=1𝑚𝑘.

Доказательство теоремы 1 аналогично доказательству, представленному в [4,
§2.4].

Тогда вероятность блокировки 𝑘-заявок из-за ограниченной ёмкости буферного
накопителя рассчитывается по формуле

𝜋𝑘 =
1

𝐺2

∑︁
m∈S̄𝑘

1

𝛼𝑚∙

𝐾∏︁
𝑘=1

𝜌𝑚𝑘

𝑘 , 𝑘 = 1,𝐾. (7)

Чтобы вычислить вероятность блокировки 𝑘-заявок, необходимо рассчитать нор-
мирующую константу 𝐺2. В силу мультипликативности стационарного распределе-
ния вероятностей (5)–(6) константа 𝐺2 может быть вычислена с помощью моди-
фицированного свёрточного алгоритма Бузена, который широко используется по
настоящее время в теории телетрафика [4, §4.5], [11, 12].

Теорема 2. Нормирующая константа 𝐺2 (6) вычисляется по формулам

𝐺2 =
𝑅∑︁

𝑟=0

g (𝐾, 𝑟) , (8)

g (𝑘, 𝑟) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑘 = 0, 𝑟 = 1, 𝑅,

0, 𝑘 = 0,𝐾, 𝑟 < 0,

1, 𝑘 = 0,𝐾, 𝑟 = 0,

g (𝑘 − 1, 𝑟) + 𝜌𝑘

𝛼 g (𝑘, 𝑟 − 𝑏𝑘) , 𝑘 = 1,𝐾, 𝑟 = 1, 𝑅,

(9)

где 𝜌𝑘 := 𝜆𝑘/𝜇𝑘, 𝑘 = 1,𝐾.

Тогда вероятность блокировки 𝑘-заявок в сети I из-за ограниченной ёмкости бу-
ферного накопителя будет рассчитываться по формуле

𝜋𝑘 = 𝐺−1
2

𝑅∑︁
𝑟=𝑅−𝑏𝑘+1

g (𝐾, 𝑟) , 𝑘 = 1,𝐾. (10)
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3. Пример численного анализа
Рассмотрим модель совместного функционирования абонентских узлов в фраг-

менте сети I. Значения параметров модели приведены в табл. 2.

Таблица 2
Значения параметров модели совместного функционирования

абонентских узлов

Параметр Значение Параметр Значение Параметр Значение

𝐿 2, 16 a5 0.45 a11 0.65
𝑊 1, 2 a6 0.4 a12 0.22
a1 0.1 a7 1 a13 0.36
a2 0.2 a8 0.6 a14 0.54
a3 0.15 a9 0.25 a15 0.78
a4 0.3 a10 0.35 a16 0.8

На рис. 2 представлен график зависимости вероятности отсутствия блокировки
передачи данных на 1-м и 2-м абонентских узлах от изменения числа абонентских
узлов при фиксированном числе длин волн.

 



R

bRr
k

k

rKG
1

1
2 ,g , Kk ,1 .    (10) 

3. Пример численного анализа 

Рассмотрим модель совместного функционирования абонентских узлов в 

фрагменте сети I. Значения параметров модели приведены в таблице 2. 
Таблица 2 

Значения параметров модели совместного функционирования абонентских 

узлов 
 

Параметр Значение Параметр Значение Параметр Значение 
L  16,2  5a  0.45 

11a  0.65 

W  2,1  6a  0.4 
12a  0.22 

1a  0.1 
7a  1 

13a  0.36 

2a  0.2 
8a  0.6 

14a  0.54 

3a  0.15 
9a  0.25 

15a  0.78 

4a  0.3 
10a  0.35 

16a  0.8 

 
На рисунке 2 представлен график зависимости вероятности отсутствия 

блокировки передачи данных на 1-м и 2-м абонентских узлах от изменения числа 

абонентских узлов при фиксированном числе длин волн. 

0
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Рис. 2 Зависимость вероятностей отсутствия блокировки передачи данных от 

числа абонентских узлов 
Вероятность отсутствия блокировки передачи данных на абонентском узле 

убывает, потому что при увеличении числа абонентских узлов в сети I, которые 

требуют для своей работы выделения длины волны, возрастает вероятность того, 

что в момент включения некоторого абонентского узла все длины волн на 

линейном терминале заняты. 

Рис. 2. Зависимость вероятностей отсутствия блокировки передачи данных от
числа абонентских узлов

Вероятность отсутствия блокировки передачи данных на абонентском узле убы-
вает, потому что при увеличении числа абонентских узлов в сети I, которые тре-
буют для своей работы выделения длины волны, возрастает вероятность того, что
в момент включения некоторого абонентского узла все длины волн на линейном
терминале заняты.

При 𝑊 = 2 в точке 𝐿 = 2 вероятность отсутствия блокировки передачи данных
𝛼1 = 𝛼2 = 1, потому что в этом случае для каждого абонентского узла выделена
своя длина волны для передачи.

Волнообразное поведение графиков объясняется значениями параметра a𝑙, 𝑙 =
1, 𝐿, представленных в табл. 2. Например, сравним поведение графиков между зна-
чениями 𝐿 = 6; 7 и 𝐿 = 7; 8. В первом случае скорость убывания графиков выше,
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потому что в сеть добавляется абонентский узел с нагрузкой по запросам на выде-
ление длины волны a7 = 1, а во втором – a8 = 0.6.

Вероятность отсутствия блокировки передачи данных 𝛼1<𝛼2 при любом значе-
нии параметра 𝑊 , потому что нагрузка по запросам на выделение длины волны
a1< a2 в исходных данных, представленных в табл. 2.

Вероятность отсутствия блокировки передачи данных при 𝑊 = 2 больше, чем
при 𝑊 = 1, потому что чем больше длин волн выделено в сети I, тем меньше
вероятность блокировки передачи данных на абонентских узлах из-за отсутствия
свободной длины волны.

Рассмотрим модель передачи трафика от одного абонентского узла к линейному
терминалу в сети I, значения параметров которой приведены в табл. 3.

Таблица 3
Значения параметров модели совместного функционирования абонентских

узлов

Параметр Значение

𝐾 2
𝑅 28
b𝑇 (1; 2)
𝜌𝑇 (0, 8; 0, 25)

Рассмотрим зависимость вероятности блокировки 𝑘-заявок в модели передачи
трафика от одного абонентского узла к линейному терминалу в сети I от изменения
вероятности отсутствия блокировки передачи данных на абонентском узле.

На рис. 3 представлен график зависимости 𝜋1 и 𝜋2 от изменения значения пара-
метра 𝛼.

Значения параметра 𝛼 := 𝛼1 рассчитаны по формулам (1)–(3) исходя из моде-
ли совместного функционирования абонентских узлов в сети I, параметры которой
приведены в табл. 2, при фиксированном 𝐿 = 16.


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2

0
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0,5
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Рис. 3 Зависимость вероятностей блокировки заявок от вероятности 

отсутствия блокировки передачи данных 
С увеличением вероятности отсутствия блокировки передачи данных на 

абонентском узле вследствие увеличения числа длин волн, предоставляемых в 

сети I, вероятность блокировки k -заявок уменьшается. 
Значение вероятности отсутствия блокировки передачи данных на абонентском 

узле прямо пропорционально числу W  длин волн и обратно пропорционально 

числу L  абонентских узлов в сети I. 

4. Заключение 

В настоящей статье построена математическая модель передачи восходящего 

потока мультисервисного трафика от одного абонентского узла к линейному 

терминалу в сети I и предложен алгоритм нахождения вероятностей блокировки 

заявок. Приводится пример численного анализа, в котором отражена роль 

параметра   при выборе оптимального режима функционирования абонентских 

узлов. 
Авторы предполагают использовать представленный в статье подход для 

построения алгоритма расчета вероятностей блокировки заявок в модели передачи 

восходящего потока приоритетного трафика в сети I. 
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С увеличением вероятности отсутствия блокировки передачи данных на абонент-
ском узле вследствие увеличения числа длин волн, предоставляемых в сети I, веро-
ятность блокировки 𝑘-заявок уменьшается.

Значение вероятности отсутствия блокировки передачи данных на абонентском
узле прямо пропорционально числу 𝑊 длин волн и обратно пропорционально числу
𝐿 абонентских узлов в сети I.

4. Заключение

В настоящей статье построена математическая модель передачи восходящего по-
тока мультисервисного трафика от одного абонентского узла к линейному терми-
налу в сети I и предложен алгоритм нахождения вероятностей блокировки заявок.
Приводится пример численного анализа, в котором отражена роль параметра 𝛼 при
выборе оптимального режима функционирования абонентских узлов.

Авторы предполагают использовать представленный в статье подход для постро-
ения алгоритма расчёта вероятностей блокировки заявок в модели передачи восхо-
дящего потока приоритетного трафика в сети I.
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Probability Characteristic Analysis and Computation Algorithm

of One ONU Upstream in WDM-TDMA PON
G. P. Basharin, Yu. V. Gaidamaka, N. V. Rusina

Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow, Russia

Nowadays, the telecommunication industry undergoes fundamental changes, associated with
transition from voice to data-link systems. It‘s due to telecommunication network revolution,
rapid growth of user count, increasing number of provide service and quality of service. Access
network evaluation is being conducted in both directions, such as high bit rate access devel-
opment for providing high quality of service and decrease length of cooper wiring in local line
networks. Data traffic dominates in the networks and requires the creation of networks with
high bandwidth based on packet switching. Therefore, it‘s paid special attention to the net-
works, which are based on optical and optoelectronic components. Passive optical network is
an all optical network based on passive optical components only, which exclude the conversion
of electrical signal into optical form and vice verso. Traffic transmission in the networks may
be implemented using time division multiple access (TDMA) and wavelength division multi-
plexing (WDM) technologies. In the present paper, we propose a fragment of the multiservice
passive optical network with upstream traffic carrying considering the functioning process of op-
tical network units (ONU) and the principle of wavelength dynamic distribution. These results
are used in the blocking probability analysis of the model.

Key words and phrases: Passive Optical Network (PON), Optical Line Terminal (OLT),
Optical Network Unit (ONU), upstream, Wavelength Division Multiplexing (WDM), Time Di-
vision Multiple Access (TDMA), blocking probability
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Аппроксимация решения краевых задач
локально-кубическим сплайном
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Построен явный локально-кубический сплайн для аппроксимации гладких функций и
рассмотрены его аппроксимативные свойства. Предложена сплайн-схема для численного
решения краевых задач, основанная на свойствах локально-кубического сплайна и обычно-
го коллокационного кубического сплайна. Схема реализуется путём последовательного ре-
шения двух трёхдиагональных систем, отличающихся друг от друга лишь правой частью,
что позволяет использовать метод трёхточечной прогонки. Это свидетельствует о том, что
данный алгоритм является эффективным, количество операций линейно зависит от числа
узлов сетки. Доказано, что построенный сплайн обладает такими же аппроксимативными
свойствами, что и локально-кубический сплайн. Таким образом, в данной работе фактиче-
ски рассматриваются вопросы аппроксимации решений краевых задач. Предложенная схе-
ма позволяет найти решение краевой задачи и его первую и вторую производные в узлах
равномерной сетки с точностью четвёртого порядка по шагу сетки. Теоретические выво-
ды подтверждены численными экспериментами. Благодаря хорошим аппроксимативным
свойствам и простоте алгоритма реализации предложенный метод может быть применён
для численного решения краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка, которые часто встречаются как в математике, физике, так и в области
естественных и инженерных наук.

Ключевые слова: краевые задачи, кубический сплайн, повышенная точность

1. Введение
Пусть требуется найти решение краевой задачи

𝐿𝑢 ≡ 𝑦′′ + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], (1)

𝑒1𝑦(𝑎) ≡ 𝜃1𝑦(𝑎) + 𝛽1𝑦
′(𝑎) = 𝛾1,

𝑒2𝑦(𝑏) ≡ 𝜃2𝑦(𝑏) + 𝛽2𝑦
′(𝑏) = 𝛾2.

(2)

Здесь 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) и 𝑓(𝑥) достаточно гладкие функции, причём 𝑞(𝑥) < 0 на [𝑎, 𝑏].
Постоянные в краевых условиях (2) заданы, и 𝜃𝑖 > 0, 𝛽1 6 0, 𝛽2 > 0. В даль-

нейшем мы считаем, что решение задачи (1), (2) существует и единственно, и оно
является достаточно гладким. Для численного решения задачи (1), (2) введена на
[𝑎, 𝑏] равномерная сетка ∆𝑁 = {𝑥𝑖 = 𝑎+ 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 , ℎ = 𝑏−𝑎

𝑁 }. Ищем решение
задачи (1), (2) в виде кубических сплайнов класса 𝐶2[𝑎, 𝑏], т.е.

𝑦(𝑥) ≈ 𝑆(𝑥) =

𝑁+1∑︁
𝑗=−1

𝛼𝑗𝐵𝑗(𝑥), (3)

где 𝐵𝑗(𝑥) — нормализованные кубические 𝐵-сплайны [1].

Статья поступила в редакцию 27 января 2016 г.
Работа выполнена в рамках гранта SST_007/2015 фонда науки и технологии Монголии.



14 Вестник РУДН. СерияМатематика. Информатика. Физика. № 2, 2016. С. 13–23

Для использования 𝐵-представления (3) предполагается, что дополнена равно-
мерная сетка ∆𝑁 с точками

𝑥−3 < 𝑥−2 < 𝑥−1 < 𝑥0, 𝑥𝑁 < 𝑥𝑁+1 < 𝑥𝑁+2 < 𝑥𝑁+3. (4)

Хорошо известный метод сплайн-коллокации

𝐿𝑆(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁,

𝑒1𝑆(𝑎) = 𝛾1, 𝑒2𝑆(𝑏) = 𝛾2,
(5)

даёт систему [1]

𝐴𝑖𝛼𝑖−1 − 𝐶𝑖𝛼𝑖 +𝐵𝑖𝛼𝑖+1 = ℎ2𝑓𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, (6a)

(𝜃1ℎ− 3𝛽1)𝛼−1 + 4ℎ𝜃1𝛼0 + (𝜃1ℎ+ 3𝛽1)𝛼1 = 6ℎ𝛾1,

(𝜃2ℎ− 3𝛽2)𝛼𝑁−1 + 4ℎ𝜃2𝛼𝑁 + (𝜃2ℎ+ 3𝛽2)𝛼𝑁+1 = 6ℎ𝛾2,
(6b)

где

𝐴𝑖 = −ℎ
2
𝑝𝑖 +

ℎ2

6
𝑞𝑖, 𝐶𝑖 = 2 − 2

3
ℎ2𝑞𝑖, 𝐵𝑖 = 1 +

ℎ

2
𝑝𝑖 +

ℎ2

6
𝑞𝑖.

Система (6) имеет единственное решение при достаточно малом ℎ и решается
методом трёхточечной прогонки. Для коллокационного сплайна справедливы [1]

𝑆
(𝑟)
𝑖 − 𝑦

(𝑟)
𝑖 = 𝑂(ℎ2), 𝑟 = 0, 1, 2, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁. (7a)

Благодаря аппроксимативному свойству (7a) и простоте алгоритма построения
метод сплайн-коллокации, как и метод конечных разностей, часто применяется на
практике. В работе [2] была доказана следующая лемма.

Лемма 1. Пусть 𝑟(𝑥), 𝑞(𝑥) и 𝑓(𝑥) в уравнении (1) достаточно гладкие функ-
ции. Тогда для коллокационного кубического сплайна, удовлетворяющего уравнению
(5), справедливы соотношения

∆2𝑆′′
𝑖 = 𝑦𝐼𝑉𝑖 +𝑂(ℎ2), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, (7b)

где

∆2𝑆′′
𝑖 =

1

ℎ2

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑆′′
𝑖+1 − 2𝑆′′

𝑖 + 𝑆′′
𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

2𝑆′′
0 − 5𝑆′′

1 + 4𝑆′′
2 − 𝑆′′

3 , 𝑖 = 0,

2𝑆′′
𝑁 − 5𝑆′′

𝑁−1 + 4𝑆′′
𝑁−2 − 𝑆′′

𝑁−3, 𝑖 = 𝑁.

(7c)

Следует отметить, что в работах [3,4] на основе использования свойств квази-ин-
терполяционных кубических сплайнов построены также сплайн-схемы повышенной
точности для решения краевых задач (1), (2).

В последнее время появились много работ, в которых применён локально-кубиче-
ский сплайн в численном анализе [5–7], особенно в построении явных схем для чис-
ленного решения различных нелинейных уравнений в частных производных [8,9]. В
данной работе построен локально-кубический сплайн для решения краевой задачи
(1), (2) и получены схемы решения обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) второго порядка, которые дают тот же порядок аппроксимации и для реше-
ния и для его производных первого и второго порядка на узлах сетки.
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2. Локально-кубический сплайн для решения краевой
задачи

Пусть решение краевой задачи (1), (2) известно, и построим для него локально-
кубический сплайн. В работе [5] был предложен локально-кубический сплайн

𝑆(𝛼) =

𝑁+1∑︁
𝑗=−1

𝛼̂𝑗𝐵𝑗(𝑥), (8)

где

𝛼̂𝑘 = 𝑦𝑘 +
1

3(ℎ𝑘 + ℎ𝑘−1)

(︂
ℎ2𝑘
𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1

ℎ𝑘−1
− ℎ2𝑘−1

𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘
ℎ𝑘

)︂
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 − 1, (9a)

𝛼̂0 = 𝑦0 +
ℎ0 − ℎ−1

3
𝑦′0 −

ℎ0ℎ−1

6
𝑦′′0 ,

𝛼̂−1 = 𝑦0 − 𝜔ℎ0𝑦
′
0 +

ℎ20𝜔
2

3
𝑦′′0 ,

(9b)

𝛼̂𝑁 = 𝑦𝑁 +
ℎ𝑁 − ℎ𝑁−1

3
𝑦′𝑁 − ℎ𝑁ℎ𝑁−1

6
𝑦′′𝑁 ,

𝛼̂𝑁+1 = 𝑦𝑁 + 𝜔ℎ𝑁−1𝑦
′
𝑁 +

ℎ2𝑁−1𝜔
2

3
𝑦′′𝑁 .

(9c)

Здесь ℎ𝑘 = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘, (ℎ−2 = ℎ−1 = 𝜔ℎ0, ℎ𝑁+1 = ℎ𝑁 = 𝜔ℎ𝑁−1), и 𝜔 > 0 – заданный
параметр.

Показано, что данный локально-кубический сплайн обладает таким же аппрок-
симативным свойством, как и интерполяционный кубический сплайн. В случае рав-
номерной сетки формулы (9) принимают вид

𝛼̂𝑘 =
−𝑦𝑘−1 + 8𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1

6
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, (10a)

𝛼̂0 = 𝑦0 −
ℎ2

6
𝑦′′0 , 𝛼̂𝑁 = 𝑦𝑁 − ℎ2

6
𝑦′′𝑁 , (10b)

2𝛼0 + 𝛼̂−1 = 3𝑦0 − ℎ𝑦′0, 2𝛼̂𝑁 + 𝛼̂𝑁+1 = 3𝑦𝑁 + ℎ𝑦′𝑁 . (10c)

Для аппроксимации производных в (10b) и (10c) мы используем формулы

𝑦′0 =
1

6ℎ
(−11𝑦0 + 18𝑦1 − 9𝑦2 + 2𝑦3) +𝑂(ℎ3),

𝑦′𝑁 =
1

6ℎ
(11𝑦𝑁 − 18𝑦𝑁−1 + 9𝑦𝑁−2 − 2𝑦𝑁−3) +𝑂(ℎ3),

(11a)

𝑦′′0 =
1

ℎ2
(2𝑦0 − 5𝑦1 + 4𝑦2 − 𝑦3) +𝑂(ℎ2),

𝑦′′𝑁 =
1

ℎ2
(2𝑦𝑁 − 5𝑦𝑁−1 + 4𝑦𝑁−2 − 𝑦𝑁−3) +𝑂(ℎ2),

(11b)

которые справедливы при условии 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶4[𝑎, 𝑏].

В результате подстановки (11) в (10b) и (10c) мы находим 𝛼̂0, 𝛼̂𝑁 , 2𝛼̂0 + 𝛼̂−1 и
2𝛼̂𝑁 + 𝛼̂𝑁+1 с точностью 𝑂(ℎ4), и это не снижает точность локально-кубического
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сплайна. Таким образом, мы построили на равномерной сетке полностью локально-
кубический сплайн, в котором коэффициенты определяются формулами:

𝛼̂𝑘 =
−𝑦𝑘−1 + 8𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1

6
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

𝛼̂0 =
1

6
(4𝑦0 + 5𝑦1 − 4𝑦2 + 𝑦3), 𝛼̂𝑁 =

1

6
(4𝑦𝑁 + 5𝑦𝑁−1 − 4𝑦𝑁−2 + 𝑦𝑁−3),

𝛼̂−1 =
1

6
(21𝑦0 − 28𝑦1 + 17𝑦2 − 4𝑦3),

𝛼̂𝑁+1 =
1

6
(21𝑦𝑁 − 28𝑦𝑁−1 + 17𝑦𝑁−2 − 4𝑦𝑁−3) .

(12)

Отметим, что в работе [6] положили ℎ−2 = ℎ−1 = ℎ𝑁+1 = ℎ𝑁 = 0, что соответ-
ствует 𝜔 = 0. Тогда формулы (9b), (9c) приобретают вид

𝛼̂−1 = 𝑦0, 𝛼̂0 = 𝑦0 +
ℎ

3
𝑦′0, 𝛼̂𝑁+1 = 𝑦𝑁 , 𝛼̂𝑁 = 𝑦𝑁 − ℎ

3
𝑦′𝑁 . (13)

Если использовать формулу (11a) в последних равенствах, то получим локально-
кубический сплайн, полученный в [6], в котором базисные 𝐵𝑗-сплайны отличны от
нуля на интервале (𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+4). В отличие от (12) коэффициенты локально-кубического
сплайна определяются формулами:

𝛼̂𝑘 =
−𝑦𝑘−1 + 8𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1

6
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

𝛼̂−1 = 𝑦0, 𝛼̂0 =
7𝑦0 + 18𝑦1 − 9𝑦2 + 2𝑦3

18
,

𝛼̂𝑁+1 = 𝑦𝑁 , 𝛼̂𝑁 =
7𝑦𝑁 + 18𝑦𝑁−1 − 9𝑦𝑁−2 + 2𝑦𝑁−3

18
.

(14)

Для локально-кубического сплайна (8) с коэффициентами, заданными формулой
(12), имеют места соотношения:

𝑆′′(𝑥0) =
1

ℎ2
(2𝑦0 − 5𝑦1 + 4𝑦2 − 𝑦3), 𝑆′′(𝑥1) =

1

ℎ2
(𝑦0 − 2𝑦1 + 𝑦2),

𝑆′′(𝑥𝑖) =
1

6ℎ2
(−𝑦𝑖−2 + 10𝑦𝑖−1 − 18𝑦𝑖 + 10𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖+2), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

𝑆′′(𝑥𝑁 ) =
1

ℎ2
(2𝑦𝑁 − 5𝑦𝑁−1 + 4𝑦𝑁−2 − 𝑦𝑁−3),

𝑆′′(𝑥𝑁−1) =
1

ℎ2
(𝑦𝑁 − 2𝑦𝑁−1 + 𝑦𝑁−2);

(15)

𝑆′(𝑥0) =
1

6ℎ
(−11𝑦0 + 18𝑦1 − 9𝑦2 + 2𝑦3), 𝑆′(𝑥1) =

1

6ℎ
(2𝑦0 − 3𝑦1 + 6𝑦2 − 𝑦3),

𝑆′(𝑥𝑖) =
1

12ℎ
(𝑦𝑖−2 − 8𝑦𝑖−1 + 8𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖−2), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

𝑆′(𝑥𝑁−1) =
1

6ℎ
(2𝑦𝑁 + 3𝑦𝑁−1 − 6𝑦𝑁−2 + 𝑦𝑁−3),

𝑆′(𝑥𝑁 ) =
1

6ℎ
(11𝑦𝑁 − 18𝑦𝑁−1 + 9𝑦𝑁−2 − 2𝑦𝑁−3)

(16)
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и
𝑆(𝑥𝑖) =

1

36
(−𝑦𝑖−2 + 4𝑦𝑖−1 + 30𝑦𝑖 + 4𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖+2), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

𝑆(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, 𝑖 = 0, 1, 𝑁 − 1, 𝑁.
(17)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶6[𝑎, 𝑏]. Тогда для локально-кубического сплайна, ап-
проксимируюшего функцию 𝑦(𝑥), справедливы соотношения

𝑆(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 −
ℎ4

36
𝑦𝐼𝑉𝑖 +𝑂(ℎ6), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2, (18)

𝑆(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, 𝑖 = 0, 1, 𝑁 − 1, 𝑁,

𝑆′(𝑥𝑖) = 𝑦′𝑖 +𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

𝑆′(𝑥0) = 𝑦′0 +
ℎ3

4
𝑦𝐼𝑉0 +𝑂(ℎ4),

𝑆′(𝑥1) = 𝑦′1 −
ℎ3

12
𝑦𝐼𝑉1 +𝑂(ℎ4),

𝑆′(𝑥𝑁 ) = 𝑦′𝑁 +
ℎ3

4
𝑦𝐼𝑉𝑁 +𝑂(ℎ4),

𝑆′(𝑥𝑁−1) = 𝑦′𝑁−1 −
ℎ3

12
𝑦𝐼𝑉𝑁−1 +𝑂(ℎ4)

(19)

и

𝑆′′(𝑥𝑖) = 𝑦′′𝑖 − ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 +𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

𝑆′′(𝑥0) = 𝑦′′0 +
ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉0 − ℎ2𝑦𝐼𝑉1 +𝑂(ℎ4),

𝑆′′(𝑥1) = 𝑦′′1 +
ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉1 +𝑂(ℎ4),

𝑆′′(𝑥𝑁−1) = 𝑦′′𝑁−1 +
ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑁 +𝑂(ℎ4),

𝑆′′(𝑥𝑁 ) = 𝑦′′𝑁 +
ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑁 − ℎ2𝑦𝐼𝑉𝑁−1 +𝑂(ℎ4).

(20)

Доказательство. Формулы (18), (19) и (20) непосредственно проверяются с
учётом (13), (14), (15) и 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶6[𝑎, 𝑏]. �

3. Аппроксимация решения краевых задач кубическим
сплайном

Чтобы построить кубический сплайн, аппроксимирующий решения краевой за-
дачи (1), (2) мы используем теорему 1. Согласно формул (19) и (20) имеем

𝑆′′
0 + 𝑝0𝑆

′
0 + 𝑞0𝑆0 = 𝑓0 +

ℎ2

12
(1 − 3ℎ𝑝0)𝑦𝐼𝑉0 − ℎ2𝑦𝐼𝑉1 +𝑂(ℎ4),

𝑆′′
1 + 𝑝1𝑆

′
1 + 𝑞1𝑆1 = 𝑓1 +

ℎ2

12
(1 − ℎ𝑝1)𝑦𝐼𝑉1 +𝑂(ℎ4),
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𝑆′′
𝑖 + 𝑝𝑖𝑆

′
𝑖 + 𝑞𝑖𝑆𝑖 = 𝑓𝑖 −

ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 +𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

𝑆′′
𝑁−1 + 𝑝𝑁−1𝑆

′
𝑁−1 + 𝑞𝑁−1𝑆𝑁 = 𝑓𝑁−1 +

ℎ2

12
(1 − ℎ𝑝𝑁−1)𝑦𝐼𝑉𝑁−1 +𝑂(ℎ4),

𝑆′′
𝑁 + 𝑝𝑁𝑆

′
𝑁 + 𝑞𝑁𝑆𝑁 = 𝑓𝑁 +

ℎ2

12
(1 − 3ℎ𝑝𝑁 )𝑦𝐼𝑉𝑁 − ℎ2𝑦𝐼𝑉𝑁−1 +𝑂(ℎ4).

Эти уравнения можно записать в единообразном виде:

𝑆′′
𝑖 + 𝑝𝑖𝑆

′
𝑖 + 𝑞𝑖𝑆𝑖 = 𝑓𝑖 −

ℎ2

12
𝐷𝑖 +𝑂(ℎ4), (21)

где

𝐷𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− (1 − 3ℎ𝑝0)𝑦𝐼𝑉0 + 12𝑦𝐼𝑉1 , 𝑖 = 0,

− (1 − ℎ𝑝1)𝑦𝐼𝑉1 , 𝑖 = 1,

𝑦𝐼𝑉𝑖 , 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2

− (1 − ℎ𝑝𝑁−1)𝑦𝐼𝑉𝑁−1, 𝑖 = 𝑁 − 1,

− (1 − 3ℎ𝑝𝑁 )𝑦𝐼𝑉𝑁 + 12𝑦𝐼𝑉𝑁−1, 𝑖 = 𝑁.

(22)

Согласно лемме 1 можно заменить 𝑦𝐼𝑉𝑖 в (22) через (7b) без потери точности. В
результате мы имеем

𝑆′′
𝑖 + 𝑝𝑖𝑆

′
𝑖 + 𝑞𝑖𝑆𝑖 = 𝑓𝑖 −

ℎ2

12
𝐷̂𝑖 +𝑂(ℎ4), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, (23)

где

𝐷𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− (1 − 3ℎ𝑝0)∆2𝑆′′
0 + 12∆2𝑆′′

1 , 𝑖 = 0,

− (1 − ℎ𝑝1)∆2𝑆′′
1 , 𝑖 = 1,

∆2𝑆′′
𝑖 , 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

− (1 − ℎ𝑝𝑁−1)∆2𝑆′′
𝑁−1, 𝑖 = 𝑁 − 1,

− (1 − 3ℎ𝑝𝑁 )∆2𝑆′′
𝑁 + 12∆2𝑆′′

𝑁−1, 𝑖 = 𝑁.

(24)

Пренебрегая 𝑂(ℎ4) членами в (23), мы приходим

𝑆′′
𝑖 + 𝑝𝑖𝑆

′
𝑖 + 𝑞𝑖𝑆𝑖 = 𝑓𝑖 −

ℎ2

12
𝐷̂𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁. (25)

Таким образом, построение кубического сплайна, аппроксимируюшего решения
краевой задачи (1), (2), сводится к последовательному решению задач (5) и (25),
т.е. сначала строится коллокационный кубический сплайн 𝑆(𝑥), удовлетворяющий
уравнению (5). Потом строится сплайн 𝑆(𝑥), удовлетворяющий уравнению (25) и
краевому условию

𝑒1𝑆0 = 𝛾1, 𝑒2𝑆𝑁 = 𝛾2, (26)
где

𝛾1 = 𝛾1 +
ℎ𝛽1
4

∆2𝑆′′
0 , 𝛾2 = 𝛾2 +

ℎ𝛽2
4

∆2𝑆′′
𝑁 .

Задача (25) отличается от задачи (5) лишь правой частью. Из Леммы 1.1 и Тео-
ремы 2.1 непосредственно вытекает
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Следствие. Справедливы соотношения:

𝑦
′

0 = 𝑆
′

0 −
ℎ3

4
∆2𝑆′′

0 +𝑂(ℎ4),

𝑦′1 = 𝑆′
1 +

ℎ3

12
∆2𝑆′′

1 +𝑂(ℎ4),

𝑦′𝑖 = 𝑆′
𝑖 +𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, . . . , 𝑁 − 2,

𝑦′𝑁−1 = 𝑆′
𝑁−1 +

ℎ3

12
∆2𝑆′′

𝑁−1 +𝑂(ℎ4),

𝑦′𝑁 = 𝑆′
𝑁 − ℎ3

4
∆2𝑆′′

𝑁 +𝑂(ℎ4),

(27a)

𝑦′′0 = 𝑆′′
0 +

10𝑆′′
0 − 19𝑆′′

1 + 8𝑆′′
2 + 𝑆′′

3

12
+𝑂(ℎ4),

𝑦′′1 = 𝑆′′
1 − ℎ

12
∆2𝑆′′

1 +𝑂(ℎ4),

𝑦′′𝑖 = 𝑆′′
𝑖 +

ℎ2

12
∆2𝑆′′

𝑖 +𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

𝑦′′𝑁−1 = 𝑆′′
𝑁−1 −

ℎ2

12
∆2𝑆′′

𝑁−1 +𝑂(ℎ4),

𝑦′′𝑁 = 𝑆′′
𝑁 +

10𝑆′′
𝑁 − 19𝑆′′

𝑁−1 + 8𝑆′′
𝑁−2 + 𝑆′′

𝑁−3

12
+𝑂(ℎ4),

(27b)

𝑦𝑖 = 𝑆𝑖 +𝑂(ℎ4), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁. (27c)

Справедлива следующая теорема:

Теорема 2. Для построенного сплайна 𝑆(𝑥) справедливы соотношения (18),
(19) и (20).

Доказательство. Пусть 𝑆(𝑥) удовлетворяет (25) вместе соответствующими кра-
евыми условиями. Используя Лемму 1.1, запишем (25) в виде

𝑆′′
𝑖 −𝑦′′𝑖 −

ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 +ℎ2𝑦𝐼𝑉𝑖±1 +𝑝𝑖(𝑆

′
𝑖−𝑦′𝑖−

ℎ3

4
𝑦𝐼𝑉𝑖 ) + 𝑞𝑖(𝑆𝑖−𝑦𝑖) = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 0, 𝑁, (28a)

𝑆′′
𝑖 − 𝑦′′𝑖 − ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 + 𝑝𝑖(𝑆

′
𝑖 − 𝑦′𝑖 +

ℎ3

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 ) + 𝑞𝑖(𝑆𝑖 − 𝑦𝑖) = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 1, 𝑁 − 1, (28b)

𝑆′′
𝑖 − 𝑦′′𝑖 +

ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 + 𝑝𝑖(𝑆

′
𝑖 − 𝑦′𝐼) + 𝑞𝑖(𝑆𝑖 − 𝑦𝑖) = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2. (28c)

В уравнении (28a) знак + (−) соответствует случаю 𝑖 = 0 (𝑖 = 𝑁). Теперь вычтем
уравнения (28) из уравнений (23). В результате мы имеем

(𝑆 − 𝑆)′′𝑖 + 𝑝𝑖(𝑆 − 𝑆)𝑖 + 𝑞𝑖(𝑆 − 𝑆)𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁,

𝑒1(𝑆 − 𝑆)0 = 0, 𝑒2(𝑆 − 𝑆)𝑁 = 0.
(29)

Обозначим

𝑆 − 𝑆 =

𝑁+1∑︁
𝑗=−1

𝑑𝑗𝐵𝑗(𝑥), 𝑑𝑗 = 𝛼̂𝑗 − 𝛼̃𝑗 . (30)
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В терминах коэффициентов 𝑑𝑗 уравнения (27) записывается в виде⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴𝑖𝑑𝑖−1 − 𝐶𝑖𝑑𝑖 +𝐵𝑖𝑑𝑖+1 = 𝑂(ℎ6), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁,

(𝜃1ℎ− 3𝛽1)𝑑−1 + 4ℎ𝜃1𝑑0 + (𝜃1ℎ+ 3𝛽1)𝑑1 = 0,

(𝜃2ℎ− 3𝛽2)𝑑𝑁−1 + 4ℎ𝜃2𝑑𝑁 + (𝜃2ℎ+ 3𝛽2)𝑑𝑁+1 = 0.

(29’)

Матрица системы (29’) имеет диагональное преобладание:

𝐶𝑖 −𝐴𝑖 −𝐵𝑖 = −ℎ
2

3
𝑞𝑖 > 0 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁.

Следовательно, система (29’) имеет единственное решение и имеет место

𝑑𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = −1, 0, 1, . . . , 𝑁,𝑁 + 1. (31)

Из (30), с учётом (31), имеем

𝑆(𝑥) − 𝑆(𝑥) = 𝑂(ℎ4), ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (32)

С учётом (18) и (32) мы приходим

𝑆𝑖 − 𝑦𝑖 = 𝑆𝑖 − 𝑆𝑖 + 𝑆𝑖 − 𝑦𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 (33a)

т.e. формула (18) справедлива 𝑂(ℎ4). Из (28c) и (33a) следует, что(︂
𝑆′′
𝑖 − 𝑦′′𝑖 +

ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖

)︂
+ 𝑝𝑖(𝑆

′
𝑖 − 𝑦′𝑖) = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2. (33b)

Далее, из (30) и (31), получаем

𝑆′
𝑖 − 𝑆′

𝑖 =
𝑑𝑖+1 − 𝑑𝑖−1

2ℎ
= 𝑂(ℎ3),

𝑆′′
𝑖 − 𝑆′′

𝑖 =
𝑑𝑖+1 − 2𝑑𝑖 + 𝑑𝑖−1

ℎ2
= 𝑂(ℎ2) 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁.

(34)

Если учесть (19) и (34), то ясно, что выражения в квадратных скобках в урав-
нении (33b) являются малыми величинами относительно ℎ (по крайне мере 𝑂(ℎ2)).
Если 𝑝𝑖 = 0 в (33b), то

𝑆′′
𝑖 − 𝑦′′𝑖 +

ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2. (35)

Если же 𝑝𝑖 ̸= 0, то из (33b) следует, что выражения в квадратных скобках яв-
ляются малыми величинами одного и того же порядка, а следовательно, согласно
(33b) их порядок равен четвёртому, т.е

𝑆′′
𝑖 − 𝑦′′𝑖 + ℎ2/12 · 𝑦𝐼𝑉𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑆′

𝑖 − 𝑦′𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2.

Аналогичным образом из (28a) и (28b) непосредственно вытекают

𝑆′′
𝑖 − 𝑦′′𝑖 − ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 + ℎ2𝑦𝐼𝑉𝑖±1 = 𝑂(ℎ4), 𝑆′

𝑖 − 𝑦′𝑖 −
ℎ3

4
𝑦𝐼𝑉𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 0, 𝑁,
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𝑆′′
𝑖 − 𝑦′′𝑖 − ℎ2

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑆′

𝑖 − 𝑦′𝑖 +
ℎ3

12
𝑦𝐼𝑉𝑖 = 𝑂(ℎ4), 𝑖 = 1, 𝑁 − 1

соответственно. Теорема доказана полностью. �

С использованием пятиточечных формул

𝑦′′𝑖 =
1

12ℎ
(−𝑦𝑖−2 + 16𝑦𝑖−1 − 30𝑦𝑖 + 16𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖+2) (36)

𝑦′𝑖 =
1

12ℎ
(𝑦𝑖−2 − 8𝑦𝑖−1 + 8𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖+2), 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2 (37)

можно построить разностную схему повышенной точности. Но, здесь возникают до-
полнительные вопросы об аппроксимации краевых условий и уравнения (1) в точ-
ках 𝑥 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥𝑁−1, 𝑥𝑁 . Полученная пятидиагональная система, к сожалению, не
сводится к решению трёхдиагональной системы, как это имеет место в локально-
кубической аппроксимации. В результате только значения решения в узлах сетки
найдутся с точностью 𝑂(ℎ4). В то время, как видно из Теоремы 3.1, кубический
сплайн, построенный для решения задачи (1), (2) не только аппроксимирует значе-
ния решения, но и его производных. Любопытно отметить, что формула (16) для
𝑆′(𝑥𝑖) полностью совпадает с (37). Как следствие, выполнение соотношения (19)
очевидно.

4. Результаты численных расчётов

Качество схемы проверено на ряде примеров. Рассмотрим тестовую задачу

𝑢′′(𝑥) + sin𝑥 · 𝑢′(𝑥) − 𝑥𝑢(𝑥) = 2(cos𝑥− 1 − 𝑥) · sin𝑥, 𝑥 ∈ [0, 𝜋]

с краевыми условиями
𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0 (I)

и
𝑢(𝑥) − 2𝑢′(𝑥) = −4, 𝑥 = 0; 𝑢(𝑥) +

1

2
𝑢′(𝑥) = −1, 𝑥 = 𝜋. (II)

Точное решение задачи имеет вид 𝑢(𝑥) = 2 sin𝑥.
В табл. 1 приведены численные результаты, полученные на равномерной сетке.

Таблица 1
Численные результаты, полученные на равномерной сетке

Погреш-
ности

I II
ℎ = 𝜋/10 ℎ/2 ℎ/4 𝜎𝑖 ℎ = 𝜋/10 ℎ/2 ℎ/4 𝜎𝑖

𝜀0 1.94-04 5.70-06 3.0-07 5.12 3.99-03 2.68-04 1.71-05 3.89
𝜀1 0.68-02 4.11-04 2.53-05 4.05 4.74-03 3.32-04 2.21-05 3.83
𝜀2 4.64-04 1.55-05 4.88-07 4.90 5.86-03 3.56-04 2.21-05 4.04

Использованы обозначения:

𝜀0 = max
06𝑖6𝑁

|𝑢𝑖 − 𝑆𝑖|, 𝜀1 = max
06𝑖6𝑁

{𝑢′𝑖 − 𝑒𝑖(𝑆
′, 𝑆′′)}, 𝜀2 = max

06𝑖6𝑁
|𝑢′′𝑖 − 𝑒𝑖(𝑆

′′, 𝑆′′)|,
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где

𝑒𝑖(𝑆
′, 𝑆′′) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑆′
𝑖 −

ℎ3

12
∆2𝑆′′

𝑖 , 𝑖 = 0, 𝑁,

𝑆′
𝑖 +

ℎ3

4
∆2𝑆′′

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 − 1,

𝑆′
𝑖, 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

и

𝑒𝑖(𝑆
′′, 𝑆′′) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆′′
𝑖 +

1

12
(10𝑆′′

0 − 19𝑆′′
1 + 8𝑆′′

2 + 𝑆′′
3 ), 𝑖 = 0,

𝑆′′
𝑖 − ℎ2

12
∆2𝑆′′

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 − 1,

𝑆′′
𝑖 +

ℎ2

12
∆2𝑆′′

𝑖 , 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2,

𝑆′′
𝑁 +

1

12
(10𝑆′′

𝑁 − 19𝑆′′
𝑁−1 + 8𝑆′′

𝑁−2 + 𝑆′′
𝑁−3), 𝑖 = 𝑁.

В табл. 1 приведены коэффициенты Рунге 𝜎𝑖 = log2

⃒⃒⃒
𝜀𝑖(ℎ)−𝜀𝑖(ℎ/2)

𝜀𝑖(ℎ/2)−𝜀𝑖(ℎ/4)

⃒⃒⃒
.

Из табл. 1 видно, что порядок сходимости всех величин 𝜀0, 𝜀1, 𝜀2 равен 𝑂(ℎ4). Они
подтверждают теоретические выводы относительно порядка сходимости (Теорема 2,
Следствие).

5. Заключение

В работе предложена сплайн-схема для численного решения краевых задач. До-
казано, что построенный сплайн обладает такими же аппроксимативными свойства-
ми, как локально-кубический сплайн. Следовательно, предлагаемая сплайн-схема
может быть применена с успехом для численного решения краевых задач для ОДУ
второго порядка.
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Problems
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We have constructed an explicit local-cubic spline for the approximation of the smooth func-
tions and have studied the behavior of the approximation. To solve numerically boundary value
problems, a spline-scheme based on the properties of the local-cubic spline and the standard
cubic spline collocation is proposed. The scheme is implemented by sequentially solving two
tridiagonal systems, which allow to use the three-point sweep method and differ from each other
only by matrix of the right-hand side of the equation. It indicates that this algorithm is effi-
cient. The number of operations depends linearly on the number of grid nodes. It is proved that
the constructed spline possesses the same approximation properties as the local-cubic spline.
Thus, in this paper we actually considered the approximation of the solutions of the boundary
value problems. The proposed scheme also allows to find the first and second derivatives of the
solution of the boundary value problem on the uniform grid nodes of the fourth-order accuracy
with respect to the step-size of the grid. The numerical experiments confirm the theoretical or-
der of convergence. Due to good approximation properties and the simplicity of the algorithm
implementation, the proposed method can be applied to solve numerically the boundary value
problems for the second order ordinary differential equations, which often occur in mathematics,
physics, and in the field of natural and engineering sciences.
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Символьно-численное решение уравнения Шредингера для

вращающнгося тела методом диагонализации
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Методом диагонализации найден спектр и собственные функции гамильтониана вращаю-
щегося квантового волчка с тремя произвольными моментами инерции в системе базисных
функций, реализующей все четыре неприводимые представления группы D2, относительно
преобразований которой исходный гамильтониан не изменяется. Для собственных значений
при небольших значениях вращательного момента 𝐽 = 1, 2, 3, 4 были получены аналитиче-
ские формулы, а в случае произвольных значений вращательного момента представлены
системы уравнений, которые с использованием современных компьютерных пакетов при-
кладных программ позволяют достаточно просто вычислить спектр и волновые функции
асимметричного волчка. В качестве примера для вращательного момента J=50 приведе-
ны вычисленные в среде MAPLE собственные значения и их зависимость от параметра
асимметрии.

Ключевые слова: квантовое вращение произвольного твердого тела, гамильтониан,
энергетический спектр, волновые функции, метод диагонализации, символьно-численные
расчеты, математическое моделирование

Введение
Вращательное движение, с точки зрения квантовой механики, является уникаль-

ным коллективным возбуждением в атомных ядрах. Этот тип движения был теоре-
тически предсказан [1–3], затем обнаружен на основе экспериментальных данных по
кулоновскому возбуждению атомных ядер. В настоящее время этому вопросу посвя-
щено много публикаций (см. например, [4–8]). Вращательное движение в квантовых,
в частности ядерных, системах может реализоваться только в том случае, если фор-
ма ядра является не сферической, а имеет вид некоторого сфероида с различными
моментами инерции.

В связи с этим возникает задача вычисления энергетических уровней и их вол-
новых функций квантового асимметричного волчка. На первом этапе таких вычис-
лений естественно не учитывать взаимодействие вращательных и колебательных
движений, так как последние возникают при намного больших энергиях.

Первые численные расчеты энергетических вращательных спектров асимметрич-
ного волчка для небольших значений полного углового момента с использованием
непрерывных дробей были выполнены в работах, которые приведены в классической
монографии [6]. Задача вычисления спектра асимметричного волчка рассматрива-
лась в книгах [9, 10], где получены аналитические выражения для энергетических
уровней с полным угловым моментом 𝐽 = 1, 2, 3, а также в работе [11]. Имеются
замечательные теоретические работы [12,13], в которых задача на собственные зна-
чения гамильтониана асимметричного волчка приводится к уравнению Ламе, хотя
сложность решения которого не уступает первоначальной задаче.

В настоящей работе для гамильтониана вращающегося асимметричного кванто-
вого объекта для нахождения его энергетического спектра и соответствующих вол-
новых функций с учетом инвариантности гамильтониана относительно дискретной
𝐷2 группы получены уравнения, которые практически достаточно просто реали-
зовать в современных математических пакетах символьно-численных вычислений,
например, REDUCE, MAPLE.

Статья поступила в редакцию 24 марта 2016 г.
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Постановка задачи

Требуется решить задачу на собственные значения для следующего оператора
Шредингера

𝐻̂ =
~2𝑀̂2

1

2𝐼1
+

~2𝑀̂2
2

2𝐼2
+

~2𝑀̂2
3

2𝐼3
, (1)

где ~ — постоянная Планка, 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 — главные моменты инерции относительно
осей внутренней системы координат, а операторы 𝑀̂1, 𝑀̂2, 𝑀̂3 определены как [7]

𝑀̂1 = 𝑖

(︂
cos 𝜃3
sin 𝜃2

· 𝜕

𝜕𝜃1
− sin 𝜃3

𝜕

𝜕𝜃2
− cos 𝜃3

tan 𝜃2
· 𝜕

𝜕𝜃3

)︂
,

𝑀̂2 = 𝑖

(︂
−sin 𝜃3

sin 𝜃2
· 𝜕

𝜕𝜃1
− cos 𝜃3

𝜕

𝜕𝜃2
+

sin 𝜃3
tan 𝜃2

· 𝜕

𝜕𝜃3

)︂
, 𝑀̂3 = −𝑖 𝜕

𝜕𝜃3
,

(2)

здесь 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 — углы Эйлера (0 6 𝜃1 6 2𝜋, 0 6 𝜃2 6 𝜋, 0 6 𝜃3 6 2𝜋), определяющие
положение вращающегося волчка в пространстве в системе координат, жестко свя-
занной с телом. Так как атомные ядра [7, 8] имеют вращательные спектры, то они
могут быть описаны собственными значениями и функциями гамильтониана (1).

Операторы 𝑀̂1, 𝑀̂2, 𝑀̂3 удовлетворяют следующим правилам коммутации:

𝑀̂𝑚 · 𝑀̂𝑘 − 𝑀̂𝑘 · 𝑀̂𝑚 = −𝑖~
∑︁
𝑙

𝜀𝑚𝑘𝑙𝑀̂𝑙, 𝑚, 𝑘, 𝑙 = 1, 2, 3; 𝑖 =
√
−1, (3)

где 𝜀𝑚𝑘𝑙 — полностью антисимметричный единичный тензор — и представляют со-
бой проекции оператора полного момента импульса или, другими словами, полного
вращательного момента асимметричного волчка 𝐽 , причем имеет место соотноше-
ние

𝐽2 = 𝑀̂2
1 + 𝑀̂2

2 + 𝑀̂2
3 . (4)

Для краткости введем следующие обозначения

𝐴 ≡ ~2

2𝐼1
, 𝐵 ≡ ~2

2𝐼2
, 𝐶 ≡ ~2

2𝐼3
(5)

и без потери общности наложим условие

𝐴 > 𝐵 > 𝐶, (𝐼1 6 𝐼2 6 𝐼3). (6)

Тогда гамильтониан (1) примет выражение

𝐻̂ = 𝐴𝑀̂2
1 +𝐵𝑀̂2

2 + 𝐶𝑀̂2
3 , (7)

которое перепишем в виде

𝐻̂ =
1

2
(𝐴+ 𝐶)𝐽2 +

1

2
(𝐴− 𝐶)(𝑀̂2

1 + 𝜒𝑀̂2
2 − 𝑀̂2

3 ), (8)

где

𝜒 =
2𝐵 −𝐴− 𝐶

𝐴− 𝐶
(9)

есть параметр, определяющий степень асимметрии волчка произвольной формы.
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Сделаем гамильтониан (7) безразмерным. Для этого введем подходящую при
численных расчетах единицу измерения энергии:

𝜀0 ≡ 𝐴+ 𝐶

2
=

~2(𝐼1 + 𝐼2)

4𝐼1𝐼2
, (10)

которая близка к величине первого вращательного уровня.
Тогда безразмерный гамильтониан асимметричного квантового тела вращения

примет вид

𝐻̂ = 𝐽2 +
𝐴− 𝐶

𝐴+ 𝐶
(𝑀̂2

1 + 𝜒𝑀̂2
2 − 𝑀̂2

3 ) (11)

или, если ввести второй параметр

𝜂 ≡ 𝐴− 𝐶

𝐴+ 𝐶
, (12)

характеризующий относительную разность между наибольшим и наименьшим мо-
ментами инерции, то безразмерный гамильтониан, с которым будем производить
дальнейшие вычисления, запишется как

𝐻̂ = 𝐽2 + 𝜂(𝑀̂2
1 + 𝜒𝑀̂2

2 − 𝑀̂2
3 ). (13)

При заданном соотношении между величинами 𝐴 и 𝐶, т. е. для определенного
значения параметра 𝜂, вращательный спектр и собственные функции гамильтониа-
на (13) будут зависеть от единственного параметра 𝜒 асимметрии. Меняя величину
𝐵, которая заключена между 𝐴 и 𝐶, можно получить всевозможные формы твердо-
го эллипсоида: от вытянутой (𝐵 = 𝐶) при 𝜒 = −1 до сплюснутой (𝐴 = 𝐵) при 𝜒 = 1.
При 𝜒 = 0 получаем наиболее несимметричную форму вращающегося эллипсоида
(𝐴+ 𝐶 = 2𝐵). Второй параметр 𝜂 меняется в пределах от 𝜂 = 0, если выполняется
равенство 𝐴 = 𝐶 (при этом, конечно, имеют место равенства 𝐴 = 𝐵 = 𝐶, что соот-
ветствует твердому телу в виде шара), до 𝜂 = 1, если величина 𝐴 −→ ∞(𝐼1 −→ 0).

Самосопряженный дифференциальный оператор (13) можно представить в виде
суммы невозмущенного оператора 𝐻̂0 и возмущения 𝑉 :

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝑉, 𝐻̂0 = 𝐽2, 𝑉 = 𝜂(𝑀̂2
1 + 𝜒𝑀̂2

2 − 𝑀̂2
3 ). (14)

Основные уравнения
Таким образом, наша исходная задача сводится к нахождению безразмерных

собственных значений 𝜀 и собственных функций 𝜓𝐽 дифференциального операто-
ра (14), то есть к решению уравнения Шредингера:

(𝐻̂0 + 𝑉 − 𝐸)𝜓𝐽(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = 0. (15)

Для заданного полного момента 𝐽 решение уравнения (15) будем искать в виде
разложения по следующему полному набору ортогональных функций:

𝜓𝐽(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) =
∑︁
𝑗

∑︁
𝐾

𝐶
(𝑗)
𝐾 · 𝜙(𝑗)

𝐽𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3), (16)

где

𝜙
(𝑗)
𝐽𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) =

1√
2

[𝜙𝐽,𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) + 𝑗𝜙𝐽,−𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)], 𝑗 = ±1,𝐾 > 0, (17)
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с нормировкой∫︁ ∫︁ ∫︁
𝜙
(𝑗)′*
𝐽′𝐾′(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)𝜙

(𝑗)
𝐽𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) sin 𝜃2𝑑𝜃1𝑑𝜃2𝑑𝜃3 = 𝛿𝐽𝐽 ′𝛿𝐾𝐾′𝛿𝑗𝑗′(1 + 𝑗𝛿𝐾,0), (18)

причем квантовое число 𝐾 принимает только целые положительные значения 𝐾 =
0, 1, 2, ..., 𝐽 − 1, 𝐽 при данном целом положительном числе 𝐽 .

Функции 𝜙𝐽𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) являются ортонормированными собственными функция-
ми оператора шарового волчка 𝐻̂0 = 𝐽2 и, как известно (см., например, [7,10]), опре-
деляются через обобщенные сферические функции или функции Вигнера
𝐷𝐽

𝑀𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) следующим образом:

𝜙𝐽𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) =

√︂
2𝐽 + 1

8𝜋2
𝐷𝐽

𝑀𝐾(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3). (19)

Для функций Вигнера имеют место следующие уравнения:

𝐽2𝐷𝐽
𝑀𝐾 = 𝐽(𝐽 + 1)𝐷𝐽

𝑀𝐾 , 𝑀̂3𝐷
𝐽
𝑀𝐾 = 𝐾𝐷𝐽

𝑀𝐾 , 𝑀̂
′

3𝐷
𝐽
𝑀𝐾 = 𝑀𝐷𝐽

𝑀𝐾 , (20)

здесь 𝑀̂
′

3 есть оператор третьей проекции оператора полного момента 𝐽 в непо-
движной системе координат [7], а квантовые числа 𝐾 и 𝑀 являются проекциями
полного вращательного момента 𝐽 на третьи оси внутренней и неподвижной систем
координат соответственно.

Вычисление левой части уравнения (15) с функциями (16) проще произвести с
помощью операторов 𝑀̂(+) и 𝑀̂(−), для которых известны соотношения [10]:

𝑀̂(+)𝐷
𝐽
𝑀𝐾 = − 1√

2

√︀
(𝐽 −𝐾)(𝐽 +𝐾 + 1)𝐷𝐽

𝑀,𝐾+1,

𝑀̂(−)𝐷
𝐽
𝑀𝐾 =

1√
2

√︀
(𝐽 +𝐾)(𝐽 −𝐾 + 1)𝐷𝐽

𝑀,𝐾−1,

(21)

𝑀̂1 =
1√
2

(𝑀̂(−) − 𝑀̂(+)), 𝑀̂2 =
𝑖√
2

(𝑀̂(−) + 𝑀̂(+)). (22)

Используя выражения (21) и (22), находим

𝐽2𝜙
(𝑗)
𝐽𝐾 = 𝐽(𝐽 + 1)𝜙

(𝑗)
𝐽𝐾 , 𝑀̂3𝜙

(𝑗)
𝐽𝐾 = 𝐾𝜙

(𝑗)
𝐽𝐾 ,

𝑀̂2
1𝜙

(𝑗)
𝐽𝐾 = 𝛼(𝐾)𝜙

(𝑗)
𝐽,𝐾+2 + 𝛼(−𝐾)𝜙

(𝑗)
𝐽,𝐾−2 +

1

2
(𝐽2 + 𝐽 −𝐾2)𝜙

(𝑗)
𝐽𝐾 ,

𝑀̂2
2 = −𝛼(𝐾)𝜙

(𝑗)
𝐽,𝐾+2 − 𝛼(−𝐾)𝜙

(𝑗)
𝐽,𝐾−2 +

1

2
(𝐽2 + 𝐽 −𝐾2)𝜙

(𝑗)
𝐽𝐾 ,

(23)

𝛼(𝐾) ≡ 1

4

√︀
(𝐽 +𝐾 + 1)(𝐽 +𝐾 + 2)(𝐽 −𝐾 − 1)(𝐽 −𝐾), (24)

𝛼(𝐾) = 0, если 𝐾 = ±𝐽 и 𝛼(−𝐾) = 0, если 𝐾 = 𝐽 + 1,𝐾 = 𝐽 + 2.

Подставляя выражения (23) в основное уравнение (15), получим∑︁
𝑗,𝐾

𝐶
(𝑗)
𝐾 [(𝐴(𝐽,𝐾) − 𝜀)𝜙

(𝑗)
𝐽𝐾 +𝐵(𝐽,𝐾)𝜙

(𝑗)
𝐽,𝐾+2 +𝐵(𝐽,−𝐾)𝜙

(𝑗)
𝐽,𝐾−2] = 0, (25)
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где для простоты записи введены обозначения:

𝐴(𝐽,𝐾) ≡ 𝐽(𝐽 + 1)(1 +
𝜂

2
(1 + 𝜒)) − 1

2
𝜂𝐾2(3 + 𝜒),

𝐵(𝐽,𝐾) ≡ 𝜂(1 − 𝜒)𝛼(𝐾).
(26)

Уравнение (25) умножим слева на функцию 𝜙
(𝑗)′*
𝐽′𝐾′ и проинтегрируем по всем

переменным (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3). Учитывая условие ортогональности (18) базисных функ-
ций (17), получим следующее уравнение относительно неизвестных коэффициентов
𝐶

(𝑗)
𝐾 и собственных значений 𝜀:

(𝐴(𝐽,𝐾) − 𝜀)(1 + 𝑗𝛿𝐾,0)𝐶
(𝑗)
𝐾 +𝐵(𝐽,𝐾 − 2)𝐶

(𝑗)
𝐾−2+

+𝐵(𝐽,−𝐾 − 2)𝐶
(𝑗)
𝐾+2 + 𝑗𝐵(𝐽,𝐾 − 2)𝐶

(𝑗)
2−𝐾 = 0, (27)

которое представим следующим образом

(𝐴(𝐽,𝐾) − 𝜀)(1 + 𝑗𝛿𝐾,0)𝐶
(𝑗)
𝐾 +𝐵(𝐽,𝐾 − 2)𝐶

(𝑗)
𝐾−2+

+ 𝐵̃(𝐽,𝐾 + 2)𝐶
(𝑗)
𝐾+2 + 𝑗𝐵̃(𝐽, 2 −𝐾)𝐶

(𝑗)
2−𝐾 = 0, (28)

где
𝐵̃(𝐽,𝐾) ≡ 𝐵(𝐽,−𝐾) = 𝜂(1 − 𝜒)𝛼(−𝐾). (29)

Таким образом, решение задачи на собственные значения (16) свелось к решению
однородной системы линейных уравнений относительно неизвестных величин 𝐶

(𝑗)
𝐾 .

В силу однородности системы (27) она имеет нетривиальное решение только при
определенных значениях 𝜀, составляющих спектр исходного оператора (14).

Классификация состояний. Основные уравнения в матричном
виде

Дифференциальный оператор (14) не изменяется при преобразованиях груп-
пы симметрии 𝐷2, кроме тождественного элемента, содержит три операции пово-
ротов на угол 𝜋 вокруг трех декартовых осей координат. Как известно [10], [9],
группа 𝐷2 имеет четыре неприводимых представлений, которые обозначаются как
𝐴,𝐵1, 𝐵2, 𝐵3. Ниже из анализа уравнения (27) будет видно, что выбор базисных
функций в виде (17) реализует указанные четыре неприводимые представления
группы 𝐷2, в соответствии с которыми будут классифицированы собственные со-
стояния асимметричного волчка.

Действительно, непосредственно видно, что основное уравнение (27) распадается
на две независимые однородные линейные системы по отношению к неизвестным
коэффициентам 𝐶

(+)
𝐾 и 𝐶(−)

𝐾 :

(𝑗 = +1) : (𝐴(𝐽,𝐾) − 𝜀)(1 + 𝛿𝐾,0)𝐶
(+)
𝐾 +𝐵(𝐽,𝐾 − 2)𝐶

(+)
𝐾−2+

+ 𝐵̃(𝐽,𝐾 + 2)𝐶
(+)
𝐾+2 + 𝐵̃(𝐽, 2 −𝐾)𝐶

(+)
2−𝐾 = 0, (30)

(𝑗 = −1) : (𝐴(𝐽,𝐾) − 𝜀)(1 − 𝛿𝐾,0)𝐶
(+)
𝐾 +𝐵(𝐽,𝐾 − 2)𝐶

(+)
𝐾−2+

+ 𝐵̃(𝐽,𝐾 + 2)𝐶
(+)
𝐾+2 + 𝐵̃(𝐽, 2 −𝐾)𝐶

(+)
2−𝐾 = 0. (31)
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В свою очередь, каждая из систем (30)–(31) распадается еще на две в зависи-
мости от четности проекции 𝐾 углового момента 𝐽 . Для краткости письма введем
обозначения:

𝑎𝐾 ≡ 𝐴(𝐽,𝐾), 𝑏𝐾 ≡ 𝐵(𝐽,𝐾), 𝑏̃𝐾 ≡ 𝐵̃(𝐽,𝐾) (32)

и представим получаемые системы из систем (30)–(31) в матричном виде. Вначале
выпишем соответствующие матрицы в зависимости от четности полного вращатель-
ного момента и типа симметрии состояний группы 𝐷2.

Если 𝐽 — четное число, то имеем следующие матрицы:

(𝑗 = +1)

𝐴 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑎0 − 𝜀 𝑏0 0 0 0

2𝑏0 𝑎2 − 𝜀 𝑏2 0 0

0 𝑏2 𝑎4 − 𝜀 𝑏4 0

0 0 𝑏4 𝑎6 − 𝜀 𝑏6
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 𝑏𝐽−2 𝑎𝐽 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (33)

𝐵3 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑎1 + 𝑏̃1 − 𝜀 𝑏1 0 0 0

𝑏1 𝑎3 − 𝜀 𝑏3 0 0

0 𝑏3 𝑎5 − 𝜀 𝑏5 0

0 0 𝑏5 𝑎7 − 𝜀 𝑏7
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 𝑏𝐽−3 𝑎𝐽−1 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (34)

(𝑗 = −1)

𝐵1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑎2 − 𝜀 𝑏2 0 0 0

𝑏2 𝑎4 − 𝜀 𝑏4 0 0

0 𝑏4 𝑎6 − 𝜀 𝑏6 0

0 0 𝑏6 𝑎8 − 𝜀 𝑏8
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 𝑏𝐽−2 𝑎𝐽 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (35)

𝐵2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑎1 − 𝑏̃1 − 𝜀 𝑏1 0 0 0

𝑏1 𝑎3 − 𝜀 𝑏3 0 0

0 𝑏3 𝑎5 − 𝜀 𝑏5 0

0 0 𝑏5 𝑎6 − 𝜀 𝑏7
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 𝑏𝐽−3 𝑎𝐽−1 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ . (36)

Матрица 𝐴 для состояний𝐴-типа имеет размерность 𝐽/2+1, а матрицы𝐵1−, 𝐵2−
и 𝐵3 для состояний 𝐵1−, 𝐵2−, 𝐵3−типов — 𝐽/2.

Если же 𝐽 — нечетное число, то

(𝑗 = +1)
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𝐵̄1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑎0 − 𝜀 𝑏0 0 0 0

2𝑏0 𝑎2 − 𝜀 𝑏2 0 0

0 𝑏2 𝑎4 − 𝜀 𝑏4 0

0 0 𝑏4 𝑎6 − 𝜀 𝑏6
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 𝑏𝐽−3 𝑎𝐽−1 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (37)

𝐵̄2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑎1 + 𝑏̃1 − 𝜀 𝑏1 0 0 0

𝑏1 𝑎3 − 𝜀 𝑏3 0 0

0 𝑏3 𝑎5 − 𝜀 𝑏5 0

0 0 𝑏5 𝑎7 − 𝜀 𝑏7
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 𝑏𝐽−2 𝑎𝐽 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (38)

(𝑗 = −1)

𝐴 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑎2 − 𝜀 𝑏2 0 0 0

𝑏2 𝑎4 − 𝜀 𝑏4 0 0

0 𝑏4 𝑎6 − 𝜀 𝑏6 0

0 0 𝑏6 𝑎8 − 𝜀 𝑏8
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 𝑏𝐽−3 𝑎𝐽−1 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (39)

𝐵̄3 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝑎1 − 𝑏̃1 − 𝜀 𝑏1 0 0 0

𝑏1 𝑎3 − 𝜀 𝑏3 0 0

0 𝑏3 𝑎5 − 𝜀 𝑏5 0

0 0 𝑏5 𝑎6 − 𝜀 𝑏7
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 𝑏𝐽−2 𝑎𝐽 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ . (40)

Матрица𝐴 для состояний𝐴-типа имеет размерность (𝐽−1)/2, а матрицы 𝐵̄1−, 𝐵̄2−
и 𝐵̄3 для состояний 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3- типов — (𝐽 + 1)/2.

При получении матриц (33)–(40) приняты во внимание соотношения 𝑏𝐾 = 𝑏̃𝐾+2,
𝑏2𝑘+1 = 𝑏̃2𝑘+3 и 𝑏0 = 𝑏̃0, которые следуют из определения (29).

Теперь запишем системы алгебраических уравнений, которые следуют из урав-
нений (30)–(31), в матричном виде, используя матрицы (33)–(40).

Если полный вращательный момент четный: 𝐽 = 0, 2, 4, ..., то имеем следующие
четыре независимые однородные системы уравнений относительно неизвестных ко-
эффициентов 𝐶(𝑗)

𝐾 :

𝐴𝐶
(+)
𝐴 = 0, 𝐵1𝐶

(−)
𝐵1

= 0, 𝐵2𝐶
(−)
𝐵2

= 0, 𝐵3𝐶
(+)
𝐵3

= 0, (41)
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где
𝐶

(+)
𝐴 = (𝐶

(+)
0 , 𝐶

(+)
2 , 𝐶

(+)
4 , . . . , 𝐶

(+)
𝐽−2, 𝐶

(+)
𝐽 )𝑇 ,

𝐶
(−)
𝐵1

= (𝐶
(−)
2 , 𝐶

(−)
4 , . . . , 𝐶

(−)
𝐽−2, 𝐶

(−)
𝐽 )𝑇 ,

𝐶
(−)
𝐵2

= (𝐶
(−)
1 , 𝐶

(−)
3 , 𝐶

(−)
5 , . . . , 𝐶

(−)
𝐽−3, 𝐶

(−)
𝐽−1)𝑇 ,

𝐶
(+)
𝐵3

= (𝐶
(+)
1 , 𝐶

(+)
3 , 𝐶

(+)
5 , . . . , 𝐶

(+)
𝐽−3, 𝐶

(+)
𝐽−1)𝑇

(42)

есть многомерные векторы, а знак «𝑇» обозначает операцию транспонирования.
Если полный вращательный момент нечетный: 𝐽 = 1, 3, 5, ..., то получаем систе-

мы:
𝐴𝐶

(−)
𝐴 = 0, 𝐵̄1𝐶

(+)
𝐵1

= 0, 𝐵̄2𝐶
(+)
𝐵2

= 0, 𝐵̄3𝐶
(−)
𝐵3

= 0, (43)
где

𝐶
(−)
𝐴 = (𝐶

(−)
2 , 𝐶

(−)
4 , 𝐶

(−)
6 , . . . , 𝐶

(−)
𝐽−3, 𝐶

(−)
𝐽−1)𝑇 ,

𝐶
(+)
𝐵1

= (𝐶
(+)
0 , 𝐶

(+)
2 , 𝐶

(+)
4 , . . . , 𝐶

(+)
𝐽−3, 𝐶

(+)
𝐽−1)𝑇 ,

𝐶
(+)
𝐵2

= (𝐶
(+)
1 , 𝐶

(+)
3 , 𝐶

(+)
5 , . . . , 𝐶

(+)
𝐽−2, 𝐶

(+)
𝐽 )𝑇 ,

𝐶
(−)
𝐵3

= (𝐶
(−)
1 , 𝐶

(−)
3 , 𝐶

(−)
5 , . . . , 𝐶

(−)
𝐽−2, 𝐶

(−)
𝐽 )𝑇 .

(44)

Матричные элементы матриц 𝐴,𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 (четные 𝐽) и 𝐴, 𝐵̄1, 𝐵̄2, 𝐵̄3 (нечетные 𝐽)
содержат величину 𝜀 как параметр.

Частные случаи: 𝐽 = 1, 2, 3, 4

I. Пусть 𝐽 = 1. Состояний 𝐴-типа в этом случае нет, так как получается матрица
нулевого размера, а для состояний 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3-типов, соответственно, имеем урав-
нения:

(𝑎0 − 𝜀)𝐶
(+)
0 = 0, (𝑎1 + 𝑏̃1 − 𝜀)𝐶

(+)
1 = 0, (𝑎1 − 𝑏̃1 − 𝜀)𝐶

(−)
1 = 0, (45)

из которых с учетом определений (24), (26), (29) и (32) находим безразмерные соб-
ственные значения 𝜀:

𝜀(𝐵1) = 2(1 +
𝜂(1 + 𝜒)

2
), 𝜀(𝐵2) = 2, 𝜀(𝐵3) = (2 − 𝜂 + 𝜂𝜒). (46)

Вспоминая единицу измерения энергии (10), которая равна 𝜀0 = 𝐴+𝐶
2 , находим

размерные собственные значения 𝐸 асимметричного волчка для момента 𝐽 = 1:

𝐸(𝐵1) = 𝜀0 · 𝜀(𝐵1) = 𝐴+𝐵,

𝐸(𝐵2) = 𝜀0 · 𝜀(𝐵1) = 𝐴+ 𝐶, 𝐸(𝐵3) = 𝜀0 · 𝜀(𝐵3) = 𝐵 + 𝐶.
(47)

II. Пусть 𝐽 = 2. Из системы алгебраических уравнений для состояний 𝐴-типа{︃
(𝑎0 − 𝜀)𝐶

(+)
0 + 𝑏0𝐶

(+)
2 = 0,

2𝑏0𝐶
(+)
0 + (𝑎2 − 𝜀)𝐶

(+)
2 = 0

(48)

находим два собственных значения состояний из равенства нулю определителя⃦⃦⃦⃦
𝑎0 − 𝜀 𝑏0

2𝑏0 𝑎2 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
= 0, (49)
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что приводит к квадратному уравнению

(6 + 3𝜂 + 3𝜂𝜒− 𝜀)(6 − 3𝜂 + 3𝜂𝜒− 𝜀) − 3𝜂2(1 − 𝜒)2 = 0, (50)

из которого находим

𝜀1,2(𝐴) = 3(2 + 𝜂𝜒) ± 𝜂
√︀

3(4𝜂 − 𝜒). (51)

Для состояний 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3-типов, соответственно, имеем уравнения:

(𝑎2 − 𝜀)𝐶
(−)
2 = 0, (𝑎1 − 𝑏̃1 − 𝜀)𝐶

(−)
1 = 0, (𝑎1 + 𝑏̃1 − 𝜀)𝐶

(+)
1 = 0, (52)

из которых находим три собственных значения:

𝜀(𝐵1) = 6 − 3𝜂 + 𝜂𝜒, 𝜀(𝐵2) = 6 + 4𝜂𝜒, 𝜀(𝐵3) = 6 + 3𝜂 + 4𝜂𝜒. (53)

Размерные собственные значения для состояний 𝐴-типа определяются из урав-
нения

𝐸2 − 4(𝐴+𝐵 + 𝐶)𝐸 + 12(𝐴𝐵 +𝐴𝐶 +𝐵𝐶) = 0, (54)
откуда получаем

𝐸±(𝐴) = 2(𝐴+𝐵 + 𝐶) ± 2
√︀

(𝐴+𝐵 + 𝐶)2 − 3(𝐴𝐵 +𝐴𝐶 +𝐵𝐶) = 0, (55)

а для 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3-типов состояний:

𝐸(𝐵1) = 𝐴+𝐵 + 4𝐶, 𝐸(𝐵2) = 𝐴+ 4𝐵 + 𝐶, 𝐸(𝐵3) = 4𝐴+𝐵 + 𝐶. (56)

III. Пусть 𝐽 = 3. Состояние 𝐴-типа описывается уравнением

(𝑎2 − 𝜀)𝐶
(−)
2 = 0, (57)

а состояния 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3-типов, соответственно, следующими системами уравнений:{︃
(𝑎0 − 𝜀)𝐶

(+)
0 + 𝑏0𝐶

(+)
2 = 0,

2𝑏0𝐶
(+)
0 + (𝑎2 − 𝜀)𝐶

(+)
2 = 0,{︃

(𝑎1 + 𝑏̃− 𝜀1)𝐶
(+)
1 + 𝑏1𝐶

(+)
3 = 0,

𝑏1𝐶
(+)
1 + (𝑎3 − 𝜀)𝐶

(+)
3 = 0,

{︃
(𝑎1 − 𝑏̃1 − 𝜀)𝐶

(−)
1 + 𝑏1𝐶

(−)
3 = 0,

𝑏1𝐶
(−)
1 + (𝑎3 − 𝜀)𝐶

(−)
3 = 0.

(58)

Собственные значения 𝐴-, 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3-типов находятся из уравнений:

𝑎2 − 𝜀 = 0,

⃦⃦⃦⃦
𝑎0 − 𝜀 𝑏0

2𝑏0 𝑎2 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
= 0,⃦⃦⃦⃦

⃦ 𝑎1 + 𝑏̃1 − 𝜀 𝑏1
𝑏1 𝑎3 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦ = 0,

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑎1 − 𝑏̃1 − 𝜀 𝑏1

𝑏1 𝑎3 − 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦ = 0,

(59)

из которых, принимая во внимание определения (24), (26), (29), (32) коэффициентов
𝑎𝐾 и 𝑏𝐾 , находим безразмерные собственные значения:
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𝜀(𝐴) = 12 + 4𝜂𝜒,

𝜀1,2(𝐵1) = (12 + 5𝜂𝜒+ 3𝜂) ± 2𝜂
√︀

4𝜒2 − 6𝜒+ 6,

𝜀1,2(𝐵2) = (12 + 2𝜂𝜒) ± 2𝜂
√︀
𝜒2 + 15,

𝜀1,2(𝐵3) = (12 − 3𝜂 + 5𝜂𝜒) ± 2𝜂
√︀

4𝜒2 + 6𝜒+ 6.

(60)

Для размерных собственных значений (50) можно получить следующие выраже-
ния:

𝐸(𝐴) = 4(𝐴+𝐵 + 𝐶),

𝐸1,2(𝐵1) = (5(𝐴+𝐵) + 2𝐶) ± 2
√︀

4(𝐴−𝐵)2 + 𝐶2 +𝐴𝐵 −𝐴𝐶 −𝐵𝐶,

𝐸1,2(𝐵2) = (5(𝐴+ 𝐶) + 2𝐵) ± 2
√︀

4(𝐴− 𝐶)2 +𝐵2 +𝐴𝐶 −𝐴𝐵 −𝐵𝐶,

𝐸1,2(𝐵3) = (5(𝐵 + 𝐶) + 2𝐴) ± 2
√︀

4(𝐵 − 𝐶)2 +𝐴2 +𝐵𝐶 −𝐴𝐶 −𝐴𝐵.

(61)

Если переписать полученные результаты (51) через моменты инерции согласно
определениям (4), то выражения (51) для собственных значений при 𝐽 = 1, 2, 3
совпадают с формулами, приведенными в книгах [9, 10].

IV. Пусть 𝐽 = 4. В этом случае состояния 𝐴−, 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3-типов описываются,
соответственно, следующими системами алгебраических уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(𝑎0 − 𝜀)𝐶
(+)
0 + 𝑏0𝐶

(+)
2 = 0,

2𝑏0𝐶
(+)
0 + (𝑎2 − 𝜀)𝐶

(+)
2 + 𝑏2𝐶

(+)
4 = 0,

𝑏2(𝑎2 − 𝜀)𝐶
(+)
2 + (𝑎4 − 𝜀)𝐶

(+)
4 = 0,

{︃
(𝑎2 − 𝜀1)𝐶

(−)
2 + 𝑏2𝐶

(−)
4 = 0,

𝑏2𝐶
(−)
2 + (𝑎4 − 𝜀)𝐶

(−)
4 = 0,{︃

(𝑎1 − 𝑏̃1 − 𝜀)𝐶
(−)
1 + 𝑏1𝐶

(−)
3 = 0,

𝑏1𝐶
(−)
1 + (𝑎3 − 𝜀)𝐶

(−)
3 = 0,

{︃
(𝑎1 − 𝑏̃1 − 𝜀)𝐶

(+)
1 + 𝑏1𝐶

(+)
3 = 0,

𝑏1𝐶
(+)
1 + (𝑎3 − 𝜀)𝐶

(+)
3 = 0.

(62)

Безразмерные три собственные значения 𝐴-типа находятся из уравнения 𝜀3 −
20𝜀2(𝜂𝜒−3)−16𝜀(4𝜂2𝜒2−13𝜂2+50𝜂𝜒+75)−320(9𝜂3𝜒−4𝜂2𝜒2+13𝜂2−25𝜂𝜒−25) = 0,
а собственные значения 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3-типов —из уравнений

𝜀2 − 10(𝜂𝜒− 𝜂 + 4)𝜀− 200𝜂 + 200𝜂𝜒+ 9𝜂2𝜒2 − 63𝜂2 − 90𝜂2𝜒+ 400 = 0,

𝜀2 − 20(𝜂𝜒+ 2)𝜀+ 4(100𝜂𝜒+ 16𝜂2𝜒2 − 7𝜂2 + 100) = 0,

𝜀2 − 10(𝜂𝜒+ 𝜂 + 4)𝜀+ 200𝜂 + 200𝜂𝜒+ 9𝜂2𝜒2 − 63𝜂2 − 90𝜂2𝜒+ 400 = 0.

(63)

Решения квадратных уравнений (57) последовательно равны:

𝜀1,2(𝐵1) = 5(𝜂𝜒− 𝜂 + 4) ± 2
√

2𝜂
√︀

2𝜒2 + 5𝜒+ 11,

𝜀1,2(𝐵2) = 10(𝜂𝜒+ 2) ± 2𝜂
√︀

9𝜒2 + 7,

𝜀1,2(𝐵3) = 5(𝜂𝜒+ 𝜂 + 4) ± 2
√

2𝜂
√︀

2𝜒2 − 5𝜒+ 11.

(64)

Таким образом, при полном вращательном моменте 𝐽 = 4 имеется девять состоя-
ний. Собственные значения в исходных единицах измерения, например для 𝐵1-типа,
имеют вид

𝐸1,2(𝐵1) = 5(𝐴+𝐵 + 2𝐶) ± 2
√︀

4(𝐴−𝐵)2 + 9(𝐶2 +𝐴𝐵 −𝐴𝐶 −𝐵𝐶), (65)
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а размерные собственные значения 𝐵2-, 𝐵3-типов получаются из выражения (59)
циклической подстановкой 𝐴→ 𝐵,𝐵 → 𝐶 и 𝐶 → 𝐵.

Результаты численных расчетов

Для больших значений полного момента 𝐽 и произвольных моментов инерции
вычисление собственных значений в аналитическом виде невозможно, поэтому при-
ходится прибегать к численным расчетам.

В настоящей работе была составлена программа ASYMMA в среде MAPLE, с
помощью которой можно вычислить собственные значения (энергетический спектр)
и собственные функции для произвольных величин 𝐽 .

Ниже на рис. 1–3 представлены результаты численных расчетов энергетических
уровней всех четырех типов для состояний с вращательным моментом 𝐽 = 50.

Рис. 1. Зависимость энергетических уровней (слева направо) 𝐴-типа, 𝐵1-типа
от величины параметра асимметрии 𝜒 при полном угловом моменте 𝐽 = 50

Рис. 2. Зависимость энергетических уровней (слева направо) 𝐵2-типа и
𝐵3-типа от величины параметра асимметрии 𝜒 при полном угловом моменте

𝐽 = 50
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Рис. 3. Зависимость энергетических уровней 𝐴-, 𝐵1-, 𝐵2-, 𝐵3- типа от
величины параметра асимметрии 𝜒 при полном угловом моменте 𝐽 = 50

Заключение

В работе рассмотрена задача на собственные значения для дифференциального
оператора, описывающего вращение асимметричного квантового волчка. Учитывая
свойства симметрии этого оператора, найдены подходящие базисные функции, ко-
торые реализуют все четыре его неприводимых представления и на их основе про-
ведена классификация собственных значений и функций.

Получены соответствующие системы уравнений, описывающие вращение твер-
дого тела с произвольным значением углового момента. Для малых значений угло-
вого момента 𝐽 6 4 получены формулы для вычисления собственных значений, а
для больших значений углового момента была составлена программа ASYMMA в
среде MAPLE, с помощью которой можно вычислить собственные значения (энер-
гетический спектр) и собственные функции асимметричного квантового волчка.
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The eigenvalues and wave functions of the rotational quantum top Hamiltonian with a dif-
ferent three moment of inertia by the diagonalisation method in the basis function system that
realized the all four irreducible representation of the discrete D2 group are obtained. For the
low rotational moment value 𝐽 = 1, 2, 3, 4 the analytical formulae are calculated. But in the
case of any rotational moment values the systems of equation are obtained that with the mean
of the modern computer program packages allow very easy to calculate the spectrum and eigen-
functions of asymmetric quantum top. As example, for the rotational moment value J=50 by
the help of Maple system eigenvalues are performed and its dependence versus of the parameter
asymmetry are presented.
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УДК 519.234
Об одном методе сглаживания двумерной поверхности

П. Г. Любин

ФБГОУ ВО МГТУ «СТАНКИН», Москва, Россия

Регрессионный анализ ставит перед собой задачу отыскания функциональной зависи-
мости между наблюдаемыми величинами изучаемого процесса. При этом исходные дан-
ные являются реализацией случайной величины, поэтому рассматривается зависимость
математического ожидания. Такую задачу можно решать путём «сглаживания» исходных
данных. Под сглаживанием понимается попытка удаления шума и несущественных фраг-
ментов при сохранении наиболее важных свойств структуры данных, то есть результат
подобен математическому ожиданию. Сглаживание данных, как правило, осуществляет-
ся путём параметрической или непараметрической регрессии. В случае параметрической
регрессии необходимы априорные знания о форме уравнения регрессии. Большинство ис-
следуемых данных, однако, невозможно параметризовать. С этой точки зрения непарамет-
рическая и полупараметрическая регрессии представляются лучшим подходом к решению
задачи сглаживания. Целью исследования ставилось разработка и реализация алгоритма
быстрого сглаживания двумерных данных. Для достижения этой цели были проанали-
зированы предыдущие работы в данной области и разработан свой подход, улучшающий
предыдущие. В результате, в данной работе представлен алгоритм, который быстро и с
минимальным потреблением памяти очищает данные от «шума» и «несущественных» ча-
стей. Для подтверждения «эффективности» алгоритма проведены сравнения с другими
общепризнанными подходами на смоделированных и реальных данных. Результаты этих
сравнений также приведены в статье.

Ключевые слова: непараметрическая регрессия, двумерное сглаживание, штрафные
сплайны, сглаживающие сплайны, скользящий контроль, двумерное дискретное косинус-
ное преобразование

1. Постановка задачи

При анализе некоторого реального процесса исходные данные зашумлены, из-
за чего необходимо «сглаживание». Под сглаживанием понимается попытка филь-
трации шума или несущественных фрагментов при сохранении наиболее важных
свойств структуры данных. Рассмотрим следующую модель

𝑦 = 𝑦 + 𝜀, (1)

где 𝜀 — гауссов белый шум. Предполагается, что функция 𝑓(𝑥) должна быть глад-
кой, т.е. иметь непрерывные производные до некоторого порядка. Сглаживание дан-
ных, как правило, осуществляется путём параметрической или непараметрической
регрессии. В случае параметрической регрессии необходимы некоторые априорные
знания о форме уравнения регрессии, которое достаточно хорошо описывало бы ис-
ходные данные. Большинство наблюдаемых данных, однако, невозможно парамет-
ризовать с точки зрения задания функции 𝑓(𝑥) в аналитическом виде. С этой точ-
ки зрения непараметрическая и полупараметрическая регрессии являются лучшим
подходом к решению задачи (1). Одним из классических подходов к сглаживанию
является использование различных модификаций метода наименьших квадратов со
штрафом. Он впервые был продемонстрирован вначале 1920-х в работе [1] и по-
дробно разобран в книге [2]. Эта техника заключается в минимизации некоторого
функционала, который уравновешивает «адекватность» и «гладкость» оценки

𝐹 (𝑦) = 𝑅𝑆𝑆 + 𝜆 · 𝑃 (𝑦) = ||𝑦 − 𝑦||2 + 𝜆 · 𝑃 (𝑦), (2)
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где || · || — евклидова норма. Параметр 𝜆 является вещественным положительным
числом, контролирующим гладкость решения: при его возрастании гладкость 𝑦 так-
же растёт. Когда штрафная функция записана в виде интеграла квадрата произ-
водной 𝑝-порядка, регрессия называется сглаживающим сплайном [1, 3, 4]. Другим
простым и эффективным подходом к решению задачи (1 )является квадратичный
вид штрафной функции в следующей форме [5]:

𝑃 (𝑦) = ||𝐷𝑦||2, (3)

где 𝐷 — трёхдиагональная матрица следующего вида⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 1

1 −2 1

. . . . . . . . .
1 −2 1

1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Данная статья является продолжением исследований автора, затронутых в ста-
тьях [6, 7], а также некоторые идеи почерпнуты из статьи [8].

2. Одномерное сглаживание

Пусть имеются равноотстоящие точки {𝑥𝑖}16𝑖6𝑛 и значения функции отклика в
этих точках следующего вида

𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜀𝑖, (4)

где 𝜀𝑖 ∼ 𝑁(0, 𝜎2). Пусть 𝑦 является оценкой функции 𝑓(𝑥𝑖). Тогда минимизация
выражения (2) приводит к следующему уравнению

𝑦 = 𝐻(𝜆) · 𝑦, (5)

где 𝐻(𝜆) = (𝐼 + 𝜆 ·𝐷𝑇𝐷)−1 представляет собой проекционную матрицу, а 𝜆 — это
сглаживающий параметр. Сглаживающий параметр выбирается путём минимиза-
ции функционала следующего вида

𝐺𝐶𝑉 (𝜆) =
𝑅𝑆𝑆(𝜆)/𝑛

(1 − Tr(𝐻(𝜆))/𝑛)2
. (6)

Такой подход называется методом скользящего контроля (crossvalidation). При
равноотстоящих наблюдениях можно использовать свойства матрицы 𝐷, с помощью
которых можно упростить вычисления 𝐺𝐶𝑉 . Это свойство заключается в возмож-
ности разложить матрицу 𝐷 в следующее произведение 𝑈Γ𝑈𝑇 , где матрица 𝑈 яв-
ляется унитарной и представляет собой дискретное косинусное преобразование [9].
Тогда 𝑅𝑆𝑆 можно переписать в следующем виде:

𝑅𝑆𝑆 = ||𝑦 − 𝑦||2 = ||𝐻(𝜆) · 𝑦 − 𝑦||2 =
⃦⃦⃦(︁(︀

𝐼 + 𝜆 ·𝐷𝑇𝐷
)︀−1 − 𝐼

)︁
· 𝑦

⃦⃦⃦2
=

=
⃦⃦⃦(︁
𝑈 ·

(︀
𝐼 + 𝜆 · Γ2

)︀−1 − 𝐼
)︁
· 𝑈𝑇 · 𝑦

⃦⃦⃦2
=

∑︁
𝑖

(︂
1

1 + 𝜆𝛾2𝑖
− 1

)︂2

·𝐷𝐶𝑇 2
𝑖 (𝑦).

В таком случае функционал (6) принимает более удобный для вычислений вид:
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𝐺𝐶𝑉 (𝜆) =
𝑛 ·

∑︀
𝑖

(︁
1

1+𝜆𝛾2
𝑖
− 1

)︁2

·𝐷𝐶𝑇 2
𝑖 (𝑦)

𝑛−
∑︀

𝑖

(︁
1

1+𝜆𝛾2
𝑖

)︁2 . (7)

3. Двумерное сглаживание
Пусть имеются равномерная сетка {(𝑥1,𝑖, 𝑥2,𝑗)}16𝑖6𝑛1,16𝑗6𝑛2

и значения функции
отклика в узлах этой сетки следующего вида

𝑦𝑖,𝑗 = 𝑓(𝑥1,𝑖, 𝑥2,𝑗) + 𝜀𝑖,𝑗 , (8)

где 𝜀𝑖,𝑗 ∼ 𝑁(0, 𝜎2). В таком случае можно представить значения функции отклика
в виде матрицы 𝑌 , в которой 𝑦𝑖,𝑗 является элементом 𝑖-й строки 𝑗-го столбца. Тогда
сглаженные значения будем обозначать как 𝑌 . Введём операцию 𝑣𝑒𝑐, которая за-
ключается в записи матрицы в виде вектор-столбца путём выкладывания столбцов
матрицы друг за другом. Очевидно, что оценка 𝑣𝑒𝑐(𝑌 ) имеет следующий вид:

𝑣𝑒𝑐(𝑌 ) = (𝐻𝑥2 ⊗𝐻𝑥1) · 𝑣𝑒𝑐(𝑌 ) = 𝐻𝑥2,𝑥1 · 𝑣𝑒𝑐(𝑌 ), (9)

где 𝐻𝑥1 , 𝐻𝑥2 — проекционные матрицы соответствующего измерения. Очевидно, что
эти проекционные матрицы имеют следующий вид

𝐻𝑥𝑖 =
(︀
𝐼𝑛𝑖 + 𝜆𝑖𝐷

𝑇
𝑛𝑖
𝐷𝑛𝑖

)︀−1
, 𝑖 = 1, 2. (10)

Применяя вышеизложенный подход и свойства тензорного произведения [10],
выражение (9) можно упростить следующим образом

𝑦 = (𝐻𝑥2 ⊗𝐻𝑥1) · 𝑦 =
(︀
𝐼𝑛2 + 𝜆2𝐷

𝑇
𝑛2
𝐷𝑛2

)︀−1 ⊗
(︀
𝐼𝑛1 + 𝜆1𝐷

𝑇
𝑛1
𝐷𝑛1

)︀−1 · 𝑦 =

= 𝑈𝑥2 ·
(︂

1

1 + 𝜆1𝛾2𝑥1

)︂
· 𝑈𝑇

𝑥2
⊗ 𝑈𝑥2 ·

(︂
1

1 + 𝜆1𝛾2𝑥1

)︂
· 𝑈𝑇

𝑥2
· 𝑦 =

= 𝑈𝑥2 ⊗𝑈𝑥1 ·
(︂

1

1 + 𝜆1𝛾2𝑥1

)︂
⊗
(︂

1

1 + 𝜆1𝛾2𝑥1

)︂
·𝑈𝑇

𝑥2
⊗𝑈𝑇

𝑥1
· 𝑦 = 𝑈𝑥2,𝑥1 · Γ𝑥2,𝑥1 ·𝑈𝑇

𝑥2,𝑥1
· 𝑦.

Для автоматического поиска оптимальных значений 𝜆1 и 𝜆2 предлагаем также
использовать 𝐺𝐶𝑉 адаптированный для двумерного случая:

𝐺𝐶𝑉 (𝜆1, 𝜆2) =
𝑅𝑆𝑆/𝑛

(1 − Tr(𝐻𝑥2,𝑥1)/𝑛2)
. (11)

Принимая во внимание свойство следа тензорного произведения матриц [10], по-
лучаем Tr(𝐻𝑥2,𝑥1) =

∑︀
1

1+𝜆1𝛾2
𝑥1

·
∑︀

1
1+𝜆2𝛾2

𝑥2

. Очевидно, что основным затратным ме-
стом в части вычислений является расчёт 𝑅𝑆𝑆, так как требуется вычисление 𝑦 для
всех комбинаций 𝜆1 и 𝜆2. Данный расчёт можно упростить следующим образом:

𝑅𝑆𝑆 = ‖𝑦 − 𝑦‖2 = ‖𝐻𝑥2,𝑥1 · 𝑦 − 𝑦‖2 = ‖(𝐻𝑥2,𝑥1 − 𝐼𝑛) · 𝑦‖2 =

=
⃦⃦
𝑈𝑥2,𝑥1 · (Γ𝑥2,𝑥1 − 𝐼𝑛) · 𝑈𝑇

𝑥2,𝑥1
· 𝑦

⃦⃦2
=

=
(︀
𝑈𝑥2,𝑥1 · (Γ𝑥2,𝑥1 − 𝐼𝑛) · 𝑈𝑇

𝑥2,𝑥1
· 𝑦

)︀𝑇 ·
(︀
𝑈𝑥2,𝑥1 · (Γ𝑥2,𝑥1 − 𝐼𝑛) · 𝑈𝑇

𝑥2,𝑥1
· 𝑦

)︀
=
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= (𝐷𝐶𝑇2 · 𝑦)
𝑇 · (Γ𝑥2,𝑥1 − 𝐼𝑛)

2 ·𝐷𝐶𝑇2 · 𝑦 =
∑︁

(𝛾𝑥2,𝑥1 − 1)
2 · (𝐷𝐶𝑇2 · 𝑦)

2
.

Здесь 𝐷𝐶𝑇2 — это двумерный аналог дискретного косинусного преобразования. Из
упрощённой формулы видно, что преобразование необходимо выполнить один раз,
а меняются только значения 𝛾𝑥2,𝑥1 в зависимости значений 𝜆1 и 𝜆2. Данный подход
реализован на языке R. Для демонстрации преимуществ изложенного подхода вы-
полнены численные эксперименты: на искусственно сгенерированных данных и на
реальных данных.

4. Численный эксперимент
Для проведения эксперимента смоделирована следующая задача: взята функция

sin(2𝜋(𝑥−0, 5)3)·cos(4𝜋𝑦) и зашумлена случайными значениями из нормального рас-
пределения 𝑁(0, 0, 22) (рис. 1). Сглаживание проводилось изложенным подходом и
при помощи пакета MGCV [11], в котором реализовано сглаживание штрафными
сплайнами, в том числе и для многомерного случая с использованием тензорного
произведения базовых функций. Ниже приведена таблица с результатами сглажи-
вания на различных сетках.

Рис. 1. Функция sin(2𝜋(𝑥− 0, 5)3) · cos(4𝜋𝑦) с шумом

Таблица 1
Результаты сглаживания смоделированной задачи на разных сетках

Параметр P-сплайны
с ДКП

GAM
с 102 узлами

GAM
с 202 узлами

RSS 9, 488243 11, 72485 9, 87163
MSE 0, 001483 0, 001832 0, 00154

Корреляция с
истин. значениями 0, 9993394 0, 996919 0, 9991624

Время оцен. (с) 1, 941 10, 237 29, 875
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Для демонстрации практического применения вышеизложенного подхода взяты
данные о смертности в России. Данные взяты из открытого источника [12] и содер-
жат наблюдения за 1959–2010 годы по возрастам 0–110. Оценивание проводилось
на части данных, которая относится к старшим возрастам (50–101, рис. 2). К этим
годам выборка достаточно сильно уменьшается, в результате чего наблюдения со-
держат ошибки и выбросы, из-за которых не видно общей картины происходящих
процессов. Таким образом, анализируемые данные представляют собой равномерно
расположенные значения коэффициентов смертности на сетке размерности 52× 52.
Сглаживание проводилось изложенным подходом, пакетом MGCV и параметриче-
ской моделью Ли-Картера, которая стала классической при оценивании двумерной
поверхности смертности. Далее приведена таблица с результатами оценивания.

Рис. 2. Коэффициенты смертности населения России старше 50 лет с 1959 г.
по 2010 г.

Таблица 2
Результаты сглаживания двумерной поверхности смертности России

Параметр P-сплайны
с ДКП

Модель
Ли-Картера

GAM
с 122 узлами

RSS 0, 21637 18, 5092 0, 41395
MSE 0, 0000905 0, 0077379 0, 0001731

Время оцен. (с) 0, 49 1, 194 4, 185

5. Заключение
Из приведённых результатов очевидно, что подход описанный в данной статье

более эффективен, так как имеет большую скорость сглаживания и малое потребле-
ние памяти. Также хочется отметить, что при росте выборки скорость оценивания
растёт незначительно при сохранении качества оценки. Результатами проделанной
работы являются:
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1. получены выражения для двумерного случая с учётом двух параметров сгла-
живания;

2. полученный подход реализован на языке R;
3. выполнено сравнение подхода с другими аналогичными подходами и моделями.

В последующих работах предполагается рассмотрение следующих возможно-
стей:

– расширение метода на многомерный случай;
– использование других распространённых критериев выбора сглаживающих па-

раметров, например, 𝐵𝐼𝐶 или 𝐴𝐼𝐶;
– использование более быстрого метода поиска минимального значения функци-

онала 𝐺𝐶𝑉 .
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UDC 519.234
On a Method of Two-Dimensional Smoothing

P. G. Lyubin

Moscow State Technology University “STANKIN”, Moscow, Russia

Regression analysis has the task of finding a functional relationship between the observed val-
ues the studied process. The raw data is the realization of a random variable, it is therefore
considered dependent on the expectation. This problem can be solved by “smoothing” the raw
data. Smoothing is the process of removing the noise and insignificant fragments while preserv-
ing the most important properties of the data structure. It is similar to finding the expectation
of data. Data smoothing usually attained by parametric and nonparametric regression. The
nonparametric regression requires a prior knowledge of the regression equation form. However,
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most of the investigated data cannot be parameterized simply. From this point of view, non-
parametric and semiparametric regression represents the best approach to smoothing data. The
aim of the research is development and implementation of the fast smoothing algorithm of two-
dimensional data. To achieve this aim previous works in this area have been analyzed and its
own approach has been developed, improving the previous ones. As a result, this paper presents
the algorithm that quickly and with minimal memory consumption cleanses the data from the
“noise” and “insignificant” parts. To confirm the “efficiency” of the algorithm the comparisons
with other generally accepted approaches were carried out on simulated and real data with other
generally accepted approaches. The results of these comparisons are also shown in the paper.

Key words and phrases: nonparametric regression, two-dimensional estimation, penal-
ized splines, smoothing splines, cross-validation, discrete cosine transform
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Kuryshkin-Wodkiewicz Model of Quantum Measurements for

Atoms and Ions with One Valence Electron
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The structural form of the Kuryshkin-Wodkiewicz model of quantum measurement was devel-
oped in detail for quantum Kepler problem. For more complex objects such quantum structure
is unknown. At the same time, a standard (non-structural) model of quantum measurement
proposed by Holevo-Helstrom is suitable for any quantum object. The aim of this work is to
spread the structural model of quantum measurement to a broader class of quantum objects
— a model of quantum measurements of optical spectra of atoms and ions with one valence
electron.

In this work the Kuryshkin-Wodkiewicz model with implementation of Weyl-Kuryshkin quan-
tization rule is applied to the extended quantum Kepler problem of quantum systems with one
valence electron, such as alkali metal atoms. The proof of the consistency of the model is based
on two Kato theorems about compact perturbations of operators. In the proof process the
explicit form of the discrete spectrum of the valence electron for various spectral series was
achieved with dependence on the serial parameters of the disturbance spectrum of an isolated
object in the process of quantum measurement.

Key words and phrases: quantum measurement models, quantization rule, a relatively
compact perturbation of the observable operator, perturbation of the observable discrete spec-
trum

1. Introduction

The energy spectrum 𝐸𝑛 = − 𝑅
2𝑛2 of the valence electron in a hydrogen atom is

described by a discrete spectrum of the Hamiltonian operator 𝐻̂ = −Δ
2 −

1
𝑟 of the quantum

Kepler problem with the Hamiltonian function 𝐻 (𝑞, 𝑝) = 𝑝⃗2

2𝑚 − 𝑒2

|𝑟⃗| . The measured

spectrum of the valence electron, except from the operator, is also dependent on the
quantum state 𝜌 of the probe of the measuring instrument, i.e. It is described by a
discrete spectrum of the measured observable 𝑂𝜌 (𝐻) = 𝑂𝑊 (𝐻 *𝑊𝜌.) [1, 2].

The constructive form of the Kuryshkin-Wodkiewicz model of quantum measurement
is developed in detail for quantum Kepler problem [3] and quantum oscillator [4, 5].
For more complex objects such quantum construction is unknown. At the same time,
a standard (non-constructive) model of quantum measurements of Holevo-Helstrom is
suitable for any quantum object, any quantum system [6,7].

The aim of this work is to spread the constructive model (of quantum measurements)
of Kuryshkin-Wodkiewicz to a wider class of quantum objects, to construct a model of
quantum measurements of optical spectra of atoms and ions with one valence electron.
Hydrogen-like atoms - a hydrogen atom, muonic atoms, ions of different charges with a
single electron. We are interested in the atoms of the alkali metals, consisting of a core
(a nucleus together with all the filled electron shells) and the valence electron and ions
with one valence electron.

2. Hydrogen-Like Atoms

Theory of the hydrogen atom in quantum mechanics is a theory of an electron in a
hydrogen atom. Its energy spectrum under theoretical analysis where electron is treated

Received 24th March, 2016.
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as an isolated quantum object has a very simple form

𝐸𝑛 = − 𝑅

2𝑛2
(1)

The measurement process violates the isolated state of the quantum object, transfer-
ring it to an open state, forming a part of a complex system: “object+probe” [8–11].

The measured energy spectrum of an electron in a hydrogen atom is perturbed with
respect to the spectrum (1):

𝐸̃𝑛 = 𝐸𝑛 + 𝛿𝐸𝑛 (2)

There is a description problem (of constructing a mathematical model) of the mea-
sured values of the optical spectrum of the hydrogen atom. This model is a Weyl–
Kuryshkin quantization rule equipped with: a mixed quantum state {𝜙𝑘} of the probe,
smoothed (perturbed) classic observed 𝐴 *𝑊{𝜙𝑘} (𝑞, 𝑝), applied to it the Weil quantiza-
tion rule 𝑂{𝜙𝑘} (𝐴) = 𝑂𝑊 (𝐴). Next step will be a theoretical study of the spectrum of
this operator and the numerical calculation of parts of the discrete spectrum affiliated
with {𝜙𝑘} [12–15].

First remark. While the experimental data is obtained with respect to a valence
electron spin, the model not considers the spin state. As a result, at the current stage
the studied model can not fully describe quantum interaction. However, on the one
hand, it is adequate for the averaged over spin experimental values, on the other hand
a model can be generalized taking into account the electron spin by Stratonovich-Weyl
quantization [16–18].

For the hydrogen atom model is verified with relative accuracy ∼ 10−16 (there is no
special achievement in it). Before discussing the dependence of the perturbations 𝛿𝐸𝑛 of
the hydrogen atom under the influence of the measuring device with a quantum probe
in the state {𝜙𝑘} let us recall what is known about the discrete energy spectrum of the
valence electron in an isolated atom of an alkali metal with a serial number 𝑍.

3. The Energy Spectrum of the Valence Electrons in the Atoms
of the Alkali Metals

For atoms with more than one electron, even for the most simple, Schrodinger equa-
tion can not be solved immediately neither with analytical nor numerical methods. For
this reason, the study of the spectra of many-electron atoms is based on an approximate
model. The most appropriate approach turned out to be the one [19] that maintains an
idea of the individual state of the electron in an atom, and the whole state of the atom
is determined by a set of states of the electrons with respect to their interaction. This
approach helps us obtain some general information about the system’s possible energy
levels for a given atom and their mutual arrangement.

General description of states of electrons in the atom is based on the assumption that
each electron moves in an effective centrally symmetric field produced by the nucleus
and all the other electrons. More detailed analysis focuses on the non-central part of
the electrostatic and magnetic interaction of electrons. In the theory of atomic spectra
these interactions are usually described as small corrections to the centrally symmetric
field using methods of perturbation theory. Perturbation does not change the number
of possible states of the system [19]. The calculation of the energy parameters can find
practical use in various aspects of the atomic spectra theory. The key value of this
calculations is determination of the wave functions. They are used in the calculation of
the probabilities of radiative transitions, the effective excitation cross-sections and other
characteristics of the atom. This is the main problem of the calculation of many-electron
atoms, as energy levels can be obtained (and with high accuracy) from experiments.
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In the approximation of a complete separation of the electronic variable the probabil-
ity of radiative transitions 𝜅→ 𝜅′ between states 𝜅 and 𝜅′ can be expressed [19] through
one-electron radial integrals

𝑅𝜅𝜅′ =

∫︁
𝑃𝜅 (𝑟) 𝑟𝑃𝜅′ (𝑟) 𝑑𝑟. (3)

Therefore, the main task in the calculation of the transition probabilities is to find
radial functions 𝑃𝜅 (𝑟), 𝑃𝜅′ (𝑟). For all of the atoms and ions, with the exception of
those with a single electron, radial functions can be found only by approximate methods.
Main methods of approximate calculation of the radial functions are different versions
of variational methods and semi-empirical methods. All semi-empirical methods use of
experimental values of energy levels.

Variational methods provide good approximation quality of functions 𝑃𝜅 (𝑟) in the
area of values 𝑟, which is the most significant in the calculation of energy. For large
values of 𝑟 these functions can be very inaccurate. With the help of semi-empirical
methods it is easier to get functions 𝑃𝛾 (𝑟), exact at large 𝑟, i.e. just in the region which
is most important for the calculation of transition probabilities. Therefore, much more
simple semi-empirical method gives a better agreement with experiment (the accuracy of
calculation of the transition probabilities) than the method of self-consistent field [19].

In the method of self-consistent field wave functions are calculated simultaneously
with eigenvalues of the system of differential equations, with energy parameters 𝐸𝜅.
Different approach is more preferable for calculating the radiation transition probabilities.
We can pre-define values 𝐸𝜅 and lookup such single-electron radial functions 𝑃𝜅 (𝑟) that
calculated values 𝐸𝜅 coincided with pre-defined. In this case the problem of self-consistent
defined by the system of equations field is usually replaced by a single equation for the
optical electron in an effective field. This equation has the form{︂

1

𝑟

𝑑2

𝑑𝑟2
− 𝑍

𝑟
+
𝑙 (𝑙 + 1)

2𝑟2
+ 𝑉𝜅 (𝑟) − 𝐸𝜅

}︂
𝑃𝜅 (𝑟) = 0. (4)

The energy parameter 𝐸𝜅 is equal to the difference between the atom energy 𝐸𝑎 and
the “frozen” atomic core energy 𝐸𝑖 [19]. Accuracy of functions 𝑃𝜅 (𝑟) largely depends
on how close the selected value 𝐸𝜅 is to the true value of the difference 𝐸𝑎 − 𝐸𝑖. In the
semi-empirical method, the energy parameter 𝐸𝜅 is equal to the experimental value of the
ionization potential 𝐼𝜅. Even for the alkaline earth atoms, and even more so for the alkali,
it is the most appropriate to apply the semi-empirical method of calculations [19]. When
choosing an effective potential 𝑉𝜅 (𝑟) different approaches are available. However, in all
cases, functions 𝑃𝜅 (𝑟) have good asymptotic because the behavior of these functions for
large 𝑟 is determined by pre-selection of 𝐸𝜅.

One of approaches is to choose potential 𝑉𝜅 (𝑟) as a function of some fitted parameter
whose value satisfies both boundary conditions. (In general case, the selected value 𝐸𝛾

does not belong to eigenvalue of the equation (4), an thus it does not necessary have to
satisfy both of the boundary conditions: 𝑃𝛾 (0) = 0, 𝑃𝛾 (𝑟) −−−→

𝑟→∞
0).

4. Generalization of Kuryshkin-Wodkiewicz Model on the
Valence Electrons of Alkali Metal Atoms

The spectral composition of terms (excluding spin interaction, relativistic corrections,
etc.) of an isolated hydrogen atom can be easily calculated:

𝐸𝑛 = − 𝑅

2𝑛2
. (5)
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Upon splitting of the terms, they acquire corrections 𝛿𝐸𝑛𝑙 so that

𝐸𝑛𝑙 = − 𝑅

2𝑛2
+ 𝛿𝐸𝑛𝑙. (6)

In the measurement process (due to “interaction” with the quantum probe) the mea-
sured energy spectrum (after the projection on the original Hilbert space) becomes

𝐸𝑛𝑙,𝜅 = − 𝑅

2𝑛2
+ 𝛿𝐸𝑛𝑙 + 𝛿𝐸𝜅, (7)

where 𝜅 is the multi-index of the quantum probe state. This is a standard approach for
the hydrogen atom.

The spectral composition of terms of “hydrogen-like” alkali metals atoms is defined
by the equation

𝐸𝑍
𝑛𝑙 = − 𝑅

2
(︀
𝑛+ 𝜎𝑍

𝑙

)︀2 . (8)

Upon splitting of the terms, they acquire corrections

𝐸𝑍
𝑛𝑙,𝑚𝑚𝑠

= − 𝑅

2
(︀
𝑛+ 𝜎𝑍

𝑙

)︀2 + 𝛿𝐸𝑛𝑙,𝑚𝑚𝑠 . (9)

In the process of measuring the ”measured” energy spectrum takes the form

𝐸𝑍
𝑛𝑙,𝑚𝑚𝑠,𝜅 = − 𝑅

2
(︀
𝑛+ 𝜎𝑍

𝑙

)︀2 + 𝛿𝐸𝑛𝑙,𝑚𝑚𝑠 + 𝛿𝐸𝜅. (10)

There is no need to take into account the additional contributions of fine structure
and hyperfine structure in the formula (6) and (9) of the measured values of observables –
energy before generalization of the Weil–Kuryshkin quantization rules to the quantization
rule of Kuryshkin-Stratonovich. Consequently, the measured values of the terms should
be limited by the formulas

𝐸1
𝑛,𝜅 = − 𝑅

2𝑛2
+ 𝛿𝐸1

𝜅 (11)

and

𝐸𝑍
𝑛𝑙,𝜅 = − 𝑅

2
(︀
𝑛+ 𝜎𝑍

𝑙

)︀2 + 𝛿𝐸𝑍
𝜅 . (12)

Moreover, contributions 𝛿𝐸1
𝜅 and 𝛿𝐸𝑍

𝜅 are obtained from the convolution 𝑉 (𝑟) *
𝑊{𝜙𝑘} (𝑞, 𝑝), where

𝑉 1 (𝑟) = −1

𝑟
(13)

and

𝑉 𝑍 (𝑟) = −1

𝑟
+
𝛼𝑍

𝑟2
. (14)

As a result the quantization rule of Weil-Kuryshkin is adequate for the alkali metals
to the same extent as the potential 𝑉𝜅 (𝑟, 𝜗), with respect to the small corrections to the
centrally symmetric field of core.
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5. The Model of Quantum Measurements of
Kuryshkin-Wodkiewicz for Atoms and Ions of Alkali Metals

Recall the form

𝑂𝜌 (𝐻) = 𝐻̂ +
∑︁
𝑗

𝑎𝑗

(︂
1

2𝑏𝑗
+ 𝑉𝑗 (𝑟, cos𝜗)

)︂
of the Hamiltonian of hydrogen atom perturbed by the probe measurement in a quantum
state

𝜌 =
∑︁
𝑗

𝑎𝑗 |𝜓𝑗 (𝑏𝑗)⟩ ⟨𝜓𝑗 (𝑏𝑗)|.

Therefore, perturbation of the potential 𝑉 1 (𝑟) measured by probe in the state 𝜌 has
a form 𝛿𝑉𝜌 =

∑︀
𝑗

𝑎𝑗𝑉𝑗 (𝑏𝑗 , 𝑟, cos𝜗) that is

𝑂𝜌

(︂
−1

𝑟

)︂
= 𝑂𝑊

(︂(︂
−1

𝑟

)︂
*𝑊𝜌 (𝑟⃗, 𝑝)

)︂
= −1

𝑟
+ 𝛿𝑉𝜌 (𝑟⃗) .

Ritz method makes it possible with the help of 𝛿𝑉𝜌 (𝑟⃗) to calculate 𝛿𝜌𝐸𝜅 for the

first spectral lines 𝛿𝜌𝜆
𝑁
𝜅 =

(︀
𝜆𝜌𝜅 − 𝜆1𝜅

)︀𝑁
through the calculations of eigenvalues of the

Ritz matrix of dimension 𝑁 . In the works [20–23] it is shown how to restore the
state 𝜌 by disturbances 𝛿𝜌𝐸𝜅. Thus, on the perturbation 𝛿𝑉𝜌 (𝑟⃗) one can calculate
𝜌 =

∑︀
𝑗

𝑎𝑗 |𝜓𝑗 (𝑏𝑗)⟩ ⟨𝜓𝑗 (𝑏𝑗)| such that

(︂
−1

𝑟

)︂
*𝑊𝜌 (𝑟⃗, 𝑝) = −1

𝑟
+ 𝛿𝑉𝜌 (𝑟⃗) .

As a result, we get

Theorem 1. For any mixed state 𝜌 =
∑︀
𝑗

𝑎𝑗 |𝜓𝑗 (𝑏𝑗)⟩ ⟨𝜓𝑗 (𝑏𝑗)| of a quantum probe

there exists a unique perturbation 𝛿𝑉𝜌 (𝑟⃗) of potential 𝑉 1 (𝑟⃗) = −1
𝑟 being 𝑉 1 (𝑟)-compact

and equal to zero at infinity. And vice versa, to any 𝑉 1 (𝑟)-compact and equal to zero
at infinity disturbance 𝛿𝑉𝜌 (𝑟⃗) of potential 𝑉 1 (𝑟) corresponds the state 𝜌 =

∑︀
𝑗

𝑐𝑗 |𝜓𝑗⟩ ⟨𝜓𝑗 |

uniquely defined in a subspace 𝐻𝑁 =

{︃
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗𝜓𝑗

}︃
of minimal dimension 𝑁 in the Hilbert

space 𝐿2

(︀
R3

)︀
.

Let us use the result of Kato’s theorem [24]: If the operator 𝑂 (𝐻) = 𝐻̂ + 𝑉 (𝑟⃗) of
the potential 𝑉 can be written as the sum of two functions, one of which is continuous
and bounded, and the other is the square-integrable on R3, while 𝑉 (𝑟⃗) −−−−→

|𝑟⃗|→∞
0, then

𝑉 is 𝐻̂-compact. Any perturbation 𝑉𝜅 (𝑟, 𝑐𝑜𝑠𝜗) of the centrally symmetric field 𝑉 𝑍 (𝑟)
in (14) in the problem (4) decreases at infinity, and thus according to Kato theorem

𝑉 𝑍 +𝑉𝜅 is 𝐻̂-compact, vanishing at infinity. According to the Statement 1 for 𝑉 𝑍
𝜅 (𝑟⃗) =

𝑉 𝑍 (𝑟) + 𝑉𝜅 (𝑟, cos𝜗) there is a state 𝜌𝑍𝜅 =
∑︀
𝑐𝑗 |𝜓𝑗⟩ ⟨𝜓𝑗 | defined uniquely in a subspace

𝐻𝑁 =

{︃
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗𝜓𝑗

}︃
of minimal dimension 𝑁 in the Hilbert space 𝐿2

(︀
R3

)︀
such that
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(︀
𝑉 1 *𝑊𝜌𝑍

𝜅

)︀
(𝑟⃗, 𝑝) = 𝑉 𝑍

𝜅 (𝑟⃗). Thus, for the measured Hamilton operator of a valence
electron in the alkali metal atom the measured potential is:

𝑉 𝑍
𝜅,𝜌 (𝑟⃗) =

(︀
𝑉 𝑍
𝜅 *𝑊𝜌

)︀
(𝑟⃗, 𝑝) =

{︀(︀
𝑉 1 *𝑊𝜌𝑍

𝜅

)︀
*𝑊𝜌

}︀
(𝑟⃗, 𝑝) .

Hence, is valid

Theorem 2. The quantization rule of Kuryshkin-Wodkiewicz applied to the valence
electron in the alkali metal atom with an approximate pseudopotential 𝑉 𝑍

𝜅 (𝑟⃗) been mea-
sured by the quantum probe in the state 𝜌 =

∑︀
𝑐𝑗 |𝜓𝑗⟩ ⟨𝜓𝑗 | take the form of quantization

rule of Kuryshkin-Weyl with the potential
(︀
𝑉 𝑍
𝜅 *𝑊𝜌

)︀
(𝑟⃗).

Corollary 1. Quantum measurement by the quantum probe in the state 𝜌 of the
energy spectrum of the valence electron in the alkali metal atom with state values

𝐸𝑍
𝑛𝑙 = − 𝑅

2
(︀
𝑛+ 𝜎𝑍

𝑙

)︀2
of (8), will result in measured value

𝐸𝑍
𝑛𝑙,𝜌 = − 𝑅

2
(︀
𝑛+ 𝜎𝑍

𝑙

)︀2 + 𝛿𝐸𝑍
𝜌

of (12).

6. Conclusion

In [2, 3, 25, 26] of quantum measurements applied to the quantum problem of Kepler
has been implemented. In previous works a particular modification the model of quantum
measurement has been applied to the problem of quantum oscillator [4,5]. In this paper
the Kuryshkin-Wodkiewicz model with implementation of Weyl-Kuryshkin quantization
rule [3,25,26] is applied to the quantum systems with one valence electron like alkali metal
atoms Kuryshkin-Wodkiewicz model implementing quantization rule Weil-Kuryshkin,
extended to the quantum system with one valence electron, such as alkali metal atoms.
The proof of the consistency of the model is based on two Kato theorems [24]. The
explicit form of the discrete spectrum of the valence electron for various spectral series,
depending on the serial parameters of the disturbance spectrum of an isolated object in
the process of quantum measurement was achieved.
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УДК 519.62; 530.145; 519.614
Модель квантовых измерений Курышкина-Вудкевича для

атомов и ионов с одним валентным электроном

А. В. Горбачев, А. В. Зорин, Л. А. Севастьянов

Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

Конструктивная форма модели квантовых измерений Курышкина-Вудкевича детально
разработана для квантовой задачи Кеплера. Для более сложных квантовых объектов такая
конструкция неизвестна. В то же время стандартная (не конструктивная) модель кванто-
вых измерений Холево–Хелстрома годится для любого квантового объекта. Целью данной
работы является распространение конструктивной модели квантовых измерений на более
широкий класс квантовых объектов — модель квантовых измерений оптического спектра
атомов и ионов с одним валентным электроном.

В работе модель Курышкина–Вудкевича, реализующая правило квантования Вейля–
Курышкина в приложении к квантовой задаче Кеплера, распространена на квантовые си-
стемы с одним валентным электроном, например, на атомы щелочных металлов. В основу
доказательства состоятельности модели положены две теоремы Като о компактных возму-
щениях операторов. В ходе доказательства получены явные формулы дискретного спектра
валентного электрона для различных спектральных серий, зависящие от сериальных па-
раметров возмущения спектра изолированного объекта в процессе квантовых измерений.

Ключевые слова: квантовые модели измерения, правила квантования, относительно
компактное возмущение наблюдаемого оператора, возмущение наблюдаемого дискретного
спектра
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Stability of Non-Linear Vibrations of Doubly Curved
Shallow Shells
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Large amplitude (geometrically non-linear) vibrations of doubly curved shallow shells with
rectangular boundary, simply supported at the four edges and subjected to harmonic excitation
normal to the surface in the spectral neighbourhood of the fundamental mode are subject of
investigation in this paper. The first part of the study was presented by the authors in [M. Ama-
bili et al. Nonlinear Vibrations of Doubly Curved Shallow Shells. Herald of Kazan Technological
University, 2015, 18(6), 158–163, in Russian]. Two different non-linear strain-displacement re-
lationships, from the Donnell’s and Novozhilov’s shell theories, are used to calculate the elastic
strain energy. In-plane inertia and geometric imperfections are taken into account. The solution
is obtained by Lagrangian approach. The non-linear equations of motion are studied by using
(i) a code based on arclength continuation method that allows bifurcation analysis and (ii) di-
rect time integration. Numerical results are compared to those available in the literature and
convergence of the solution is shown. Interaction of modes having integer ratio between their
natural frequencies, giving rise to internal resonances, is discussed. Shell stability under dy-
namic load is also investigated by using continuation method, bifurcation diagram from direct
time integration and calculation of the Lyapunov exponents and Lyapunov dimension. Inter-
esting phenomena such as (i) snap-through instability, (ii) subharmonic response, (iii) period
doubling bifurcations and (iv) chaotic behavior have been observed.

Key words and phrases: nonlinear vibrations, shallow shells, equation, motion, stability

1. Introduction

In the present study [1], large-amplitude (geometrically non-linear) vibrations of dou-
bly curved shallow shells with rectangular boundary, simply supported at the four edges
and subjected to harmonic excitation normal to the surface in the spectral neighbourhood
of the fundamental mode are investigated. Two different non-linear strain-displacement
relationships, from the Donnell’s and Novozhilov’s shell theories, are used to calculate
the elastic strain energy. In-plane inertia and geometric imperfections are taken into ac-
count. The solution is obtained by Lagrangian approach. The present theory is based
on the studies developed by Amabili [2–4] for circular cylindrical shells, circular cylindri-
cal panels and rectangular plates, respectively, properly adapted to take into account the
different geometry. The non-linear equations of motion are studied by using (i) a code
based on arclength continuation method that allows bifurcation analysis and (ii) direct
time integration. The first part of the present study was published by the authors in [1].
Numerical results are compared to those available in the literature and convergence of
the solution is shown. Interaction of modes having integer ratio between their natural
frequencies, giving rise to internal resonances, is discussed. Shell stability under dynamic
load is also investigated by using continuation method, bifurcation diagram from direct
time integration and calculation of the Lyapunov exponents and Lyapunov dimension.
Interesting phenomena such as (i) snap-through instability, (ii) subharmonic response,
(iii) period doubling bifurcations and (iv) chaotic behavior have been observed; in this
case up to four positive Lyapunov coefficients have been found, indicating hyperchaos.

The reported study was funded by RFBR according to the research project № 13-08-00535a .
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2. Stability analysis

The Lagrange equations of motion for discrete models are as follows [1]:

d𝑞𝑗
d𝑡

= 𝑞𝑗 ,
d𝑞

d𝑡

(︂
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑞𝑗

)︂
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑗
+
𝜕𝑈𝑠

𝜕𝑞𝑗
= 𝑄𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , (1)

where 𝜕𝑇
𝜕𝑞𝑗

= 0, 𝑈𝑠 is the elastic strain energy, the generalized coordinates 𝑞𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,

denote the displacements of an arbitrary point 𝐴𝑚,𝑛 of coordinates 𝑢𝑚,𝑛, 𝑣𝑚,𝑛, 𝑤𝑚,𝑛 in
the positive directions outward the centre of the smallest radius of curvature. The very
complicated term giving quadratic and cubic non-linearities can be written in the form:

𝜕𝑈𝑠

𝜕𝑞𝑗
=

dofs∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝑧𝑗,𝑘 +

dofs∑︁
𝑖,𝑘=1

𝑞𝑖𝑞𝑘𝑧𝑗,𝑖,𝑘 +

dofs∑︁
𝑖,𝑘,𝑖=1

𝑞𝑖𝑞𝑘𝑞𝑙𝑧𝑗,𝑖,𝑘,𝑙, (2)

where coefficients 𝑧 have long expressions that include also geometric imperfections.

The presumable solution of the system (1) is 𝑞𝑗 = 𝑞𝑗(𝑡), 𝑞𝑗 = 𝑞𝑗(𝑡), which corresponds
to an undisturbed motion. After defining the excitations of the phase coordinates of the
system as 𝑥𝑗 = 𝑞𝑗 − 𝑞𝑗(𝑡), 𝑦𝑗 = 𝑞𝑗 − 𝑞𝑗(𝑡), the equations of the perturbed motions can be
presented in the frame of the first approximation:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

d𝑥𝑗
d𝑡

= 𝑦𝑗 ,

d𝑦𝑗
d𝑡

= −
dofs∑︁
𝑖=1

𝑎𝑗𝑖𝑥𝑖 −
dofs∑︁
𝑖=1

𝑏𝑗𝑖𝑦𝑖 −
dofs∑︁
𝑖=1

𝑐𝑗𝑛𝑥𝑛, 𝑎𝑗𝑖 = 𝑧𝑗𝑖, 𝑏𝑗𝑖 = 2𝜍𝑗𝜔𝑗 ,
(3)

𝑐𝑗𝑛(𝑡) =

dofs∑︁
𝑖=1

𝑧𝑗𝑖𝑛𝑞𝑖(𝑡) +

dofs∑︁
𝑘=1

𝑧𝑗𝑛𝑘𝑞𝑘(𝑡) +

dofs∑︁
𝑘=1

dofs∑︁
𝑙

𝑧𝑗𝑛𝑘𝑙𝑞𝑘(𝑡)𝑞𝑙(𝑡)+

+

dofs∑︁
𝑖=1

dofs∑︁
1

𝑧𝑗𝑖𝑛𝑙𝑞𝑖(𝑡)𝑞𝑙(𝑡) +

dofs∑︁
𝑖=1

dofs∑︁
𝑘

𝑧𝑗𝑖𝑘𝑛𝑞𝑖(𝑡)𝑞𝑘(𝑡).

If the conditions

𝑧𝑗𝑖𝑛 = 0, 𝑧𝑗𝑛𝑘 = 0, 𝑧𝑗𝑛𝑘𝑙 = 0, 𝑧𝑗𝑖𝑛𝑙 = 0, 𝑧𝑗𝑖𝑘𝑛 = 0,

𝑖 = 1, . . . ,dofs, 𝑗 = 1, . . . ,dofs, 𝑘 = 1, . . . ,dofs
(4)

are satisfied the system of equations of the perturbed motions becomes a system of linear
differential equations with constant coefficients⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

d𝑥𝑗
d𝑡

= 𝑦𝑗 ,

d𝑦𝑗
d𝑡

= −
dofs∑︁
𝑖=1

𝑎𝑗𝑖𝑥𝑖 −
dofs∑︁
𝑖=1

𝑏𝑗𝑖𝑦𝑖.
(5)

In this case the stability of the solution of the system (1) can be analyzed by means
of the characteristic equation

det(𝐴− 𝜆𝐸) = 0 (6)
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of the system (5), where 𝐴 =

[︂
0 𝛿𝑗𝑖

−𝑎𝑗𝑖 −𝑏𝑗𝑖

]︂
.

Once all the roots of the characteristic equation (6) have negative real parts, then
the trivial solution 𝑥𝑗 = 0, 𝑦𝑗 = 0 of the system (5) is asymptotically stable.

In this case there exists a Lyapunov’s function of fixed sign 𝑉 = 𝑉 (𝑥, 𝑦) , and its
derivative, which can be obtained from the equations (3), is also a function of fixed sign
of the opposite sign. This means that the solutions of the initial system 𝑞𝑗(𝑡), 𝑞𝑗 = 𝑞𝑗(𝑡)
for which the conditions (4) are valid, result as asymptotically stable.

The variable-coefficient system (3) can be written in the matrix formulation as follows:

d𝑥̃

d𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑥̃, 𝑥̃ = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑗 , 𝑦1, · · · , 𝑦𝑗), (7)

𝐷 =

[︂
0 𝐷

−𝐴− 𝐶(𝑡) −𝐵

]︂
, 𝐷 = (𝛿𝑗𝑖), 𝐴 = (𝑎𝑗𝑖), 𝐶(𝑡) =

(︀
𝛿𝑗𝑛𝑐𝑗𝑛(𝑡)

)︀
, 𝐵 = (𝑏𝑗𝑖). (8)

The Lyapunov’s function can be written as a quadratic form with constant coefficients

2𝑉 = 𝑥̃𝑇𝑀𝑥̃, (9)

where 𝑥̃ = (𝑥, 𝑦) and 𝑀 =

[︂
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22

]︂
.

The derivative of 𝑉 calculated from the equation (7) can be presented in the following
form:

𝑉̇ = 𝑊 (𝑥, 𝑦) −𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑡), (10)

𝑊 (𝑥, 𝑦) = −𝑥𝑇𝑀12𝐴𝑥− 𝑦𝑇𝑀22𝐴𝑥+ 𝑥𝑇 (𝑀11𝐷−𝑀12𝐵)𝑦+ 𝑦𝑇 (𝑀12𝐷−𝑀22𝐵)𝑦, (11)

𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝑥𝑇𝑀12 + 𝑦𝑇𝑀22)𝐶(𝑡)𝑥. (12)

From the expression (10) for 𝑉̇ the following conclusion can be drawn: if the quadratic
form 𝑊 (𝑥, 𝑦) is a function of fixed negative sign, then the solutions 𝑞𝑗 = 𝑞𝑗(𝑡), 𝑞𝑗 = 𝑞𝑗(𝑡)
of the system (1) for which 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 0 are asymptotically stable.

3. Numerical solution

The equations of motion have been obtained by using the Mathematica 4 computer
software [5] in order to perform analytical integrals of trigonometric functions. The
generic Lagrange equation can be divided by the modal mass associated with 𝑞𝑗 and then
is transformed in the following two first-order equations by using the dummy variables
𝑦𝑗 in a similar way as shown in the previous section

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞𝑗 = 𝑦𝑗 ,

𝑦𝑗 = −2𝜍𝑗𝜔𝑗𝑦𝑗 −
dofs∑︁
𝑖=1

𝑧𝑗,𝑖𝑞𝑖 −
dofs∑︁
𝑖=1

dofs∑︁
𝑘=1

𝑧𝑗,𝑖,𝑘𝑞𝑖𝑞𝑘 −
dofs∑︁
𝑖=1

dofs∑︁
𝑘=1

dofs∑︁
𝑙=1

𝑞𝑖𝑞𝑘𝑞𝑙 + 𝑓 cos(𝜔𝑡)
(13)

for 𝑗 = 1, . . . ,dofs, where

𝑓 =

{︃
0, if 𝑞𝑗 = 𝑢𝑚,𝑛, 𝑣𝑚,𝑛, or 𝑤𝑚,𝑛 with 𝑚,𝑛 even,

𝑓/[𝜌𝑠ℎ𝑎𝑏/4], if 𝑞𝑗 = 𝑤𝑚,𝑛 with 𝑚,𝑛 odd,
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𝑓 is the radial concentrated force, which define the external, normal, distributed load
such that 𝑞𝑤 = 𝑓𝛿(𝑢− 𝑢̃) cos(𝜔𝑡), applied to the shell, 𝑢̃, 𝑣 give the position of the point
of application of the force; the point excitation is located at 𝑢̃ = 𝑎/2, 𝑣 = 𝑏/2, 𝜔 is the
excitation frequency, 𝑡 is the time, 𝛿 is the Dirac delta function, and coefficients 𝑧 are
obtained by those in equation (2), 𝑧 = 𝑧/[𝜌𝑠ℎ𝑎𝑏/4].

In equation (13) each generalized coordinate 𝑞𝑗 (and therefore 𝜍 − 𝑗 and 𝜔𝑗) has to
be referred to mode (𝑚,𝑛). A non-dimensionalization of variables is also performed for
computational convenience: the time is divided by the period of the resonant mode and
the vibration amplitudes are divided by the shell thickness ℎ. The resulting 2×dofs first-
order non-linear differential equations are studied by using (i) the software AUTO 97 [6]
for continuation and bifurcation analysis of non-linear ordinary differential equations,
and (ii) direct integration of the equations of motion by using the DIVPAG routine of
the Fortran library IMSL. Continuation methods allow following the solution path, with
the advantage that unstable solutions can also be obtained; these are not ordinarily
attainable by using direct numerical integration. The software AUTO 97 is capable of
continuation of the solution, bifurcation analysis and branch switching by using arclength
continuation and collocation methods. In particular, the shell response under harmonic
excitation has been studied by using an analysis in two steps: (i) first the excitation
frequency has been fixed far enough from resonance and the magnitude of the excitation
has been used as bifurcation parameter; the solution has been started at zero force where
the solution is the trivial undisturbed configuration of the shell and has been continued
up to reach the desired force magnitude; (ii) when the desired magnitude of excitation
has been reached, the solution has been continued by using the excitation frequency as
bifurcation parameter.

Direct integration of the equations of motion by using Gear’s BDF method (routine
DIVPAG of the Fortran library IMSL) has also been performed to check the results and
obtain the time behaviour. Adams Gear algorithm has been used due to the relatively
high dimension of the dynamical system. Indeed, when a high-dimensional phase space
is analyzed, the problem can present stiff characteristics, due to the presence of different
time scales in the response. In simulations with adaptive step size Runge-Kutta methods,
spurious non-stationary and divergent motions can be obtained. Therefore, the Adams
Gear method, designed for stiff equations, was used.

The bifurcation diagram of the Poincaré maps was also used in case of non-stationary
response. It has been constructed by using the time integration scheme and by varying
the force amplitude.

3.1. Maximum Lyapunov exponent

In order to evaluate the maximum Lyapunov exponent, which is useful to characterize
regular or chaotic motion of the system, it is necessary to assume a reference trajectory
𝑥𝑟(𝑡) in the phase plane (𝑞, 𝑞 plane) and observe a neighbouring trajectory originated
at infinitesimal initial perturbation 𝛿𝑥(𝑡0) from the reference trajectory (see Argyris et
al. [7]). The evolution of the perturbation during time, 𝛿𝑥(𝑡), is governed by the following
variational equations directly obtained from equations (13)

d

d𝑡
𝛿𝑞𝑗 = 𝛿𝑦𝑗 ,

d

d𝑡
𝛿𝑦𝑗 = −2𝜍𝑗𝜛𝑗𝛿𝑦𝑗 −

dofs∑︁
𝑖=1

𝑧𝑗,𝑖𝛿𝑞𝑖 −
dofs∑︁
𝑛=1

dofs∑︁
𝑖=1

dofs∑︁
𝑘=1

𝑧𝑗,𝑖,𝑘𝛿𝑞𝑛(𝛿𝑘,𝑛𝑞𝑖 + 𝛿𝑖,𝑛𝑞𝑘)−
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−
dofs∑︁
𝑛=1

dofs∑︁
𝑖=1

dofs∑︁
𝑘=1

dofs∑︁
𝑙=1

𝑧𝑗,𝑖,𝑘,𝑙𝛿𝑞𝑛(𝛿𝑖,𝑛𝑞𝑘𝑞𝑙 + 𝛿𝑘,𝑛𝑞𝑖𝑞𝑙 + 𝛿𝑙,𝑛𝑞𝑘𝑞𝑖), for 𝑗 = 1, . . . ,dofs, (14)

where 𝛿𝑘,𝑛 is the Kronecker delta. Assuming 𝛿𝑞𝑗 and 𝛿𝑦𝑗 as new variables, the simul-
taneous integration of the 4 × dofs first-order differential equations (equations (13) are
non-linear and are integrated by using DIVPAG IMSL routine and equations (14) are
linear, but with time-varying coefficients, and are integrated by using the adaptive step-
size 4th-5th order Runge-Kutta method) has been performed. The excitation period has
been divided in 10000 integration steps ∆𝑡 in order to have accurate evaluation of the
time-varying coefficients in equations (14) that are obtained at each step by integration
of equations (13). To find a reference trajectory 6 × 106 steps are waited in order to
eliminate the transitory and 1 × 106 steps are waited to eliminate the transitory on the
variational equations (14). Then 1 × 106 steps are used for evaluation of the maximum
Lyapunov exponent 𝜎1 for the reference trajectory 𝑥𝑟(𝑡), which is given by

𝜎1 = lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡
ln

|𝛿𝑥(𝑡)|
|𝛿𝑥(𝑡0)|

. (15)

Assuming the initial perturbation of unitary amplitude, equation (15) is simplified
into

𝜎1 = lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡
ln |𝛿𝑥(𝑡)| . (16)

Then, by restoring at each integration time step 𝑘 the amplitude of 𝛿𝑥(𝑡) to its original
unitary measure by the following re-normalisation

𝛿𝑥(𝑡)𝑘 =
𝛿𝑥(𝑡)𝑘
𝑑𝑘

, (17)

where |𝛿𝑥(𝑡)|𝑘 = 𝑑𝑘, the following formula for the maximum Lyapunov exponent, evalu-
ated at step 𝑘, is obtained

𝜎1,𝑘 =
1

𝑘∆𝑡

𝑘∑︁
𝑖=1

ln 𝑑𝑖. (18)

In the numerical calculation of the maximum Lyapunov exponent, the non-dimensional
time previously introduced has been used.

4. Results for harmonic excitation

Numerical calculations have been initially performed for doubly curved shallow shells,
simply supported at the four edges, having the following dimensions and material prop-
erties: curvilinear dimensions 𝑎 = 𝑏 = 0.1𝑚, radius of curvature 𝑅𝑥 = 1𝑚, thickness
ℎ = 0.001𝑚, Young’s modulus 𝐸 = 206 × 109 Pa, mass density 𝜌 = 7800 kg/m3 and
Poisson ratio 𝜈 = 0.3. Shallow shells with the same dimension ratios (𝑅𝑥/𝑎 = 10,
ℎ/𝑎 = 0.01, 𝑎/𝑏 = 1, 𝜈 = 0.3) were previously studied by Kobayashi and Leissa [8]. In
all the numerical simulations a modal damping 𝜍1,1 = 0.004 and harmonic force excita-
tion at the center of the shell in 𝑧 direction are assumed. If not explicitly specified, all
calculations have been performed by using Donnell’s shell theory.
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4.1. Case of a spherical shell

A spherical shallow shell (𝑅𝑦 = 1𝑚) is considered. The frequency range around
the fundamental frequency (mode (𝑚 = 1, 𝑛 = 1) in this case, where 𝑚 and 𝑛 are the
numbers of half-waves in 𝑥 and 𝑦 direction, respectively) is investigated. The fundamental
frequency 𝜔1,1 is 952.31 Hz according to Donnell’s shell theory and 952.26 Hz according
to Novozhilov’s shell theory, i.e. practically the same results for both theories. Other
natural frequencies useful in the present study are (according to Donnell’s theory): 𝜔1,3 =

𝜔3,1 = 2575.9 Hz, 𝜔3,3 = 4472.3 Hz. The amplitude of the harmonic force is ̃︀𝑓 = 31.2 N.
Figure 1 shows the maximum (in the time period; this is positive, i.e. outwards) and

the minimum (negative, i.e. inwards) of the shell response in 𝑧 direction in the spectral
neighbourhood of the fundamental mode (𝑚 = 1, 𝑛 = 1) versus the excitation frequency.

Figure 1. Amplitude of the response of the shell (generalized coordinate 𝑤1,1)
versus the excitation frequency; 𝑅𝑥/𝑅𝑦 = 1 (spherical shallow shell); fundamental

mode (𝑚 = 1, 𝑛 = 1), ̃︀𝑓 = 31.2 N and 𝜁1,1 = 0.004; model with 9 dofs; Donnell’s
theory: solid line ––– present stable results; dashed line — present unstable
results; dot-dashed line — backbone curve from Kobayashi and Leissa [8]. (a)

Maximum of the generalized coordinate 𝑤1,1 (in a vibration period); (b) minimum
of the generalized coordinate 𝑤1,1

Calculations have been performed with the 9 dofs model. This model includes the
following terms in the expressions for displacements 𝑢, 𝑣 and 𝑤, which satisfy identically
the geometric boundary conditions [1]: 𝑤1,1, 𝑢1,1, 𝑣1,1, 𝑢3,1, 𝑣3,1, 𝑢1,3, 𝑣1,3, 𝑢3,3, 𝑣3,3.

Results are compared to those obtained by Kobayashi and Leissa [8], where only
the backbone curve is given. The present results with 9 dofs are quite close to those
in references [8] (considering that the backbone curve, indicating the maximum of the
response for different force excitations, approximately passes through the middle of the
forced response curve computed in the present calculation) and shows a softening type
non-linearity, turning to hardening for vibration amplitudes about two times larger than
the shell thickness. Comparing Figures 1,(a) and 1,(b) it is evident that displacement
inwards is about two times larger than displacement outwards during a vibration period.

In order to check the convergence of the solution, the response has been calculated
with a larger model, including 22 dofs. This model has the following additional general-
ized coordinates with respect to the 9 dofs model: 𝑤1,3, 𝑤3,1, 𝑤3,3, 𝑢1,5, 𝑢3,5, 𝑢5,1, 𝑢5,3,
𝑢5,5, 𝑣1,5, 𝑣3,5, 𝑣5,1, 𝑣5,3, 𝑣5,5.
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Comparison of the response computed with the 22 dofs and the 9 dofs models is given
in Figure 3, where the backbone curve of Kobayashi and Leissa [8] is also shown.

The results of the 22 dofs model are moved slightly to the left with respect to the
smaller 9 dofs model, and present a more complicate curve, especially in the frequency
region around 0.9𝜔1,1. In fact, for excitation frequency 𝜔 = 0.9𝜔1,1, there is a 3:1 internal
resonance with modes (𝑚 = 3, 𝑛 = 1) and (𝑚 = 1, 𝑛 = 3), giving 3𝜔 = 𝜔3,1 = 𝜔1,3. A
second relationship between natural frequencies that leads to internal resonances is for
𝜔 = 0.77𝜔1,1 where 6𝜔 = 𝜔3,3.

Figure 2. Amplitude of the response
of the shell versus the excitation
frequency; 𝑅𝑥/𝑅𝑦 = 1 (spherical
shell); fundamental mode (𝑚 = 1,

𝑛 = 1), ̃︀𝑓 = 31.2 N and 𝜁1,1𝜁1,1 = 0.004;
Donnell’s theory: solid line –––

22 dofs model; dashed line — 9 dofs
model; dot-dashed line — backbone
curve from Kobayashi and Leissa [8]

Figure 3. Effect of the curvature
aspect ratio 𝑅𝑥/𝑅𝑦 on the shell

response (maximum of the
generalized coordinate 𝑤1,1) versus

the excitation frequency;
fundamental mode (𝑚 = 1, 𝑛 = 1);
𝜁1,1 = 0.004; 9 dofs model; Donnell’s

theory

4.2. Effect of different curvature

Figure 3 synthesizes all the maximum responses for the 9 dofs model for different
shell curvature aspect ratios 𝑅𝑥/𝑅𝑦. It is clearly shown that for 𝑅𝑥/𝑅𝑦 = 1 (spherical),
0.5 and 0 (circular cylindrical) the shallow shell considered exhibits a softening type
behaviour turning to hardening type for vibration amplitude of the order of magnitude
of the shell thickness. The softening behaviour becomes weaker with the decrement of
the curvature aspect ratio 𝑅𝑥/𝑅𝑦. In particular, the softening behaviour of the spherical
shallow shell for vibration amplitude around 1.3 times the shell thickness is very strong.
On the other hand, for 𝑅𝑥/𝑅𝑦 = −0.5, −1 (hyperbolic paraboloid) the shell has a strong
hardening type behaviour without presence of the softening type region.

The effect of the curvature on the maximum response of spherical shallow shells is
investigated in Figure 4, obtained with the 9 dofs model and Donnell’s shell theory. Here
the radius of curvature 𝑅𝑥 = 𝑅𝑦 is varied with respect to the value 1𝑚 previously used,
while all the other geometric and material characteristics are kept constant. In particular,
three responses for 𝑅𝑥/𝑎 = 10, 20, 100 are presented (solid line) and compared to the
response of a flat square plate (dashed line) of the same dimension and material, also
computed with the same theory [4] and the 9 dofs model. It must be observed that the
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flat plate is the limiting case for a spherical shallow shell when 𝑅𝑥/𝑎 → ∞. Figure 4
shows that increasing the curvature ratio 𝑅𝑥/𝑎 the shell response changes gradually from
(i) strongly softening turning to hardening for vibration amplitude about two times the
shell thickness, to (ii) fully hardening, which is the typical behaviour of flat plates. It is
curious that a flat plate (𝑅𝑥/𝑎→ ∞) presents a slightly weaker hardening type behaviour
than the spherical shallow shell with 𝑅𝑥/𝑎 = 100. However, the difference is practically
negligible.

Figure 4. Effect of the curvature ratio 𝑅𝑥/𝑎 on the response (maximum of the
generalized coordinate 𝑤1,1) of spherical shallow shells versus the excitation

frequency; fundamental mode (𝑚 = 1, 𝑛 = 1); 𝜁1,1 = 0.004; 9 dofs model; Donnell’s

theory. For 𝑅𝑥/𝑎 = 10, 𝑤1,1 = 952.3 Hz and ̃︀𝑓 = 31.2 N; for 𝑅𝑥/𝑎 = 20, 𝑤1,1 = 637.1 Hz

and ̃︀𝑓 = 11.16 N; for 𝑅𝑥/𝑎 = 100, 𝑤1,1 = 495.4 Hz and ̃︀𝑓 = 5.56 N; for 𝑅𝑥/𝑎 = ∞
(square plate), 𝑤1,1 = 488.6 Hz and ̃︀𝑓 = 5.4 N

5. Bifurcation analysis

The same shallow spherical shell studied in Section 4.1 is considered here and the
22 dofs model is used. Poincaré maps have been computed by direct integration of the
equations of motion. The excitation frequency has been kept constant, 𝜔 = 0.8𝜔1,1, and
the excitation amplitude has been varied between 0 and 1400 N.The force range has been
divided into 800 steps, so that the force is varied of 1.75 N at each step. 600 periods have
been waited each time the force is changed of a step in order to eliminate the transient
motion. The initial condition at the first step is zero displacement and velocity for all
the variables; at the following steps the solution at the previous step, with addition of
a small perturbation in order to find stable solution, is used as initial condition. The
bifurcation diagrams obtained by all these Poincaré maps are shown in Figure 5, where
the load is decreased from 1400 N to 0.

Simple periodic motion, period doubling bifurcation, subharmonic response, ampli-
tude modulations and chaotic response have been detected, as indicated in Figures 5,(a),
5,(b). This indicates a very rich and complex nonlinear dynamics of the spherical shallow
shell subject to large harmonic excitation. Different stable solutions coexist for the same
set of system parameters, so that the solution is largely affected by initial conditions. In
particular, Figures 5,(b) and 5,(d) give the maximum Lyapunov exponent 𝜎 associated
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to the bifurcation diagram. It can be easily observed that (i) for periodic forced vibra-
tions 𝜎1 < 0, (ii) for amplitude modulated response 𝜎1 = 0, and (iii) for chaotic response
𝜎1 > 0. Therefore 𝜎 can be conveniently used for identification of the system dynamics.

Figure 5. Bifurcation diagram of Poincaré maps and maximum Lyapunov
exponent for the spherical shallow shell under decreasing harmonic load

with frequency 𝜔 = 0.8𝜔1,1; 𝜁1,1 = 0.004;
22 dofs model; Donnell’s theory:

(a) Bifurcation diagram: generalized coordinate 𝑤1,1; 𝑇 =response period equal to
excitation period; 𝑃𝐷 =period doubling bifurcation; 𝑀 =amplitude modulations;

𝐶 =chaos;
(b) maximum Lyapunov exponent;

(c) bifurcation diagram: generalized coordinate 𝑤1,1, enlarged scale; 𝑇 =response
period equal to excitation period; 𝑃𝐷 =period doubling bifurcation; 2𝑇 =periodic
response with two times the excitation period; 5𝑇 =periodic response with five

times the excitation period; 𝑀 =amplitude modulations; 𝐶 =chaos;
(d) maximum Lyapunov exponent, enlarged scale

All the Lyapunov exponents have been evaluated for the case with excitation ̃︀𝑓 =
1396 N in Figure 5, corresponding to chaotic response. In this case, four positive Lya-
punov exponents have been identified, allowing to classify this response as hyperchaos.
The Lyapunov dimension in this case is 𝑑𝐿 = 24.59.
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6. Conclusions

The present study introduces a multi-mode expansion and uses accurate shell theories
retaining in-plane inertia to study large-amplitude, forced vibrations of doubly curved
shallow shells. This overcomes two frequent limitations in previous studies: (i) the use of
mode expansions with one or two degrees of freedom; and (ii) the use of less accurate, but
simpler, Donnell’s shallow-shell theory, which neglects in-plane inertia. The occurrence of
internal resonances in the problem studied is a clear indication that this important non-
linear phenomenon has fundamental importance in the study of curved shells. Internal
resonances can be studied only with multi-mode expansions, in some cases with a quite
large number of degrees of freedom.

Bifurcation diagrams constructed by Poincaré maps and Lyapunov exponents show
period doubling bifurcations and highly complex nonlinear behaviour of a spherical shal-
low shell under very large harmonic excitation. Up to four positive Lyapunov coefficients
have been found for the studied case, indicating hyperchaos.
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УДК 534.1
Устойчивость нелинейных колебаний пологих оболочек
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В статье рассматриваются высокоамплитудные (геометрически нелинейные) колебания
пологих оболочек двоякой кривизны c прямоугольными границами, свободно опертых по
всем четырем краям и подвергающихся нормальному к поверхности гармоническому воз-
действию в спектральной окрестности основной формы. Первая часть проведенных иссле-
дований была представлена в работе [М. Амабили и др. Нелинейные колебания пологих
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оболочек двоякой кривизны // Вестник КГТУ, 2015. — Т. 18, № 6. — С. 158–163] авторов.
Для расчета энергии упругой деформации были использованы два различных нелинейных
соотношения между деформацией и перемещением: из теории Доннелла и теории Ново-
жилова. Учитывались также геометрические несовершенства формы оболочкии и влияние
инерции в плоскости. Построены приближенные уравнения динамики в форме уравнений
Лагранжа второго рода. Предполагается, что потенциальная энергия сил упругости раз-
лагается в ряд, в котором ограничиваются членами третьего порядка. Для исследования
устойчивости невозмущенного движения используется метод функций Ляпунова и метод
характеристичных чисел. Полагая функцию Ляпунова квадратичной формой с постоян-
ными коэффициентами, определяются условия, при которых решение, соответствующее
невозмущенному движению системы при гармоническом воздействии, является устойчи-
вым. Определяется оценка наибольшего характеристичного числа Ляпунова. Приводятся
результаты численных экспериментов, полученных для системы с гармоническим возбуж-
дением. Рассматривается случай сферической оболочки, исследуется эффект влияния раз-
личной кривизны, проводится бифуркационный анализ.

Ключевые слова: нелинейные колебания, пологие оболочки, уравнение, движение,
устойчивость
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This article shows a method of secured transmitting of information by using splitting encryp-
tion algorithm which replaces each character in plaintext by k-integer in ciphertext. Splitting
algorithm is a generalization of the secured transmission procedure with secret key that.

This study shows how to use a set of cryptographic keys which are generated using genetic al-
gorithm and pseudorandom number generators, to solve some of serious problems in the modern
cryptography.
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1. Introduction

The problems of information protection are excited the humanity for centuries. The
need of information security has originated from the necessary of diplomatic negotiation,
secret transferring of the military information, and protection of the personal information.

In the recent years, the information has become considered as financial category, this
add more attraction and attention to the data security. Protection of the text during
transmission via communication channels is an important task for business applications,
and many other areas of the modern life [1].

There are several encryption algorithms; one of them is XOR encryption which uses
pseudorandom number generator (PRNG). The experience has shown that XOR encryp-
tion has relative weakness against the actions of experienced hackers, and it is not entirely
satisfy the requirements of high level of security [1, 2].

The principle of XOR encryption could be summarized as follows: generate keystream
using pseudorandom numbers generators after that apply XOR operation (modulo-2
addition) between the obtained cryptographic keys and plaintext.

Modulo-2 addition in XOR encryption can be accomplished in several ways, for ex-
ample, by the formula [1]:

𝑦 = 𝑥⊕ 𝑘, (1)

where 𝑦 – ciphertext, 𝑥 – ASCII code plaintext, 𝑘 – the generated cryptographic keys
using PRNG; and ⊕ — bitwise “exclusive or”. The schema of XOR cipher is shown in
fig. 1.

This article is proposed a symmetric encryption algorithm, which improves the safety
of traditional encryption algorithms by replacing each character in plaintext by k-chain
in ciphertext. This mechanism would increase the level of security and it has not been
studied previously in cryptography.

This paper is organized as follows: in section 1 we define the proposed encryption
algorithm based on the splitting method, in section 2 provides a description of splitting
algorithm, in section 3 proves the property of monomorphism of splitting method. In
section4 presents the results of experiments. The conclusion is contained in the final
section.

Received 25th May, 2016.
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Figure 1. The scheme of XOR encryption

2. Defintion of the Encryption Algorithm Based on Sippliting
Method

The term of splitting, which is referred in this paper, means replacing each character
in plaintext by k-chain of integers in ciphertext; to be transmitted over a communica-
tion channel. Splitting provides defense in depth for the transmitted information from
malicious actions of various kinds.

Definition: splitting k-level means representation of each character in plaintext as a
sequence of k-integers in ciphertext.

The obtained ciphertext by this method is difficult to reveal, as the cryptographic
keys are variable and the cipher changes randomly for each ciphered letter. This concept
is new in cryptography, and there is no similar proposal has been issued or reported
before.

In particular, the splitting algorithm provides reliable protection from cryptanalytic
attacks based on counting the frequency of occurrence of the letters in the ciphertext.
This algorithm does not depend on the probability distribution of the letters in the
language or the other properties of the natural language. (If the primary requirement is
the speed and size, it is possible to use k=1; But if the degree and level of security and
privacy is more important, choose 𝑘 > 1).

3. Description of Splitting Algorithm

3.1. Mathematical model of splitting algorithm

3.1.1. Mathematical model of the encryption algorithm

encryption process =

⎧⎨⎩
splitting level = 1 → modification XOR encryption

splitting level 𝑘,where 𝑘 > 1 → Encryption algorithm based

on siplliting method

encryption process𝑌 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
KPRNG ⊕ ASCII code,when 𝑘 = 1

quotient remainder𝑘 . . . remainder2 remainder1,

when 𝑘 > 1 quotient = KPRNG
ASCII code

remainder = KPRNG mod ASCII code

KPRNG > 256

KPRNG denotes a generator that creates a sequence of conventional pseudorandom
number generator (PRNG) after applying the operations of genetic algorithm (GA),
which ensures a high probability of inability to predict the next character.
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3.1.2. Mathematical model of decryption algorithm

Decryption process =

{︃
𝑘 = 1 → KPRNG ⊕ ASCII code

𝑘 > 1 → KPRNG−remainder
quotient

3.2. The scheme of splitting algorithm

3.2.1. The scheme in case of 𝑘 = 1

Figure 2. The scheme of splitting algorithm for 𝑘 = 1

3.2.2. The scheme in case of 𝑘 > 1

Figure 3. The scheme of splitting algorithm for 𝑘 levels, 𝑘 > 1

3.3. The secret key

The key – it is a particular secret state of some parameters of the cryptographic
algorithm of the data that provides only one choice of all the possible options for the
transformation encryption algorithm [1]. In the symmetric algorithm the same piece of
information (i.e. key) is used to encrypt and decrypt the message [1].
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The secret key in the proposed encryption algorithm contains information about
the genetic algorithm, the level of splitting, and parameters of pseudorandom number
generator. The block diagram of the secret key is shown in fig. 4.

Figure 4. The block diagram of the secret key

The private key contains a set of parameters that make the cryptographic algorithm
difficult for attacker to break it (increasing the level of security) [3]. These parameters
are as follows:

1. The parameter of splitting algorithm, which indicates the “level of splitting”. This
parameter specifies the number of characters of ciphertext, which is replaced by
substituting in place of each character in cleartext to be sent over the channel.

2. The parameters of genetic algorithm, which include “generation size, the number of
generations, the length of the chromosome, the initial value, the end value” [4].

3. The parameters of pseudorandom number generator, which belong to the selected
pseudorandom number generator [4]:

(a) In the case of Blum-Blum-Shub and Fibonacci generators, parameters include
“initial value and modulus”.

(b) In the case of a linear congruential generator, parameters include “initial value,
modulus, increment and multiplier”.

(c) In the case of a quadratic congruential generator, parameters include “initial
value, module, a, b, c”.

3.4. Steps of the encryption algorithm

Input: cleartext, the type of generator, and secret key.
In case if the splitting level is 1

1. Generate a sequence of cryptographic keys, denoted this sequence by the symbol
(𝑆0) , on the basis of the selected pseudorandom number generator, secret key, and
the selected genetic algorithm.

2. Convert each character in cleartext into its ASCII code value. Let denoted this
number by the symbol (𝑆𝐴𝑆𝐶𝐼𝐼).

3. Apply XOR operation between a part of the sequence (𝑆0), which is obtained in
step1, and the ASCII code representation (𝑆𝐴𝑆𝐶𝐼𝐼), which is obtained in Step2, to
obtain a new sequence, which we denote by the symbol 𝐶, where 𝐶 = 𝑆0 ⊕𝑆𝐴𝑆𝐶𝐼𝐼 .

4. The sequence 𝐶 is the ciphertext.
In the case of splitting level 𝑘, where 𝑘 > 1

1. Generate a sequence of cryptographic keys, denoted this sequence by the symbol
(𝑆0), on the basis of the selected pseudorandom number generator, secret key, and
the selected genetic algorithm.

2. Convert each character in cleartext into its ASCII code value. Let denoted this
number by the symbol (𝑆𝐴𝑆𝐶𝐼𝐼).
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3. Select keys which have a value more than 256 from the generated sequence 𝑆0.
4. For each character in cleartext apply division 𝑘 − 1 time and save the remainder of

integer division at each step, after that save the final result and quotient.
5. The ciphertext will be a sequence of the form:

quotient1𝑘remainder11remainder12 . . . remainder1𝑘, . . . ,

quotient𝑛𝑘remainder𝑛1remainder𝑛2 . . . remainder𝑛𝑘.

4. The Main Theorem of Splitting Algorithm

4.1. Definition of the mathematical function of the splitting algorithm

Suppose we have a character 𝛼𝑖, which is the ASCII code of the cleartext character,
and let 𝑟𝑖 – random number resulted from PRNG after applying GA. Suppose the function
Φ𝑘 is the result of division 𝛼𝑖 by 𝑟𝑖, denote the quotient 𝑛𝑖, and the remainder of this
division 𝛿𝑖. The function Φ𝑘(𝛼𝑖) in our system is mapping a character 𝛼𝑖 by an ordered
pair of integers 𝑛𝑖 and 𝛿𝑖. The function Φ𝑘, when the splitting level 𝑘 = 2, is determined
by the following relation:

Φ2(𝛼𝑖) =

(︂[︂
𝑟𝑖
𝛼𝑖

]︂
; 𝛿𝑖

)︂
.

Theorem. The mapping function Φ2 at 𝑟𝑖 > 256 reversible, and it is monomorphism.

5. Experimental Results

5.1. A comparison between the traditional XOR encryption and the
proposed one

5.1.1. The traditional method of XOR algorithm

The following example shows the restriction of the security level in the traditional
XOR encryption algorithm. If the private key is selected as shown in fig. 5, the generated
cryptographic keys contain only one single value 1, 1, 1, . . ..

Figure 5. The secret key of the traditional XOR encryption algorithm

As shown in fig. 6. when encrypting the following cleartext, which consists of one
character “𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎”.

As shown in fig. 7, the ciphertext will have the same value for each encrypted symbol
= 96 96 96 96 96, as shown in fig. 7.
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Figure 6. The set of cryptographic keys in the traditional XOR encryption

Figure 7. Cleartext and ciphertext (the traditional XOR encryption algorithm)

From this example, it is clear the limitation of the traditional XOR encryption algo-
rithm, leading to relatively easily to analysis and break by attacker.

5.1.2. Modified algorithm of XOR encryption (splitting algorithm
when 𝑘 = 1).

The following example shows the improvement in the level of security, that the pro-
posed splitting algorithm provides to the modified XOR encryption algorithm. The
example is conducted by the usage of the same parameters as used in the example above.
If the private key is selected as shown in fig. 8 (similar to the secret key in fig. 5), then
the generated cryptographic keys contain many different values, as shown in fig. 9.

And when encrypting the cleartext, which consists of one symbol “𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎” as shown
in fig. 10, the ciphertext will have several different values for each encrypted character,
not one; In this case, the ciphertext will have the form “185 273 361 369 112” as shown in
fig. 10. (Recall that in fig. 7, the ciphertext has the same value for all characters).

This example shows that the splitting algorithm that we proposed is highly resistant
and provides a high level and degree of security as the key is variable and ciphertext vary
randomly for each ciphered letters.
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Figure 8. Secret key of the modified XOR encryption algorithm

Figure 9. The set of cryptographic keys in the modified XOR encryption
algorithm

Figure 10. Cleartext and plaintext in the modified XOR encryption algorithm
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5.2. Example of applying the encryption algorithm based on the splitting
procedure when splitting level k = 2

For the experiment has been selected the plaintext: ≪ 𝐸𝑛𝑐𝑟𝑦𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛 ≫. When select
a linear congruential generator based on the secret key as shown in fig. 11, we get the
ciphertext = 8 96 8 24 3 78 3 18 4 45 4 75 4 64 4 96 5 99 7 7 as shown in fig. 12.

Figure 11. The secret key
(splitting level = 2)

Figure 12. The cipher text in
accordance with the secret key

(splitting level = 2)

5.3. Example of applying the encryption algorithm based on the splitting
procedure when splitting level 𝑘 = 3

If the splitting level 𝑘 = 3 for the same secret key as shown in fig. 13 and the same
plaintext as shown in fig. 14. We’ll get the cipher

𝑡𝑒𝑥𝑡 = 113 0 96 113 0 24 125 0 78 120 0 18 132 1 45 130 3 75 132 0 64 129 0 96 130 4 99 113 6 27 ,

as shown in fig. 14.

Figure 13. The secret key
(𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡𝑡𝑖𝑛𝑔𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 = 3)

Figure 14. The ciphertext in
accordance with the secret key

(𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡𝑡𝑖𝑛𝑔𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 = 3)

References

1. A. V. Sokolov, V. F. Shangin, Data protection in Distributed Enterprise Networks
and Systems, DMK Press, Moscow, 2002, in Russian.



72 Bulletin of PFUR. SeriesMathematics. Information Sciences. Physics. No 2, 2016. Pp. 64–72

2. B. Y. Ryabko, A. N. Fionov, The Foundations of Modern Cryptography for Specialists
in Information Technologies, Scientific World, Moscow, 2004, in Russian.

3. A. X. Alhussain, Cryptosystem for Providing Secured Application based on Genetic
Algorithm, in: International Research Conference on Engineering, Science and Man-
agement 2014 (IRCESM 2014), International Journal of Emerging Technology and
Advanced Engineering, June 2014, Dubai, United Arab Emirate, Vol. 14, Special Is-
sue 5, 2014, pp. 8–14.

4. A. Alhussain, Symmetric Encryption Algorithm Using a Genetic Algorithm and Pseu-
dorandom Number Generators, Natural and Technical Sciences (7(85), pages = 73–79,
note = in Russian, language = english).

УДК 004.056.55
Симметричное шифрование на основе метода расщепления

В. Л. Стефанюк *†, А. Х. Алхуссаин†
* Институт проблем передачи информации РАН, Москва, Россия

† Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

Предлагаемое в статье расщепление касается защищенных способов передачи инфор-
мации о каждом отдельном символе при их потоковой передаче. Расщепление является
обобщением процедуры защищенной передачи с одиночным ключом.

Интеллектуальность расщепления состоит в обратимом кодировании (reversible coding)
отдельных символов вместо использования теоремы отсчетов Котельникова-Шеннона для
передачи по каналу связи последовательности блоков символов, с целью повышения сте-
пени защиты. Описан действующий вариант системы, предназначенный для передачи тек-
стовых сообщений. В этой статье показано, как использовать набор криптографических
ключей, которые генерируются с применением генетического алгоритма, и как выбрать
генератор псевдослучайных чисел, чтобы решить некоторые современные криптографиче-
ские задачи.

Ключевые слова: генетический алгоритм, генератор псевдослучайных чисел, шиф-
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Свойства плёнок диоксида титана с металлическими
наночастицами
С. А. Алиев

Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

В работе исследовались физико-химические свойства плёнок диоксида титана, содержа-
щих наночастицы золота, изготовленных по гель-технологии. Проведено сравнение раз-
ных технологий синтеза диоксида титана. Экспериментально показано, что разработан-
ная гель-технология позволяет получать практически 100% фазу наноструктурированного
анатаза, что было подтверждено методами микроскопии высокого разрешения и результа-
тами рентгеноструктурного анализа. Проведены исследования топографии и морфологии
полученных образцов плёнок. Изучена фотоактивность синтезированных плёнок методом
ЭПР-спектроскопии. Показано увеличение фотоактивности плёнок при УФ-облучении.

Проведена модификация диоксида титана наночастицами золота разной концентрации.
Исследованы спектры пропускания в зависимости от соотношения компонент раствора при
изготовлении гель-плёнок, а также от температуры отжига при их формировании. Показа-
но, что спектры поглощения существенно зависят от параметров технологического режи-
ма. Исследование спектров поглощения плёнок диоксида титана с содержанием наночастиц
золота показало существенные изменения спектров, а именно: возникали дополнительные
пики поглощения разной интенсивности и наблюдался сдвиг края полосы пропускания. Эти
изменения обусловлены, по-видимому, изменением структуры плёнок, а также агрегацией
наночастиц золота. Проведённые исследования показали перспективность гель-метода для
синтеза диоксида титана и его модифицирования наночастицами.

Ключевые слова: золь-гель и гель-методы, плёнки диоксида титана, модификация,
наночастицы, золото, спектроскопия

1. Описание системы
Композитные диэлектрические плёнки с наночастицами металлов в последнее

время привлекают внимание исследователей благодаря своим необычным свойствам,
отличающимся от свойств объёмных материалов. Введение таких частиц в компо-
зитную плёнку приводит к появлению качественно новых физических свойств [1–3].
Вещество, находящееся в наноразмерной модификации, существенно отличается по
многим характеристикам от объёмных материалов. Например, наночастицы золота
проявляют ферромагнитные и каталитические свойства, особые оптические свой-
ства, которые заключаются в возникновении полос поглощения в видимой области
спектра, обусловленных резонансными явлениями на плазмонах. Интенсивность ре-
зонансного поглощения и его спектральное положение зависит от объёма включён-
ной в диэлектрическую матрицу металлической частицы.

Такие диэлектрические матрицы с металлическими наночастицами могут быть
использованы для повышения чувствительности спектральных методов анализа со-
става веществ, для создания различных сенсоров и новых метаматериалов, синтеза
сверхрешёток, включая фотонные кристаллы и др. Особый интерес представляют
оптические и нелинейно-оптические свойства таких структур. В качестве матрицы
может быть использован диоксид титана, синтезированный различными методами.

Современные катализаторы на основе диоксида титана, получаемые в виде по-
рошков, имеют ограниченное применение в химической технологии. Поэтому созда-
ние ФК-активных покрытий с высокоразвитой поверхностью на основе TiO2 являет-
ся актуальной задачей, а разработка новых методов их получения с использованием

Статья поступила в редакцию 16 февраля 2016 г.
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наноразмерных частиц TiO2, а также способов модификации полученного материа-
ла с целью пространственного разделения зарядов в частицах и смещения спектра
поглощения в область более низких энергий являются перспективным направлением
создания высокоактивного фотокатализатора.

Нанокристаллический диоксид титана (TiO2) в настоящее время является одним
из наиболее востребованных материалов, широко используемых в науке, промыш-
ленности и быту полупроводниковых материалов (см., например, [4–6]). Столь боль-
шой интерес к данному соединению обусловлен прежде всего его физико-химическими
свойствами. Так, площадь удельной поверхности нанокристаллического TiO2 может
достигать сотен квадратных метров на грамм вещества. Ширина запрещённой зоны
варьируется в зависимости от способов синтеза в пределах 3,2–3,6 эВ. Энергетиче-
ское положение зоны проводимости TiO2 перекрывается с энергией возбуждённого
состояния ряда красителей. Это позволило разработать на основе нанокристалли-
ческого TiO2 солнечные батареи нового инжекционного типа [7, 8], эффективность
которых возрастает при увеличении площади удельной поверхности используемых
наночастиц TiO2. Кроме того, данное вещество является эффективным фотоката-
лизатором для целого ряда химических реакций [9, 10] и широко используется в
качестве фильтров для очистки воды и воздуха от токсичных органических приме-
сей. В этом случае увеличение удельной поверхности за счёт наноструктурирования
позволяет увеличить выход реакции фотоокисления на несколько порядков величи-
ны по сравнению с объёмной фазой вещества.

В настоящее время активно ведётся разработка новых технологий синтеза диок-
сида титана, позволяющих формировать образцы с широким распределением нано-
кристаллов по размерам [11, 12]. Указанные структуры характеризуются как боль-
шой площадью удельной поверхности, так и большим коэффициентом поглощения
света, что позволяет повысить степень фотокаталитической активности данного ма-
териала.

Известно, что принцип действия TiO2 как фотокатализатора основан на фор-
мировании на его поверхности в процессе освещения ряда радикалов, являющихся
сильными окислителями, например ·O−

2 и ·OH [11]. Вступая в реакцию окисления с
различными органическими веществами, указанные радикалы способны разложить
их до простейших составляющих — H2O и CO2 (см. рис. 1). Однако до настоящего
времени отсутствуют данные о количественной связи между концентрацией спино-
вых центров и степенью фотокаталитической активности образцов TiO2.

Рис. 1. Схема образования частиц ·ОН, ·О−
2 на поверхности TiO2 под

действием света
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2. Структура TiO2

Свойства плёнок диоксида титана определяются методом синтеза и параметрами
технологического режима.

При изготовлении плёнок по методике золь-гель образуется гидроксид титана
TiO2×H2O, который в зависимости от условий его осаждения может содержать пе-
ременное число связанных с титаном ОН-групп.

При отжиге диоксида титана в аморфном состоянии сначала образуется анатаз
(при этом частично удаляются ОН-группы), а затем — рутил. Аморфное состояние
сохраняется дольше в щелочных средах, чем в кислых, так как в кислых средах
уменьшение ОН происходит медленнее. Полное удаление воды происходит при тем-
пературе, большей 600∘C. Относительное содержание структурных модификаций в
зависимости от температуры отжига приведено в табл. 1.

Таблица 1
Фазовое состояние TiO2 в зависимости от температуры отжига

TiO2, Температура Температура Температура Температура
фазы отжига 400∘C отжига 600∘C отжига 800∘C отжига 900∘C

Анатаз Аморфное
состояние

84% 18% 0%
Рутил 16% 82% 100%

Аморфный TiO2 переходит в анатаз при температуре большей 300∘C. Содер-
жание анатаза в аморфной плёнке зависит от толщины плёнки. Плёнки толщиной
100–200 нм строго аморфны, а при толщине 500 нм содержат анатаз. Чем тоньше
плёнка, тем меньше начальная степень кристаллизации.

Для получения тонких плёнок TiO2 и его модификаций используют золь-гель,
мицеллярные и обращено мицеллярные, золь, гидро- и сольвотермальные, электро-
химические и ряд других методов синтеза. Известно, что анатаз представляет наи-
больший интерес исследователей по сравнению с рутилом и брукитом. Однако на
практике, как правило, получают смесь этих кристаллических модификаций. В луч-
ших коммерческих образцах содержание рутила может достигать 20%.

Топография поверхности полученных плёнок была проведена при помощи ска-
нирующего зондового микроскопа Интегра. Метод атомно-силовой микроскопии.
Светлые упорядоченные полосы, согласно литературным источникам, могут быть
отнесены к поликристаллическому диоксиду титана, а перемычки в виде светлых
пятен между полосами — к кислородным вакансиям.

Однако на снимке (рис. 3) этой же плёнки в режиме 3D видно, что поверхность
плёнки представляет собой рельеф, состоящий из хребтовидных выпуклостей и впа-
дин между ними. Существование упорядоченных выпуклостей является причиной
проявления гидрофобных свойств поверхности. Вода не смачивает такие поверхно-
сти, а существует в виде капель. При аналогичном исследовании образца с более
низкой температурой отжига шероховатость образца была мала, что свидетельству-
ет о преобладании аморфной фазы вещества.

Методом просвечивающей электронной микроскопии были получены снимки вы-
сокого разрешения. Плёнка представляет собой структуру в виде скопления кри-
сталлитов диоксида титана. Характерные размеры кристаллитов лежат в диапазоне
от 5 до 15 нм.

Контраст на полученном электронно-микроскопическом снимке позволяют су-
дить о том, что кристаллиты собраны в структуру по типу «чешуи». Похожие ре-
зультаты были получены методом атомно-силовой микроскопии.
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Рис. 2. Фрагмент кристаллической структуры анатаза. Атомы кислорода
обозначены светлыми кружками, атомы титана — тёмными

(a) (b)

Рис. 3. Топография участка плёнки, полученная методом АСМ (а), и её 3D
модель (б)

2.1. Гель-технология

Диоксид титана может обладать большой площадью удельной поверхности за
счёт наноструктурирования, что является одним из его важнейших физико-химических
свойств. Увеличение площади удельной поверхности характерно для мелкокристал-
лической структуры TiO2 в форме анатаза. Это позволяет увеличить выход реакции
фотоокисления на несколько порядков по сравнению с объёмным материалом.

В данной работе для получения плёнок TiO2 использовался метод, пока не имею-
щий общепризнанного названия, который позволяет получать анатаз в виде тонких
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плёнок, содержание которого в объёме близко к 100%. Совместно с кафедрой об-
щей химии мы условно назвали эту технологию «гель методом» получения тонких
плёнок.

Гель технология это методика создания на стеклянных или кварцевых подлож-
ках оптически прозрачных плёнок, путём высушивания и последующего отжига на-
несённого на эти подложки слоя специального раствора.

Получение по этой технологии оптически прозрачных и однородных плёнок не
требует применения дорогостоящего, сложного оборудования, что и обусловило по-
вышенный интерес к этой теме.

В отличие от процесса золь-гель здесь золеобразования не происходит, плёнки
вытягиваются непосредственно из раствора, а не из суспензии, так же отсутству-
ет прямая реакция гидролиза, то есть гидролиз происходит без добавления воды в
раствор, вода конденсируется из атмосферы, плюс ОН группы для гидролиза от-
щепляются при удалении спирта из раствора.

раствор → гель → оксид

В качестве базового материала для получения плёнок диоксида кремния и стё-
кол используют тэтрабутоксид титана Ti(OCH2C3H7)4, который смешивают в со-
ответствующих пропорциях с триэтиленгликолем C6H14O4 и домешивают бутанол
C6H12O3 до определённой отметки.

Рис. 4. Элемент-структурный каркас гель раствора

Полученный гель раствор наносится на подложку. Подложки с нанесённым ди-
оксидом титана сушатся при температуре ∼ 100∘C в течение 10–20 мин. Вследствие
испарения растворителя на подложке остаётся пористая плёнка — каркас. После-
дующий отжиг при температуре ∼ 300–800∘C приводит к образованию сплошной
плёнки, пористость которой не превышает 10–15%.

Основным преимуществом метода гель является возможность получения плёнок
с заданными свойствами. Гель технология обеспечивает возможность очень точного
управления структурой получаемого вещества на молекулярном уровне и получение
многокомпонентных оксидных соединений с точным соблюдением стехиометриче-
ского соотношения элементов, высокой гомогенностью и сравнительно низкой тем-
пературой образования оксидов (∼ 400–800∘C), что значительно расширяет спектр
веществ (особенно органических), используемых в качестве компонентов раствора.
Внесение определённых добавок может обеспечить, например, нелинейные свойства
получаемых плёнок, что даёт возможность удвоения частоты, модуляции сигнала и
т. п.

2.2. Модифицирование диоксида титана

В настоящее время легирование структуры диоксида титана другими элемента-
ми является наиболее перспективным подходом для модифицирования TiO2. Леги-
рование позволяет расширить спектр поглощения TiO2, а также повысить его ФК
активность [13].
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2.3. Модифицирование катионами

Суть катионного модифицирования заключается во введении катионов металлов
в кристаллическую структуру диоксида титана на позиции ионов Ti+4 . В качестве ка-
тионов могут быть использованы наночастицы редкоземельных, благородных и пе-
реходных металлов [14, 15]. Легирование катионами значительно расширяет спектр
поглощения TiO2, увеличивает окислительно-восстановительные свойства, образую-
щихся радикалов и повышает квантовую эффективность за счёт снижения степени
рекомбинации электронов и дырок. Природа и концентрация легирующей примеси
изменяет распределение заряда на поверхности TiO2, влияет на процесс фотокор-
розии и ФК активность [16].

Увеличение поглощения видимого света не всегда приводит к увеличению ак-
тивности фотокатализатора. В результате легирования катионами, в структуре TiO2
появляется определённое количество дефектов, которые могут выступать в качестве
центров рекомбинации зарядов. Однако этого можно избежать, если после легиро-
вания проводить дополнительный отжиг фотокатализатора в кислородсодержащей
атмосфере [15].

Образцы TiO2, легированные наночастицами металлов, по сравнению с чистым
TiO2 отличаются более высоким значением электропроводности. В работе [17] ис-
следователи добились увеличения ФК активности TiO2 за счёт легирования гадоли-
нием (Gd). Образцы Gd+

3 /TiO2, приготовленные по золь-гель методу имеют низкую
ширину запрещённой зоны, маленький размер частиц, высокую внешнюю площадь
поверхности и высокий объём пор.

Недостатками легирования в позиции Ti+4 в основном является повышенная сте-
пень рекомбинации зарядов, что приводит к снижению ФК активности даже под
действием УФ-света. Современные исследования подтверждают вывод о том, что
для снижения ширины запрещённой зоны TiO2 лучше использовать анионные при-
меси, а не катионные [18–20].

2.4. Модифицирование анионами

За последние несколько лет (2007–2013 гг.) было показано, что образцы TiO2,
легированные неметаллическими элементами (углерод, сера, фтор, азот и т. д.), в
анионные позиции кислорода, демонстрируют высокую ФК активность в видимой и
УФ-области солнечного спектра. Среди всех анионов, наибольший интерес вызвали
углерод и азот [21].

Замещение атомов кислорода на углерод приводит к образованию новых уров-
ней выше потолка валентной зоны TiO2, что снижает ширину запрещённой зоны
и смещает спектр поглощения [22]. Включение углерода в TiO2 также может при-
вести к образованию углеродистых соединений на поверхности фотокатализатора,
которые выступают в виде центров поглощения видимого излучения.

Легирование атомами азота является самым популярным способом улучшить ФК
показатели TiO2 [19, 23, 24]. Введение азота в структуру TiO2 способствует значи-
тельному сдвигу спектра поглощения в видимую область солнечного спектра, изме-
нению показателя преломления, увеличению твёрдости, увеличению электропровод-
ности, увеличению модуля упругости и увеличению ФК активности по отношению к
видимому свету. Атомы азота могут встраиваться в структуру TiO2 либо на позиции
кислорода, либо в междоузлье кристаллической решётки. При замещении кислоро-
да образуется новый уровень над потолком валентной зоны TiO2, а при встраивании
в междоузлье решётки уровень образуется на 0,76 эВ выше валентной зоны [25]. Как
показано на рисунке 5, присутствие азота сужает ширину запрещённой зоны TiO2

до 2,5 эВ, что способствует поглощению фотонов с меньшей энергией [26].
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Рис. 5. Схема изменения зонной структуры TiO2 при легировании атомами
азота

2.5. Нанесение наночастиц металлов

Нанесение металлических частиц является другим альтернативным подходом к
модификации фотокатализаторов. В литературе имеются данные, свидетельствую-
щие о том, что благородные металлы, включая Pt, Ag, Au, Pd, Ni, Cu и Rh, значи-
тельно увеличивают фотокаталитическую активность TiO2 [27]. Поскольку уровни
Ферми у этих металлов ниже, чем у TiO2, то фотовозбуждённые электроны мо-
гут перейти из зоны проводимости TiO2 на металлические частицы, осаждённые на
поверхности TiO2, в то время как фотогенерированные дырки остаются в валент-
ной зоне TiO2. Это значительно снижает возможность рекомбинации электронов и
дырок, в результате чего происходит эффективное разделение и повышается фото-
каталитическая активность. Многочисленные данные в литературе свидетельству-
ют о том, что свойства этих фотокатализаторов зависят от дисперсности частиц
металла. Когда размер частиц металла составляет менее 2,0 нм, композиты про-
являют высокую каталитическую активность [28]. Было высказано предположение,
что слишком высокая концентрация частиц металла блокирует поверхность TiO2 и
снижает степень поглощения фотонов, также сами частицы металла выступают в
виде электронно-дырочных центров рекомбинации, что приводит к снижению эф-
фективности фотокатализатора. В работе [29] предложен синтез наночастиц TiO2,
допированных частицами (1 мас. %) благородных металлов (Mе/TiO2, Mе = Ag,
Au и Pt), золь-гель методом. Mе/TiO2-катализаторы показали высокую ФК актив-
ность, даже при облучении видимым светом. Наибольшую ФК активность проявил
катализатор, модифицированный золотом. При использовании других благородных
металлов ФК активность уменьшалась.

3. Экспериментальные исследования

В настоящей работе проведено исследование спектральных характеристик плё-
нок диоксида титана с наночастицами золота. Исследования проводились на плён-
ках, сформированных с помощью нового гель метода при разных параметрах техно-
логического режима, а именно, состава исходных растворов и температуры отжига.
Кроме того, варьировалась и концентрация золота в образцах (см. таблицу 2).
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Таблица 2
Экспериментальные образцы

Температура
отжига

ТЭГ:ТБТ

1:2 1:1 2:1 1:1 1:1
(Au:TiO2=1:100) (Au:TiO2=1:50)

450∘C K1 K3 K2 KZ1 KZ2
700∘C K4 K6 K5 KZ3 KZ4

Исследование спектров пропускания полученных образцов было проведено с по-
мощью спектрофотометра SPECORD.

(a) (b)

Рис. 6. Спектры пропускания образцов без золота при температуре отжига
450∘C (а) и 700∘C (б)

Анализ спектров пропускания образцов без добавления золота (К1, К2, К3) при
температуре отжига 450∘C показал, что край полосы поглощения соответствовал
𝜆 = 330 нм. Для образца К1 максимум поглощения наблюдался при 𝜆 = 500 нм с
амплитудой ∼ 40% и шириной ∼ 150 нм. Для образца К2 пик поглощения (50%)
сдвигался на 50 нм в коротковолновую область до 𝜆 = 450 нм с шириной 80 нм. На
длине волны 600 нм пропускание составляло 97% и на 𝜆 = 850 нм возникал вто-
рой пик поглощения с шириной ∼ 200 нм и амплитудой ∼ 30%. Длинноволновый
пик был аналогичен пику К1. Образец К3 обладал примерно одинаковым поглоще-
нием ∼ 40% в диапазоне длин волн от 500 до 870 нм. При увеличении температуры
отжига (700∘C) край полосы поглощения сдвигался до 350 нм для всех образцов.
У образца К4 максимум поглощения соответствовал 𝜆 = 450 нм (амплитуда 60%,
ширина 80 нм). Для образца К5 наблюдался медленный рост интенсивности погло-
щения в диапазоне от 470 до 870 нм и максимум поглощения составил 50%. Образец
К6 обладал примерно одинаковым поглощением в диапазоне от 450 нм и выше.

Анализ полученных результатов позволяет сделать выводы об изменении спек-
тров пропускания при введении в плёнки наночастиц золота. Изменялась интенсив-
ность полос поглощения и их спектральное положение. Наглядное представление
об изменении спектров даёт рисунок 7b, который представляет собой разностный
спектр, полученный вычитанием спектров образцов без золота и с золотом.
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(a) (b)

Рис. 7. Спектр пропускания образцов с золотом (а) и разностные спектры
поглощения Au в плёнках (б)

При введении золота происходит увеличение поглощения во всём спектральном
диапазоне. Как видно из рисунка 7b при температуре отжига 450∘C наблюдался ха-
рактерный пик на длине волны 600 нм. Увеличение температуры отжига изменяет
спектральное положение пика, сдвигая его в коротковолновую область на 130 нм.
Сдвиг пика и изменение его ширины по-видимому, связано с образованием агломе-
ратов, изменением размера и формы частиц.

Полученные образцы исследовались методами электронного парамагнитного ре-
зонанса (ЭПР), комбинационного рассеяния (КР) и оптической спектрофотометрии.
ЭПР спектры были получены на установке SENS ESR 70-03 XD/2. Как видно из
рис. 8, УФ-облучение привело к изменению в спектре ЭПР, а именно — амплитуда
сигнала существенно возросла.

(a) (b)

Рис. 8. Спектры ЭПР плёнки диоксида титана до и после воздействия
УФ-облучения



82 Вестник РУДН. СерияМатематика. Информатика. Физика. № 2, 2016. С. 73–86

Спектры комбинационного рассеяния были получены на установке NTegra Spectra.
На КР-спектре образца, отожжённого при температуре 450∘C, наблюдались 4 пика,
положение которых соответствуют анатазу [30], а при температуре 700∘C появля-
ются пики, характерные для рутила. Установлено, что с повышением доли ТЭГ в
исходном растворе, а также при введении золота в раствор, температура фазового
перехода анатаз-рутил возрастает.

(a) (b)

Рис. 9. Спектры комбинационного рассеяния плёнок при температуре отжига
450∘C (а) и 700∘C (б)

4. Заключение
По разработанной технологии, названной гель технологией, были изготовлены

образцы плёнок TiO2 в форме анатаза, массовая доля которого близка к 100%,
что было подтверждено методами микроскопии высокого разрешения и результа-
тами рентгеноструктурного анализа. Проведено исследование физико-химических
свойств плёнок диоксида титана. Представленные результаты исследования топо-
графии и морфологии полученных образцов плёнок также подтвердили существо-
вание анатазной фазы материала плёнок.

Изучение фотоактивности синтезированных плёнок методом ЭПР спектроско-
пии показало увеличение фотоактивности плёнок при УФ облучении, источником
которого служила ртутная лампа. Выявлено, что плёнки диоксида титана в форме
анатаза проявляют большую фотоактивность, чем рутильная и смешанные моди-
фикации, в то время как на поверхности диоксида титана в аморфной фазе не ге-
нерируется свободных радикалов в процессе облучения и фоточувствительность в
УФ-диапазоне не проявляется.

Проведена модификация диоксида титана наночастицами золота разной концен-
трации. Исследование спектров пропускания показало их зависимость от соотноше-
ния компонент раствора при изготовлении гель плёнок, а также от температуры
отжига при их формировании.

Спектры комбинационного рассеяния показали, что для образца, отожжённого
при температуре 450∘C, наблюдались 4 пика, положение которых соответствуют
анатазу [30], а при температуре 700∘C появляются пики, характерные для рутила.
Отсюда можно сделать вывод, что с повышением доли ТЭГ в исходном растворе, а
также при введении золота в раствор, температура фазового перехода анатаз-рутил
возрастает.

Кроме того, спектры поглощения существенно зависели от параметров техно-
логического режима. Исследование спектров поглощения плёнок диоксида титана
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с содержанием наночастиц золота показало существенные изменения спектров, а
именно, возникали дополнительные пики поглощения разной интенсивности и на-
блюдался сдвиг края полосы поглощения. Эти особенности спектров обусловлены,
по-видимому, изменением структуры плёнок, а именно изменением размера и фор-
мы частиц, при изменении параметров технологического режима. Существенную
роль при этом играет агрегация наночастиц золота, т. е. возникновение агломера-
тов, в результате чего произошло увеличение поглощения во всём спектральном
диапазоне.

Представляет интерес исследование спектров поглощения плёнок диоксида ти-
тана, модифицированными другими элементами, такими как кобальт и углерод.
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Properties of Titanium Dioxide Films with Metallic
Nanoparticles

S. A. Aliev

Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow, Russia

The physicochemical properties of titanium dioxide thin films prepared by the gel technology,
doped with gold nanoparticles, were investigated. The differences between technologies for the
synthesis of titanium dioxide were compared. It is experimentally shown that the developed
gel technology allows to get almost 100% phase of nanostructured anatase that was confirmed
by high-resolution microscopy and X-ray results. The topography and morphology of the films
samples were investigated. The photoactivity of the synthesized films was studied by EPR
spectroscopy. It is shown that the photoactivity of the films is increased by the UV irradiation.

Titanium dioxide was modified by nanoparticles of gold with various concentrations. Has been
investigated the depending of the ratio of the solution components in the manufacture of gel
films, as well as of the annealing temperature of their formation on transmission spectra. It is
shown that the absorption spectra depend significantly on the parameters of the technology. A
study of the absorption spectra of titanium dioxide films containing gold nanoparticles showed
significant changes in the spectra, exactly, there is an additional absorption peaks of varying
intensity and the observed shift in the passband region. These changes are caused, presumably,
by changes of the film structure, and the aggregation of gold nanoparticles. Studies have shown
the prospects of the gel method for the synthesis of titanium dioxide and its modification of
nanoparticles.

Key words and phrases: sol-gel and gel methods, dioxide titanium film, modification,
nanoparticles, gold, spectroscopy
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Usually it is supposed that 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations are realized through 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson
states. It is necessary to remark that 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states are produced at 𝐶𝑃 violation in the
weak interactions, besides these states are nonorthogonal states. Since 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states are
nonorthogonal states they cannot generate 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations. For this aim can be used
only orthogonal states. In reality at strangeness — 𝑆 violation 𝐾0, 𝐾̄0 mesons are transformed
into superpositions of orthogonal 𝐾0

1 , 𝐾
0
2 meson states. Then through these 𝐾0

1 , 𝐾
0
2 meson

states there are realized oscillations of 𝐾0, 𝐾̄0 mesons. Further 𝐾0
1 , 𝐾

0
2 states at 𝐶𝑃 violation

are transformed into superpositions of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states and then arise interference of 𝐾𝑆 ,
𝐾𝐿 meson states but not oscillations. This picture is well in agreement with experiments. So
we come to conclusion: 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations are realized through 𝐾0

1 , 𝐾
0
2 mesons, but not

through 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿.

Key words and phrases: mesons, weak interactions, oscillations, interference, strange-
ness, parity, violation, oscillations theory

1. Introduction

This work is devoted to the discussion of 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations.
𝐾0, 𝐾̄0 mesons are produced in strong interactions and their strangeness — 𝑆 are

𝑆𝐾0 = +1, 𝑆𝐾̄0 = −1, and they consist of 𝑠, 𝑑 quarks; then 𝐾̄0 = 𝑠𝑑 and 𝐾0 = 𝑠, 𝑑.
Since 𝐾0, 𝐾̄0 consist of quarks that participate in weak interactions, then after their
production there take place changes generated by weak interactions; there take place
violation of strangeness — 𝑆 and 𝐶𝑃 parity. Then, at violation of strangeness — 𝑆
neutral 𝐾0, 𝐾̄0 mesons are transformed into superposition of 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons:

𝐾0 =
𝐾0

1 +𝐾0
2√

2
, 𝐾̄0 =

𝐾0
1 −𝐾0

2√
2

, (1)

where 𝐾0
1 , 𝐾0

2 mesons are eigenstates of the weak interaction that violates strangeness.
Before the discovery of 𝐶𝑃 violation, it was assumed [1] that 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations
arise though 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons. After the detection of 𝐶𝑃 violation [2,3] in literature [4,5],

it was assumed that 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations go through 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons — eigenstates
of weak interactions violating 𝐶𝑃 parity. Then, it is necessary to assume that (below we
will give a more detailed consideration of this issue)

𝐾0 ≃ 𝐾𝑆 +𝐾𝐿√
2

, 𝐾̄0 ≃ 𝐾𝑆 −𝐾𝐿√
2

. (2)

It is necessary to remark that in modern literature [4, 5] there is no mentioning of the
existence of 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons. This issue demands a more detailed investigation.

Now lets proceed to the discussion of the following problem: how in reality there arise
oscillations of 𝐾0, 𝐾̄0 mesons?
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2. The Theory of 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations

In the old theory of neutral 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations [6,7] constructed in the frame-
work of Quantum Mechanics, it is assumed that:

1. 𝐾0, 𝐾̄0 mesons are direct produced as superposition states of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states
(see expr. (2)), i.e., 𝐾0 ∼= 1√

2
(𝐾𝑆 +𝐾𝐿) and 𝐾̄0 ∼= 1√

2
(𝐾𝑆 −𝐾𝐿). This means that

the 𝐾0, 𝐾̄0 mesons have no definite mass, i.e. their masses may vary in dependence
on the 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons admixture in the 𝐾0, 𝐾̄0 mesons states.

2. The mass eigenstates are 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states, but not physical states of 𝐾0, 𝐾̄0

mesons.
3. 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations are real (and indeed, 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations are real

since masses of 𝐾0 and 𝐾̄0 mesons are equal in agreement with 𝐶𝑃𝑇 theorem [8]).

On the example of 𝐾0, 𝐾̄0 mesons (eigenstates of the strong interactions), we can see
that in duration of the time 10−21𝑠𝑒𝑐 (typical time of the strong interactions), the 𝐾𝑆 ,
𝐾𝐿 mesons-eigenstates of the weak interactions at 𝐶𝑃 violation cannot be produced,
since their typical time is 10−6–10−8 sec. Besides, every particle must be produced on
its mass shell and it will be left on its mass shell while passing through vacuum. It is
clear that the above-considered picture has a defect and therefore calls for correction.

A statement that 𝐾0, 𝐾̄0 mesons are direct produced as superposition of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿

mesons, leads to a conclusion that there is not necessity to take into account that 𝐾0,
𝐾̄0 mesons have strangeness. Indeed, we have to proceed from the requirement that
they have strangeness and they are transformed into superposition of 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons

at violation of strangeness — 𝑆, i.e. 𝐾0 = 1√
2
(𝐾0

1 + 𝐾0
2 ) and 𝐾̄0 = 1√

2
(𝐾0

1 −𝐾0
2 ). In

principle, we can assume that 𝐾0, 𝐾̄0 mesons are transformed into superpositions of
𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons; and then they are quickly transformed into superpositions of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿

mesons. But this process is a dynamic one, and 𝐶𝑃 violation is a very slow process; and
then, there will arise a time delay (a gap) at 𝐶𝑃 violation, i.e., at generation of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿

states (see work [9]). Besides in [3, 9] was shown that 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 states are nonorthogonal
ones. Let us to consider it in more detail:

At the time of transition of 𝐾0, 𝐾̄0 mesons in weak interactions into superpositions
of 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons, there takes place strangeness — 𝑆 violation. Then, obviously, 𝐾0

1 ,
𝐾0

2 mesons have no strangeness. In weak interactions there take place the following
semi-leptonic decay of 𝐾0 → 𝜋−𝑒+𝜈𝑒 and 𝐾̄0 → 𝜋+𝑒−𝜈𝑒 mesons at strangeness — 𝑆
violation. 𝐾0

1 meson has 𝐶𝑃 parity +1, and main mode of its decay are 𝐾0
1 → 2𝜋

mesons, while 𝐾0
2 meson has 𝐶𝑃 parity −1 and main mode of its decay is 𝐾0

2 → 3𝜋
mesons. It is necessary to remark that 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons also have semi-leptonic mode

𝜋−𝑒+𝜈𝑒, 𝜋
+𝑒−𝜈𝑒 decays, but since they are superpositions of 𝐾0, 𝐾̄0 mesons, then their

numbers are equal, and as stressed above, their strangeness equals to zero. In this case,
there will arise oscillations [10]; and therefore, 𝐾0 → 𝐾̄0, 𝐾̄0 → 𝐾0 transitions will
arise. Probabilities of such transitions are produced by the following expressions [7] (it is
necessary to assume that 𝐾0

1 , 𝐾0
2 meson states are quasistationary states until the time

they will get transformed into superpositions of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons):

𝑃 (𝐾0 → 𝐾0) = 𝑃 (𝐾̄0 → 𝐾̄0) =
1

4

[︁
𝑒−Γ1𝑡 + 𝑒−Γ2𝑡 + 2𝑒−

(Γ1+Γ2)𝑡
2 cos

(︀
(𝑚2 −𝑚1)𝑡

)︀]︁
, (3)

𝑃 (𝐾0 → 𝐾̄0) = 𝑃 (𝐾̄0 → 𝐾0) =
1

4

[︁
𝑒−Γ1𝑡 + 𝑒−Γ2𝑡 − 2𝑒−

(Γ1+Γ2)𝑡
2 cos

(︀
(𝑚1 −𝑚2)𝑡

)︀]︁
, (4)

and expression for asymmetry is determined by the following formula:
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𝐴12
𝑡ℎ(𝑡) =

[𝑃 (𝐾0 → 𝐾0, 𝑡) + 𝑃 (𝐾̄0 → 𝐾̄0, 𝑡)] − [𝑃 (𝐾0 → 𝐾̄0, 𝑡) + 𝑃 (𝐾̄0 → 𝐾0, 𝑡)]

[𝑃 (𝐾0 → 𝐾0, 𝑡) + 𝑃 (𝐾̄0 → 𝐾̄0), 𝑡] + [𝑃 (𝐾0 → 𝐾̄0) + 𝑃 (𝐾̄0 → 𝐾0, 𝑡)]
=

=
2 cos[(𝑚2 −𝑚1)𝑡]𝑒−(Γ1+Γ2)𝑡/2

𝑒−Γ1𝑡 + 𝑒−Γ2𝑡
. (5)

If we are to substitute numerical value of parameters (Γ1/Γ2 = 580, ∆𝑚12 = 0.533 ·
10−12 MeV, 𝑡′ = 𝑡Γ1 ) in this expression, then we obtain:

𝐴12
𝑡ℎ(𝑡) =

2 cos[0.474𝑡′]𝑒−0.5𝑡′

𝑒−𝑡′ + 𝑒−0.00175𝑡′
. (6)

Figure 1 gives experimental data obtained in work [5] together with the curve obtained
by using expression (6). It is necessary to stress that these data were interpreted in [5]
as 𝐾0, 𝐾̄0 oscillations via 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons. It is important to stress that these states are
nonorthogonal states [3,9] therefore they cannot be used for oscillations generation. For
this aim can be used only orthogonal states (i.e., 𝐾0

1 , 𝐾0
2 orthogonal states).

We see that expression (6) for asymmetry is well in agreement with experimental
data. Also, it is necessary to remark that the work [5] has not taken into account that
at 𝐶𝑃 violation there has to be present phase 𝛿 = 43.5∘. This phase has to be present if
it is suggested that there are produced superposition states of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons (see [10]).
In a case of strangeness violation this phase does not appear. From Figure 1 we can
make a conclusion that 𝐾0, 𝐾̄0 mesons oscillations come to an end in region 𝑡′ ≥ (7− 8)
(𝑡′ = 𝑡

𝜏𝑐
, where 𝜏𝑐 = 0.892 · 10−10 sec.). These 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations come to an

end, since these oscillations are realized via 𝐾0
1 , 𝐾0

2 meson states; but since 𝐾0
1 mesons

decay quickly, then they will be existent mainly in present long living 𝐾0
2 mesons. Then,

condition for 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations is not fulfilled [11].

Figure 1. A curve obtained from expression (6) together with experimental data
obtained in work [5].

Then, what will there arise in the system of 𝐾0
1 , 𝐾0

2 mesons? Since weak interactions
violate 𝐶𝑃 parity, then 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons will be transformed into superposition states of

𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons (eigenstates at 𝐶𝑃 violation). It is important to remark that 𝐾0, 𝐾̄0

cannot be direct transformed into superpositions of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons since they appear
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only at 𝐶𝑃 violation but not at strangeness violation. Also, it is necessary to remark
that weak interactions with 𝐶𝑃 violation are a slow process, and it becomes strongly
apparent at 𝑡′ ≥ (7–8)𝜏𝑐 (see below), i.e., only at 𝑡′ ≥ (7–8)𝜏𝑐 the main part of 𝐾0

1 , 𝐾0
2

mesons has time to be transformed into superposition of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons; although such
superposition states start appearing direct after the ascent of 𝐾0

1 , 𝐾0
2 meson states).

Then, 𝐾0
1 , 𝐾0

2 mesons are transformed in the following superpositions of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿
mesons:

𝐾0
1 =

1√
1 + 𝜀2

(𝐾𝑆 + 𝜀𝐾𝐿),

𝐾0
2 =

1√
1 + 𝜀2

(𝐾𝐿 + 𝜀𝐾𝑆).

(7)

where 𝜀 = |𝜀|𝑒−𝑖𝛿.

Now there emerges the following question: Do oscillations between 𝐾0
1 , 𝐾0

2 meson
states take place via 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons, or there takes place only interference between these
𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 states? The problem of oscillations existence at 𝐶𝑃 violation was consider in
work [9] in detail (see also work [12]). There following conclusion was made: all existent
experimental data on 𝐶𝑃 violation are well in agreement with theoretical calculations in
the case when there takes place interference between 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 states, but not oscillations.
It means that at 𝐶𝑃 violation oscillations do not arise and these states are not orthogonal
states. As an illustration, we consider a figure and some expressions from work [9].

𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states are stationary states, and then their expressions for time de-
pendence are determined by the following formulas:

𝐾𝑆(𝑡) = 𝑒(−𝑖𝑚𝑆−Γ𝑆/2)𝑡𝐾𝑆(0), 𝐾𝐿(𝑡) = 𝑒(−𝑖𝑚𝐿−Γ𝐿/2)𝑡𝐾𝐿(0), (8)

where Γ𝑆 , Γ𝐿, 𝑚𝑆 , 𝑚𝐿 are widths of decays and masses of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons.

Expressions for probabilities of interference of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons is obtained by using (8)
and (7) have the following form:

𝑃 (𝐾0,𝐾1 → 𝐾1, 𝑡) ≃

≃ 1

2

[︁
𝑒(−Γ𝑆𝑡) + |𝜀|2𝑒(−Γ𝐿𝑡) + 2|𝜀|𝑒( 1

2 (Γ𝑆+Γ𝑙)𝑡) cos
(︀
(𝑚𝐿 −𝑚𝑆)𝑡− 𝛿

)︀]︁
, (9)

𝑃 (𝐾̄0,𝐾1 → 𝐾1, 𝑡) ≃

≃ 1

2

[︁
𝑒(−Γ𝑆𝑡) + |𝜀|2𝑒(−Γ𝐿𝑡) − 2|𝜀|𝑒( 1

2 (Γ𝑆+Γ𝑙)𝑡) cos
(︀
(𝑚𝐿 −𝑚𝑆)𝑡− 𝛿

)︀]︁
. (10)

An expression for asymmetry 𝐴𝑡ℎ(𝑡) obtained by using expr. (9), (10) has the following
form:

𝐴𝑡ℎ(𝑡) =
𝑃 (𝐾̄0,𝐾0

1 → 𝐾0
1 , 𝑡) − 𝑃 (𝐾0,𝐾0

1 → 𝐾0
1 , 𝑡)

𝑃 (𝐾̄0,𝐾0
1 → 𝐾0

1 , 𝑡) + 𝑃 (𝐾0,𝐾0
1 → 𝐾0

1 , 𝑡)
=

= − 2𝜀 cos[(𝑚𝐿 −𝑚𝑆)𝑡− 𝛿]𝑒−(Γ𝑆+Γ𝐿)𝑡/2

𝑒−Γ𝑆𝑡 + 𝜀2𝑒−Γ𝐿𝑡
. (11)
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If we substitute value parameters 𝛿 = 43.5∘, Γ𝑆 = 1
𝜏𝑐

, Γ𝐿, 𝜀 = 2.23 ·10−3, ∆𝑚𝐿𝑆
∼= ∆𝑚12

in (11), then we obtain:

𝐴𝑡ℎ(𝑡′) = − 2 · 0.00223[cos(0.477𝑡− 0.751)]𝑒−𝑡′(581/1160)

𝑒−𝑡′ + (0.00223)2𝑒−𝑡′/580
. (12)

Figure 2 shows a curve line obtained by the use of expression (12) together with experi-
mental data obtained in work [3].

The asymmetry 𝐴𝑡ℎ(𝑡′) connected with 𝐶𝑃 violation become nonzero at 𝑡′ > (7–8),
i.e., 𝐶𝑃 violation begins to be evident not direct at 𝑡𝑐 = 0, but at 𝑡′ > (7–8); and
asymmetry connected with strangeness — 𝑆 violation appears at 𝑡′ = 0: (7–8).

Figure 2. A curve line obtained by the use of expression (12) together with
experimental data obtained in work [3].

Expression (12) is in agreement with experimental data obtained in [3] at 𝐶𝑃 viola-
tion. 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states are stationary states (i.e., they have definite masses); further,
since 𝐶𝑃𝑇 is not violated, nothing will further arise.

Thus, from the above-considered experimental data we come to a conclusion that 𝐾0,
𝐾̄0 mesons cannot be direct produced as superpositions of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons that are eigen-
states at 𝐶𝑃 violation. If 𝐾0, 𝐾̄0 mesons could be direct transformed into superpositions
of nonorthogonal 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states then there can arise only interference between
𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 states but not 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations. Experiment [3] and calculation [9]
has shown that at 𝐶𝑃 violation arises only interference but not oscillations.

As a matter of fact, 𝐾0, 𝐾̄0 mesons have to be transformed into superpositions of 𝐾0
1 ,

𝐾0
2 mesons at violation of strangeness — 𝑆, and further there take place oscillations (it

is important to remark that 𝐾0
1 , 𝐾0

2 states are orthogonal quasistationary ones). Then
𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons are transformed into superposition of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons; and then, there

will take place interference between these states. Such picture is well in agreement with
experimental data [3,5]. As we see we cannot ignore 𝐾0

1 , 𝐾0
2 meson states in the system

of 𝐾0, 𝐾̄0 mesons, and these two processes are realized at different time intervals.
We see that the idea that these both processes — oscillations and interference- can

be realized only through 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 states, has no confirmation in the framework of the
standard approach.
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Therefore, we have to fulfill some adjustment to the theory of 𝐾0, 𝐾̄0 oscillations.
Following that, points 1–3 in the beginning of this section obtain the following form:

1. 𝐾0, 𝐾̄0 mesons are produced in strong interactions, and at strangeness violation by
weak interactions, they are transformed into superposition states of 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons

(see expr. (1)); and 𝐾0, 𝐾̄0 mesons are in their mass shell.
2. 𝐾0

1 , 𝐾0
2 meson states are quasistationary states before 𝐶𝑃 violation, and they have

definite masses.
3. 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations are real since masses of 𝐾0 and 𝐾̄0 mesons are equal in

agreement with 𝐶𝑃𝑇 theorem [8].

3. Conclusion

In the standard theory of 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations, it is assumed that 𝐾0, 𝐾̄0

mesons are direct produced as superpositions of 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons (indeed, 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons
are produced in weak interactions at 𝐶𝑃 violation). Then, 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations
have to be realized through these 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons and then these mesons are stationary
states. In reality in weak interactions takes place violation of strangeness — 𝑆 and 𝐶𝑃
parity. Eigenstates at strangeness - 𝑆 violation are 𝐾0

1 , 𝐾0
2 orthogonal meson states, and

eigenstates at 𝐶𝑃 violation are non orthogonal 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 meson states. At strangeness
violation, primary 𝐾0, 𝐾̄0 mesons are transformed into superposition of 𝐾0

1 , 𝐾0
2 mesons;

and then there arise 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations. The 𝐾0
1 , 𝐾0

2 states are quasistationary
states. Further at 𝐶𝑃 violation, 𝐾0

1 , 𝐾0
2 states are transformed into superpositions of

𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons; then, interference between these 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 mesons states arises instead of
oscillations. The 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 states are stationary states. This picture is well in agreement
with experiment [3,5]. We see that standard theory of 𝐾0, 𝐾̄0 meson oscillations is not
in agreement with the experimental data. Indeed, 𝐾0, 𝐾̄0 oscillations go through 𝐾0

1 ,
𝐾0

2 states, but not through 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 states.
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УДК 539.123-539.12.01
Замечания к стандартной теории осцилляции 𝐾0, 𝐾̄0 мезонов.

Нарушение странности — 𝑆 и 𝐶𝑃 чётности в слабых
взаимодействиях в системе 𝐾0, 𝐾̄0 мезонов

Х. М. Бештоев

Научно-исследовательский институт прикладной математики и автоматизации
г. Нальчик, Кабардино-Балкарская республика, Россия

Обычно предполагается, что 𝐾0, 𝐾̄0 мезонные осцилляции реализуются через 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿

мезонные состояния. Нужно заметить, что 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 мезонные состояния возникают при
нарушении 𝐶𝑃 чётности в слабых взаимодействиях, и кроме этого, эти состояния не явля-
ются ортогональными и поэтомуони не могут генерировать 𝐾0, 𝐾̄0 мезонные осцилляции.
На самом деле, при нарушении странности — 𝑆, 𝐾0, 𝐾̄0 мезоны превращаются в супер-
позиционные состояния ортогональных 𝐾0

1 , 𝐾0
2 мезонных состояний, и далее через эти

состояния возникают 𝐾0, 𝐾̄0 осцилляции. В дальнейшем при 𝐶𝑃 нарушении 𝐾0
1 , 𝐾0

2 ме-
зоны превращаются в суперпозиционные состояния 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 мезонов, и далее возникает
интерференция между этими 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 мезонными состояниями, но осцилляции при этом не
возникают. Такая картина находится в хорошем согласии с экспериментом. Итак, прихо-
дим к заключению: осцилляции 𝐾0, 𝐾̄0 мезонов реализуется через 𝐾0

1 , 𝐾0
2 мезоны, а не

через 𝐾𝑆 , 𝐾𝐿 мезоны.

Ключевые слова: мезоны, слабые взаимодействия, осцилляции, интерференция, стран-
ность, чётность, нарушение, теория осцилляции
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