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Математика
УДК 519.6
DOI: 10.22363/2312-9735-2017-25-4-323-330

Индуктивное моделирование объектов и явлений методом
группового учёта аргументов: недостатки и способы

их устранения
М. Ю. Дьячков

Кафедра нелинейного анализа и оптимизации
Российский университет дружбы народов

ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

Представлены оригинальные результаты исследования эффективного вычислительного
метода — метода группового учёта аргументов. Выявлены и систематизированы ключевые
недостатки на каждой значимой процедуре классического алгоритма, а также представле-
ны способы их устранения, в том числе авторские модификации. В частности, предложено
использование дисперсии и её оценки (критерий Фишера) в качестве оценки точности по-
лученного результата, дополнительного «внутреннего» критерия оценки адекватности мо-
дели в различных тестах при фиксации исходных данных и изменении характеристик алго-
ритма, а также определения оптимальной сложности модели. Для решения проблемы схо-
димости классического алгоритма было предложено использование методов дисперсионно-
го, факторного и корреляционного анализов для исключения неинформативных признаков,
модификации критерия остановки алгоритма. Предложено использование регуляризирую-
щих функционалов для разрешения проблемы мультиколлинеарности входных признаков
и повышения устойчивости полученной модели и др. Разработан комплекс программ ком-
пьютерного моделирования, реализующий модифицированный эффективный алгоритм ме-
тода группового учёта аргументов с рассмотренными авторскими модификациями, а также
методами дисперсионного анализа, корреляционного анализа, факторного анализа, элемен-
ты регрессионного анализа и др. Проведённые исследования и полученные практические
результаты могут стать основой для разработки с применением современных технологий
Machine Learning и Data Science автоматизированной системы компьютерного моделирова-
ния, интеллектуального анализа и обработки данных.

Ключевые слова: математическое моделирование, индуктивное моделирование,
метод группового учёта аргументов, эффективный алгоритм МГУА, адекватная модель,
комплекс программ

1. Введение
Математическое моделирование стало неотъемлемой частью построения и иссле-

дования функционирования сложных систем. В условиях неполноты информации
активно используются методы индуктивного моделирования, позволяющие после-
довательно строить модели возрастающей сложности непосредственно по выборке
данных без привлечения дополнительной априорной информации в фиксированном
классе функций, предназначенные для функционального описания входо-выходных
характеристик систем.

Среди индуктивных методов математического моделирования выделяется эф-
фективный вычислительный метод — метод группового учёта аргументов (МГУА)
[1–3]. Его основой являются алгоритм массовой селекции (принцип самоорганиза-
ции моделей), теорема Геделя о неполноте, принцип сохранения свободы выбора
Габора [2, 3]. МГУА относится к методам анализа данных (Data Science), успешно
применяется для решения задач моделирования, прогнозирования, распознавания
образов и др. Его алгоритмы позволяют находить взаимозависимости и закономер-
ности, обнаруживать новые знания, неявно отражённые в данных, и представлять их
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в виде адекватной математической модели оптимальной сложности, представленной
в явном функциональном виде [1–3]. Проверка соответствия математической моде-
ли исходным данным, то есть её адекватность, оценивается точностью прогноза и
сложностью структуры, а также согласованностью обнаруженных знаний результа-
там исследования.

Однако классический многорядный алгоритм МГУА не лишён недостатков, ко-
торые могут не позволить корректно решить поставленную задачу. Некоторые из
них могут быть устранены за счёт приведённых в статье ранее предложенных ис-
следователями научно обоснованных решений, а также авторских модификаций,
использование которых может варьироваться при решении различных классов за-
дач [1–3]. На каждой значимой процедуре МГУА исследователи предлагали свои
идеи, создавая модифицированные алгоритмы для решений отдельных задач, одна-
ко их синтеза не проводилось.

МГУА относится к методам вычислительной математики [4]. При его реализации
выполняется большое количество операций: решение систем линейных уравнений,
вычисление псевдообратных матриц, решение задач численной оптимизации и др.
Поэтому его применение без программной реализации невозможно. Любой алгоритм
МГУА должен допускать эффективную программную реализацию, в том числе с
применением современных компьютерных технологий: организации параллельных
вычислений, использованием доступных вычислительных ресурсов и пр.

2. Общий класс задач индуктивного моделирования
Рассмотрим класс задач индуктивного моделирования, которые так или иначе

сводятся к выбору оптимальной по заданному критерию модели из множества гене-
рируемых моделей для случая объекта с одним выходом. Пусть имеется 𝑛 наблю-
дений за поведением объекта или явления, т.е. задана выборка исходных данных
𝐷 = (𝑋𝑦), содержащая информацию об изменении 𝑛 входных признаков 𝑋[𝑚 × 𝑛]
и одного выходного 𝑦[𝑚 × 1]. Индуктивный процесс решения задачи определения
структуры и параметров адекватной модели состоит в использовании данных од-
ной части выборки (обучающая выборка) для создания постепенно усложняемых
моделей и селекции (отбора) наиболее адекватных из них с применением принци-
па внешнего дополнения, выражающегося в виде ошибки моделей с использованием
данных из другой части (контрольная выборка). В общем случае задача построе-
ния адекватной модели сводится к формированию по выборке экспериментальных
данных некоторого множества Φ моделей различной структуры:

𝑦𝑓 = (𝑋, Θ̂𝑓 ), 𝑓 ∈ Φ

и поиску оптимальной модели из этого множества. Проблема множественности ма-
тематических моделей, используемых для описания объекта или явления, с точки
зрения общих и частных целей исследования решается как задача дискретной оп-
тимизации по условию минимума заданного внешнего критерия селекции 𝐶𝑅(·):

𝑓* = argmin
𝑓∈Φ

𝐶𝑅(𝑦, 𝑓(𝑋, Θ̂𝑓 )),

где оценка параметров Θ̂𝑓 для каждой 𝑓 ∈ Φ есть решение задачи непрерывной
оптимизации [5]:

Θ̂𝑓 = argmin
Θ∈𝑅𝑠

𝑄𝑅(𝑦,𝑋,Θ𝑓 ),

где 𝐶𝑅(·) ̸= 𝑄𝑅(·) — функционал «качества» решения задачи параметрической
идентификации модели в процессе структурной идентификации, 𝑠𝑓 — сложность
модели 𝑓 .
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Определение произвольного многорядного алгоритма МГУА, как и вообще любой
итерационной процедуры, предполагает указание:

– матрицы для начального приближения;
– оператора перехода к следующей итерации;
– правила остановки алгоритма.

3. Классический алгоритм МГУА

С учётом этого рассмотрим классический многорядный алгоритм МГУА и его
некоторые авторские модификации.

1. Матрица для начального приближения алгоритма — исходная выборка из 𝑚
измерений 𝑛 входных признаков и выходного признака: 𝐷 = (𝑋𝑦), где 𝑦[𝑚× 1],
𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥𝑗 [𝑚× 1], 𝑗 = (1, . . . , 𝑛).

2. Общий вид оператора перехода к следующему ряду алгоритма (итерации) есть
некоторый функционал 𝜙 : 𝛾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), где 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 — произвольная пара реше-
ний предыдущего ряда. В фиксированном классе функций задаётся функция
𝑦 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), называемая частным описанием. С её помощью порождаются
модели на каждом ряде алгоритма. Если достоверные знания о свойствах ис-
следуемого объекта (явления) отсутствуют, то целесообразно использовать по-
линомиальные функции, так как ими можно представить любую непрерывную
функцию с достаточной точностью. На практике обычно используют линейно-
квадратичные функции, зависящие явно от двух переменных, например:

𝑦 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥𝑖 + 𝑎2𝑥𝑗 + 𝑎3𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝑎4𝑥
2
𝑖 + 𝑎5𝑥

2
𝑗 ,

если в качестве класса функций выбран функциональный ряд Вольтерра, также
называемый полиномом Колмогорова–Габора [1]:

𝑦 = 𝑤0 +

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑤𝑖𝑥𝑖) +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑤𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗) +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

(𝑤𝑖𝑗𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗𝑥𝑘) + . . . .

Оценку неизвестных параметров моделей производят, например, методом наи-
меньших квадратов:

𝑄𝑅(·) =
𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖(·) − 𝑦𝑖)
2 → min .

3. Алгоритм останавливается при выполнении критерия ОСТАНОВ: 𝐶𝑅𝑄+1 >
𝐶𝑅𝑄, где 𝐶𝑅 — внешний критерий качества модели, 𝑄 — номер ряда. Внешний
критерий характеризует «качество» модели, а также используется для отбо-
ра «лучших» моделей на следующий ряд алгоритма. Стоит отметить, что для
использования любого внешнего критерия необходимо разбить исходную выбор-
ку 𝐷 на непересекающиеся обучающую 𝑇 и контрольную 𝑆 выборки. Приведём
примеры хорошо зарекомендовавших себя внешних критериев [1–3]:

– критерий регулярности — физический смысл критерия состоит в том,
что он ориентирован на выбор модели, которая будет наиболее точной
на множестве объектов, которых ещё нет в выборке, но они появятся в
ближайшем будущем:

△2(𝑇, 𝑆) =

𝑚𝑇∑︁
𝑖=1

(𝑦*𝑖 − 𝑦𝑇𝑖 )2 +

𝑚𝑆∑︁
𝑖=1

(𝑦*𝑖 − 𝑦𝑆𝑖 )2 → min,
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где 𝑦𝑇𝑖 — значения выходной величины модели, коэффициенты которой
были определены по данным обучающей выборки; 𝑦𝑆𝑖 — значения вы-
ходной величины модели, коэффициенты которой были определены по
данным контрольной выборки; 𝑦*𝑖 — значения выходной величины моде-
ли на исходных данных; 𝑚𝑇 — количество объектов (строк) в обучающей
выборке; 𝑚𝑆 — количество объектов в контрольной выборке;

– критерий несмещённости (минимума смещения) позволяет выбрать мо-
дель, наименее чувствительную к изменению множества опытных точек,
по которым она получена. Этот критерий требует максимального совпа-
дения выходного параметра двух моделей, полученных на данных обуча-
ющей и контрольной выборок:

𝜂2см(𝑇, 𝑆) =

𝑚∑︀
𝑖=1

(𝑦𝑆𝑖 − 𝑦𝑇𝑖 )2

𝑚∑︀
𝑖=1

(𝑦*𝑖 )
→ min;

– комбинированный критерий, в частном случае, представляет собой объ-
единение показателей оценки несмещённости 𝜂2см(𝑇, 𝑆) и среднеквадра-
тичной ошибки △2(𝑇, 𝑆) обеих моделей, построенных на выборках 𝑇 и
𝑆, — построение одного «обобщённого» критерия:

𝜂2комб = (1 − 𝜇) * 𝜂2см(𝑇, 𝑆) + 𝜇 * △2(𝑇, 𝑆) → min,

где 𝜂 — коэффициент веса (экспертная оценка), представляющий объ-
единение двух критериев. Этот подход имеет существенное допущение о
«квалифицированном» эксперте и проблему компенсирования одних по-
казателей за счёт других.

Рассмотрим подробнее процедуры, выполняемые на первом и произвольном (𝑄+
1) рядах классического многорядного алгоритма МГУА.

Первый ряд. Из входных векторов-аргументов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 выбираются всевозмож-
ные пары 𝑥𝑖 ̸= 𝑥𝑗 и составляются частные описания, т.е. функции вида 𝑦1𝑙 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑥𝑗),
𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐶2

𝑛, и методами регрессионного анализа [6, 7], например, методом наи-
меньших квадратов на обучающей выборке находятся оценки неизвестных парамет-
ров 𝑎̂1, 𝑎̂2, 𝑎̂3, . . . По заданному внешнему критерию на контрольной выборке отби-
раются 𝑞 *𝐶2

𝑛, где 𝑞 ∈ (0, 1] (свобода выбора), лучших моделей 𝑦1𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑞 *𝐶2
𝑛.

Выполняется ряд селекций. Выходы этих 𝑞 * 𝐶2
𝑛 моделей используются в качестве

аргументов для формирования моделей следующего ряда. Далее находится мини-
мальное 𝐶𝑅1

min среди всех 𝑞 * 𝐶2
𝑛 значений внешнего критерия на первом ряде.

Произвольный 𝑄+1 ряд. Из векторов-аргументов 𝑦𝑄𝑘 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑝 предыдущего
𝑄-го ряда формируются всевозможные частные описания:

𝑦𝑄+1
𝑙 = 𝑓(𝑧𝑖, 𝑧𝑗), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐶2

𝑝 , 𝑧
.
= 𝑦𝑄, 𝑖 ̸= 𝑗.

На обучающей выборке находятся оценки неизвестных параметров. Затем по зна-
чению внешнего критерию отбираются 𝑆 «лучших» моделей из полученных частных
описаний 𝑦𝑙𝑄+1, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐶2

𝑝 , находится минимальное значение 𝐶𝑅𝑄+1
min . Проверя-

ется критерий ОСТАНОВ: 𝐶𝑅𝑄+1
min > 𝐶𝑅𝑄min, при выполнении которого итерацион-

ный (многорядный) процесс останавливается, иначе – переход к следующему ряду.
В случае остановки в качестве оптимальной принимается модель, соответствующая
значению 𝐶𝑅𝑄min на предыдущем 𝑄-м ряде.
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4. Недостатки классического алгоритма и способы их
устранения

В рамках данной работы обобщены значимые научно обоснованные решения ис-
следователей и предложены авторские модификации общего классического алгорит-
ма МГУА для устранения выявленных недостатков.

Проблему разбиения исходных данных на обучающую и контрольную выбор-
ки исследователи предлагают разрешать разными способами в зависимости от це-
ли исследования, а также знаний о свойствах моделируемых явлений и объектов.
Например, в [1] было показано, что при использовании критерия минимума смеще-
ния разделение исходных данных целесообразно производить 50% на 50% для обу-
чающей и контрольной выборки. Исследователями предложены соответствующие
методики по разбиению объектов для стационарных и динамических процессов, а
также при решении задач прогнозирования и др. Автором предлагается использо-
вать процедуру кросс-валидации (скользящего контроля), которая заключается в
следующем. Фиксируется некоторое множество разбиений исходной выборки на две
подвыборки: обучающую и контрольную. Для каждого разбиения выполняется алго-
ритм МГУА: генерируется модель, определяются параметры с помощью обучающей
выборки, вычисляется значение внешнего критерия с использованием данных кон-
трольной выборки. В качестве выходной модели выбирается та модель, у которой
значение внешнего критерия среди выбранного множества разбиений минимально.
Возможно наложение некоторых условий на множество разбиений, например, чтобы
каждый объект хотя бы один раз попал в обучающую и контрольную выборки при
различных разбиениях. С использованием методики скользящего контроля можно
ввести дополнительную оценку полученной модели путём вычисления среднего по
всем значением внешнего критерия на всех разбиениях.

В классическом многорядном алгоритме МГУА возможно ухудшение обусловлен-
ности систем уравнений с ростом числа рядов селекции. Исследователи предлагают
для разрешения данной проблемы произвести нормализацию или стандартизацию
исходной выборки различными способами. Например, нормализация предполагает
замену номинальных признаков так, чтобы каждый из них лежал в диапазоне от
0 до 1. Стандартизация же подразумевает такую предобработку данных, после ко-
торой каждый признак имеет нулевое среднее и единичное среднеквадратическое
отклонение.

Автором предлагается использовать дисперсию и её оценку (критерий Фишера)
в качестве точности полученного результата, дополнительного внутреннего (т.е. на
всех объектах исходной выборки) критерия оценки адекватности модели (соответ-
ствие математической модели исходным данным) в различных тестах при фиксации
исходных данных и изменении характеристик алгоритма, например частного опи-
сания, внешнего критерия, свободы выбора и др. Также критерий Фишера может
быть использован для определения оптимальной сложности структуры модели.

Итерационные алгоритмы не гарантируют построения адекватной модели, так
как они базируются на неполных процедурах иерархического усложнения моделей.
Возможна потеря значимых признаков, если они были исключены в первом или
последующих рядах селекции. Эту проблему целесообразно решать за счёт:

– расширения порога отбора моделей-претендентов в следующий ряд алгорит-
ма с учётом возможностей современных персональных компьютеров и общего
программного обеспечения;

– полного или направленного перебора моделей-претендентов с учётом ограни-
чений на количество исходных (промежуточных) признаков, а также возмож-
ностей персонального компьютера, общего программного обеспечения, языка
программирования и др.;

– включения начальных признаков в перебор на всех рядах селекции;
– решения задачи оптимального количества моделей-претендентов, пропускае-

мых в следующий ряд алгоритма;
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– отбора модели на ряде 𝑄, если её эффективность по критерию отбора улучшит-
ся на 𝑄+ 1 ряде — реализация обратной связи.

В классическом алгоритме МГУА существует возможность включения неинфор-
мативных признаков в исходную выборку и искомую модель. Для устранения этого
недостатка необходимо:

– решить задачу оптимизации сложности моделей-претендентов;
– использовать методы дисперсионного анализа после завершения процедуры по-

иска оптимальной модели для оценки вклада в общую дисперсию каждого па-
раметра полученной модели.

Необходимо отметить, что при квадратичном частном описании, т.е. 𝑦(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
𝑎0 +𝑎1𝑥𝑖+𝑎2𝑥𝑗 +𝑎3𝑥

2
𝑖 +𝑎4𝑥

2
𝑗 , если усложнение моделей происходит по единому пра-

вилу, показанному выше, происходит экспоненциальный рост степени. Этого недо-
статка можно избежать, если:

– варьировать в разном сочетании линейные, билинейные и квадратичные част-
ные описания в соседних рядах селекции;

– изменить оператор перехода к следующему ряду алгоритма 𝜙 : 𝛾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), напри-
мер, для второго ряда алгоритма: 𝑧𝑘𝑙𝑞𝑣 = 𝑦𝑘𝑙+𝑦𝑞𝑣 = 𝑎0+𝑎𝑘𝑥𝑘+𝑎𝑙𝑥𝑙+𝑎𝑞𝑥𝑞+𝑎𝑣𝑥𝑣
при частном описании вида 𝑦(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥𝑖 + 𝑎2𝑥𝑗 ;

– решить задачу комбинаторной оптимизации структуры частных описаний.
Проблему сходимости алгоритма МГУА можно решить за счёт модификаций

критерия ОСТАНОВ, например, определить ограничения на количество рядов се-
лекции𝑄max, останавливать работу алгоритма в тот момент, как 𝐶𝑅𝑄+1

min −𝐶𝑅𝑄min < 𝜖.
Модификация критерия ОСТАНОВ также позволит решить задачу переусложнения
выходной модели.

Повысить устойчивость классического алгоритма возможно за счёт применения
теории регуляризации, а именно использовать различные методы регуляризации
для каждой модели-претендента на каждом ряде селекции, например, функционалы
регуляризации 𝐿1 или 𝐿2, путём добавления «штрафного» слагаемого вида

∑︀
𝑖

|𝑎𝑖| и∑︀
𝑖

(𝑎𝑖)
2 соответственно при вычислении неизвестных параметров 𝑎𝑖.

Представить модель в явном функциональном виде можно за счёт разработки
алгоритма «обратного хода», который возвращает искомую функцию, зависящую
от значимых исходных входных признаков, вида 𝑦(𝑋); 𝑋 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Из реше-
ний, отобранных во всех предыдущих рядах селекции, отбрасываются все, которые
не используются для образования единственного решения из последнего ряда алго-
ритма.

5. Заключение

Выявлены и систематизированы ключевые недостатки классического алгоритма
метода группового учёта аргументов. В рамках данной работы обобщены значимые
научно обоснованные решения исследователей и предложены авторские модифи-
кации классического алгоритма МГУА для устранения выявленных недостатков.
Автором разработан комплекс программ, реализующий модифицированный эффек-
тивный алгоритм МГУА с рассмотренными модификациями, а также использую-
щий методы дисперсионного анализа, корреляционного анализа, факторного ана-
лиза, элементы регрессионного анализа и др. для выделения значимых признаков,
обнаружения значимых корреляций, повышения достоверности прогноза и др. [8].
Проведённые исследования и полученные практические результаты являются акту-
альными и могут стать основой для разработки автоматизированной системы ком-
пьютерного моделирования объектов и явлений, интеллектуального анализа и об-
работки данных, получения новой качественной информации и синтеза сложных
систем.
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В данной работе исследуется задача управляемости со сменой фазового пространства.
В настоящее время растёт интерес к задачам управляемости с переменной структурой по
причине расширения зоны их практического применения. Подобные задачи возникают как
в физике, в биологии, так и в экономике. Итак, на заданных отрезках времени рассматрива-
ется задача перевода объекта из заданного множества одного пространства в заданное мно-
жество другого пространства через точку нуль. Фазовые пространства могут иметь разные
размерности. Возможен переход как из пространства большей размерности в пространство
меньшей размерности, так и наоборот. Движение объекта описывается двумя нелинейны-
ми системами дифференциальных уравнений, при этом управляющее воздействие первой
системы имеет специальный вид, обусловленный некоторыми физическими приложения-
ми. Переход объекта из одного пространства в другое задаётся некоторым отображени-
ем. Для задачи, в которой нелинейная система в первом пространстве является локально
нуль-управляемой, а правая часть дифференциального включения во втором пространстве
является вогнутым отображением, получены достаточные условия управляемости. Зада-
ча исследуется с помощью аппарата теории управляемости, выпуклого анализа и теории
многозначных отображений. Принимая во внимание прикладной характер поставленной
задачи, полученные в данной работе результаты представляют как теоретический, так и
практический интерес.

Ключевые слова: управляемость, локальная управляемость, смена фазового про-
странства, множество достижимости, многозначное отображение, опорная функция

1. Постановка задачи
В фазовых пространствах 𝒳 = R𝑛, 𝒴 = R𝑚 переменных 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) движение объекта описывается следующими нелинейными систе-
мами дифференциальных уравнений:

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) +𝐵(𝑡)𝑢, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑥(𝑡) ∈ 𝒳 , 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], (1)

𝑦̇(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣(𝑡)), 𝑣(𝑡) ∈ 𝑉, 𝑦(𝑡) ∈ 𝒴, 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ], (2)

где 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶1(R𝑛), 𝑓(0) = 0,
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0) ̸= 0, 𝐵(𝑡) — матрица размера 𝑛× 𝑟 вида:

𝐵(𝑡) = 𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡).

Управляющее воздействие имеет специальную структуру, которая обусловлена
физическими приложениями. Так, например, при некоторых конкретных функциях
𝜙1(𝑡) и 𝜙2(𝑡) подобные управляющие воздействия возникают в задачах космической
навигации [1].

Функции 𝜙1(𝑡) и 𝜙2(𝑡) имеют непрерывные производные вплоть до (𝑛 − 1)-го
порядка включительно в окрестности некоторой точки 𝑡 = 𝑡* ∈ [0, 𝜏 ], также 𝜙1(𝑡) и
𝜙2(𝑡) являются чётными.

Моменты времени 𝜏 и 𝑇 заданы. Допустимыми управлениями являются всевоз-
можные функции 𝑢(·) ∈ 𝑈 = {𝑢(𝑡) ∈ R𝑟|𝑢(·) ∈ 𝐿∞[0, 𝜏 ]; 𝑢(𝑡) ∈ Ω ⊂ R𝑟}, 0 ∈ intΩ,
𝑣(·) ∈ 𝐿∞([𝜏, 𝑇 ],R𝑚), для которых 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] и 𝑣(𝑡) ∈ 𝑉 при п.в.
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𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ]. Решениями систем (1) и (2) при 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] и 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ] являются абсолют-
но непрерывные функции, удовлетворяющие почти всюду на [0, 𝜏 ] и [𝜏, 𝑇 ] системам
(1) и (2) соответственно. Функции 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣) таковы, что решение задачи Коши
для систем (1) и (2) существует и единственно.

В 𝒳 задано некоторое начальное множество 𝑀0. На отрезке времени [0, 𝜏 ] объ-
ект движется по закону (1), в момент времени 𝜏 он попадает в точку ноль и далее
происходит переход в пространство 𝒴, заданный отображением 𝑞 : 𝒳 → 𝒴, и даль-
нейшее движение осуществляется в пространстве 𝒴 по закону (2). Наконец, в про-
странстве 𝒴 задано конечное выпуклое множество 𝑀1 такое, что 𝑞(𝑥(𝜏)) /∈𝑀1 (если
𝑞(𝑥(𝜏)) ∈𝑀1, то задача решена).

Задача заключается в том, чтобы найти условия, при которых объект, описыва-
емый системами (1) и (2), будет управляемым из 𝑀0 в 𝑀1.

В соответствии с [2] объект, описываемый системами (1) и (2), называется
управляемым из 𝑀0 в 𝑀1, если существуют такие допустимые управления 𝑢(·) и
𝑣(·), что соответствующие им решения систем удовлетворяют граничным условиям
𝑥(0) ∈𝑀0, 𝑥(𝜏) = 0 и 𝑦(𝜏) = 𝑞(𝑥(𝜏)), 𝑦(𝑇 ) ∈𝑀1.

Рассмотрим следующий подход к исследованию поставленной задачи: пусть при
выполнении некоторых условий объект, описываемый системой (1), является локаль-
но управляемым в нуль на отрезке времени [0, 𝜏 ]. Если множество 𝑀0 содержится в
окрестности локальной управляемости или имеет с ней непустое пересечение, при-
чём 0 /∈𝑀0, то по определению локальной управляемости мы имеем возможность из
множества 𝑀0 попасть в нуль в некоторый момент времени 𝜏 . Далее в момент вре-
мени 𝜏 осуществляем переход в пространство 𝒴, используя отображение 𝑞 : 𝒳 → 𝒴.
Получаем точку 𝑞(𝑥(𝜏)) = 𝑞(0) = 𝑦(𝜏), которая является начальной точкой для дви-
жения объекта, описываемого системой (2), в пространстве 𝒴. Выписываем множе-
ство достижимости 𝐾(𝑇 ) для системы (2) из точки 𝑦(𝜏) на отрезке времени [𝜏, 𝑇 ].
Рассматриваем пересечение полученного множества достижимости 𝐾(𝑇 ) с конеч-
ным множеством 𝑀1. В случае, если пересечение не пусто, объект, описываемый
системами (1) и (2), является управляемым на отрезке времени [0, 𝑇 ] из множества
𝑀0 пространства 𝒳 в 𝑀1 пространства 𝒴. Теперь рассмотрим данный подход в кон-
кретном случае, при этом разобьём поставленную задачу на две подзадачи:

1) локальная управляемость в ноль в пространстве 𝒳 ;
2) управляемость из точки 𝑦(𝜏) = 𝑞(0) на множество 𝑀1 в пространстве 𝒴.

2. Локальная управляемость в ноль в пространстве 𝒳

В данном пункте приведём условия локальной нуль-управляемости для нелиней-
ной системы специального вида.

В пространстве 𝒳 рассмотрим управляемую систему:

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) +𝐵(𝑡)𝑢, (3)

где

𝑓(𝑥) ∈ 𝐶1(R𝑛), 𝑓(0) = 0,
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0) ̸= 0, 𝑥 ∈ R𝑛,

𝑢(·) ∈ 𝑈 = {𝑢(𝑡) ∈ R𝑟|𝑢(·) ∈ 𝐿∞[0, 𝜏 ]; 𝑢(𝑡) ∈ Ω ⊂ R𝑟} , 0 ∈ intΩ, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ],

𝐵(𝑡) — матрица размера 𝑛× 𝑟 специального вида:

𝐵(𝑡) = 𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡).
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Функции 𝜙1(𝑡) и 𝜙2(𝑡) имеют непрерывные производные вплоть до (𝑛 − 1)-го
порядка включительно в окрестности некоторой точки 𝑡 = 𝑡* ∈ [0, 𝜏 ], также 𝜙1(𝑡) и
𝜙2(𝑡) являются чётными.

Задача: найти условия локальной нуль-управляемости системы (3) на [0, 𝜏 ] и
выразить их через элементы матриц 𝐴, 𝐵1 и 𝐵2, где

𝐴 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0) ̸= 0.

Обозначим через 𝑆𝜀(0) открытый шар радиуса 𝜀 с центром в точке 0.

Определение 1 (см. [3]). Управляемый объект, описываемый системой (3),
называется локально нуль-управляемым на отрезке времени [0, 𝜏 ], если существу-
ет 𝜀 > 0 такое, что для любой точки 𝑥0 ∈ 𝑆𝜀(0) объект является управляемым на
отрезке [0, 𝜏 ] из начального положения 𝑥0 на конечное множество 𝑀 = 0. Это озна-
чает, что для любой точки 𝑥0 ∈ 𝑆𝜀(0) существует допустимое управление 𝑢(𝑡), такое,
что соответствующее этому управлению решение 𝑥(𝑡) системы (3) перейдёт из точки
𝑥0 в нуль на отрезке времени [0, 𝜏 ].

Теорема 1. Пусть выполнены все предположения на 𝑓(𝑥), 𝐵(𝑡) и 𝑢(𝑡) и на
отрезке [0, 𝜏 ] существует точка 𝑡*, в которой ранг матрицы 𝐿(𝑡) равен 𝑛, где

𝐿(𝑡) = (𝐵(𝑡), 𝐴𝐵(𝑡) −𝐵′(𝑡), 𝐴2𝐵(𝑡) − 2𝐴𝐵′(𝑡) +𝐵′′(𝑡), . . . ,

𝐶0
𝑛−1𝐴

𝑛−1𝐵(𝑡) − 𝐶1
𝑛−1𝐴

𝑛−2𝐵′(𝑡) + . . .+ (−1)𝑛+1𝐶𝑛−1
𝑛−1𝐴

0𝐵(𝑛−1)(𝑡)).

Тогда система (3) локально нуль-управляема на отрезке [0, 𝜏 ].

Сформулируем следующие утверждения, необходимые для доказательства тео-
ремы.

Лемма 1. Рассмотрим систему

𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵(𝑡)𝑢. (4)

Система (4) полностью управляема на [0, 𝜏 ], если на отрезке [0, 𝜏 ] существует
точка 𝑡*, в которой ранг матрицы 𝐿(𝑡) равен 𝑛, где

𝐿(𝑡) = (𝐵(𝑡), 𝐴𝐵(𝑡) −𝐵′(𝑡), 𝐴2𝐵(𝑡) − 2𝐴𝐵′(𝑡) +𝐵′′(𝑡), . . . ,

𝐶0
𝑛−1𝐴

𝑛−1𝐵(𝑡) − 𝐶1
𝑛−1𝐴

𝑛−2𝐵′(𝑡) + . . .+ (−1)𝑛+1𝐶𝑛−1
𝑛−1𝐴

0𝐵(𝑛−1)(𝑡)).

Лемма 2 (см. [4]). Пусть система (4) полностью управляема, и пусть
𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 — точки на осях координат. Тогда существуют 𝜀 > 0, дифференциру-
емые функции 𝑢𝑖(𝑡), ‖𝑢𝑖(𝑡)‖ < 𝜀 и окрестность нуля 𝑆𝛿(0) такие, что ∀𝑒𝑖 ∈ 𝑆𝛿(0)
функции 𝑢𝑖(𝑡) переводят систему (4) из 𝑒𝑖 в ноль.

Определение 2. Рассмотрим систему

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢). (5)

Система (5) называется полностью управляемой на отрезке [0, 𝜏 ], если для любых
точек 𝑥0, 𝑥1 ∈ R𝑛 найдётся допустимое управление 𝑢(𝑡), переводящее систему (5) из
состояния 𝑥0 в момент времени 𝑡 = 0 в состояние 𝑥1 в момент времени 𝑡 = 𝜏 . Система
(5) называется полностью нуль-управляемой при 𝑥1 = 0.
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Доказательство (теоремы 1). Сделав замену переменных 𝜏 = −𝑡 в системах
(3) и (4), получим движение объекта в обратном времени. Тогда

𝑥̇ = −𝑓(𝑥) − (𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡))𝑢, (6)

𝑥̇ = −𝐴𝑥− (𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡))𝑢, (7)

где 𝐴 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0).

Известно, что для данной системы (3) при сделанных предположениях существу-
ет 𝜀 > 0, такое, что при ‖𝑢‖ < 𝜀 все траектории системы (6) с начальным условием
𝑥(0) = 0 продолжаемы на [0, 1].

Действительно, рассмотрим множество

𝑄𝛿 = {(𝑥, 𝑢)|‖𝑥‖ < 𝛿, ‖𝑢‖ < 𝛿} .

Учитывая, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶1(R𝑛), имеем по непрерывности на множестве 𝑄𝛿:

max
𝑥∈𝑄𝛿

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥

⃦⃦⃦⃦
= 𝑀𝛿 <∞.

Оценим 𝑥(𝑡). Поскольку 𝑥(𝑡) является решением системы (3), то оно имеет вид:

𝑥(𝑡) = 𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑓(𝑥)d𝑡+

𝑡∫︁
0

𝐵(𝑡)𝑢d𝑡.

Далее, используя формулу Тейлора и оценку, полученную выше, имеем:

‖𝑥(𝑡)‖ 6

𝑡∫︁
0

‖𝑓(𝑥)‖d𝑡+

𝑡∫︁
0

‖𝐵(𝑡)𝑢‖d𝑡 6

𝑡∫︁
0

𝑀𝛿‖𝑥‖d𝑡+

𝑡∫︁
0

𝑀1‖𝑢‖d𝑡 6

6

𝑡∫︁
0

𝑀‖𝑥‖d𝑡+

𝑡∫︁
0

𝑀‖𝑢‖d𝑡,

где 𝑀 = max{𝑀𝛿,𝑀1}.
Пусть 𝑡 = 1, тогда имеем

‖𝑥(𝑡)‖ 6

1∫︁
0

𝑀‖𝑥‖d𝑡+𝑀𝜀.

По лемме Гронуолла при соответствующем выборе 𝜀 получаем

‖𝑥(𝑡)‖ 6𝑀𝜀𝑒
∫︀ 1
0
𝑀d𝑡 6𝑀𝜀𝑒𝑀 < 𝛿.

Таким образом, решения 𝑥(𝑡, 0, 0, 𝑢) системы (6) определены на отрезке [0, 1] для
допустимых управлений 𝑢: ‖𝑢‖ < 𝜀.

По условию теоремы 1 получаем, что лемма 1 выполнена и система (7) полностью
управляема на отрезке [0, 𝜏 ]. Тогда, по лемме 2 для системы (7) существуют 𝜀 > 0
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и 𝑢𝑖(𝑡), ‖𝑢𝑖(𝑡)‖ < 𝜀, переводящие систему из нуля на 𝑒𝑖, ‖𝑒𝑖‖ < 𝛿(𝜀), принадлежащие
осям координат. Кроме того, 𝑢𝑖(𝑡) можно выбрать дифференцируемыми.

Рассмотрим управление 𝑢(𝑡, 𝜉) = 𝜉1𝑢
1(𝑡) + . . . + 𝜉𝑛𝑢

𝑛(𝑡), где 𝜉 ∈ R𝑛, ‖𝜉‖ =
max
𝑖

|𝜉𝑖| 6 1. Тогда ‖𝑢‖ < 𝜀, так как ‖𝑢𝑖(𝑡)‖ < 𝜀. Подставим управление 𝑢(𝑡, 𝜉) в

систему (6). Получим систему

𝑥̇ = −𝑓(𝑥) − (𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡))𝑢(𝑡, 𝜉), (8)

с начальным условием 𝑥(0) = 0, решение которой имеет вид 𝑥(𝑡, 𝜉) = 𝑥(𝑡, 0, 0, 𝑢(𝑡, 𝜉)).
Заметим, что 𝑢(𝑡, 0) = 0 и 𝑥(𝑡, 0) = 0 и полученное решение 𝑥(𝑡, 𝜉) определено на [0, 1].

Покажем, что образы 𝑥(1, 𝜉) покрывают некоторую окрестность начала коор-
динат при ‖𝜉‖ 6 1, т.е. 𝑥(1, 𝜉) = 𝑥0 для любой точки 𝑥0 ∈ 𝑆𝛿(0). Для уравнения
𝑥(1, 𝜉) = 𝑥0 воспользуемся теоремой о неявной функции.

Рассмотрим матрицу 𝑍(𝑡, 𝜉) = 𝜕𝑥(𝑡, 𝜉)/𝜕𝜉. Покажем, что матрица 𝑍(1, 𝜉) являет-
ся невырожденной.

Из теории дифференциальных уравнений, имеем

𝜕𝑥(𝑡, 𝜉)

𝜕𝑡
= −𝑓(𝑥(𝑡, 𝜉)) − (𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡))𝑢(𝑡, 𝜉),

𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝑥(𝑡, 𝜉)

𝜕𝜉
= − 𝜕𝑓(𝑥(𝑡, 𝜉))

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
0

· 𝜕𝑥
𝜕𝜉

− (𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡))
𝜕𝑢(𝑡, 𝜉)

𝜕𝜉
,

т.е.
𝑍̇ = −𝐴𝑍 − (𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡))

𝜕𝑢(𝑡, 𝜉)

𝜕𝜉
,

где
𝜕𝑢

𝜕𝜉
= (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛).

Пусть 𝑍(𝑡, 𝜉) — матрица, столбцами которой являются 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛, тогда

𝑧𝑗 = −𝐴𝑧𝑗 − (𝐵1𝜙1(𝑡) +𝐵2𝜙2(𝑡))𝑢𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛.

Элементы 𝑧𝑗(1) = 𝑒𝑗 из свойств управления 𝑢𝑗 , и 𝑒𝑗 линейно независимы по
условию. Тогда det𝑍(1, 𝜉) ̸= 0. Итак, по теореме о неявной функции имеем, что
если ‖𝜉‖ 6 1, то концы траектории системы (6) покрывают некоторую окрестность
нуля. Таким образом, система (3) является локально нуль-управляемой на [0, 𝜏 ], что
и доказывает теорему. �

Таким образом, при выполнении условий теоремы 1 объект, описываемый си-
стемой (3), локально нуль-управляем на [0, 𝜏 ]. Если множество 𝑀0 содержится в
окрестности локальной управляемости или имеет с ней непустое пересечение,тогда
при выполнении условий теоремы 1 и в силу локальной управляемости системы (3)
объект попадает из множества 𝑀0 в нуль. Используя отображение 𝑞 : 𝒳 → 𝒴, осу-
ществим переход в пространство 𝒴 и приступим к решению второй задачи.

3. Управляемость из точки 𝑦(𝜏) на множество 𝑀1 в
пространстве 𝒴

Пусть в пространстве 𝒴 движение объекта описывается следующей нелинейной
системой дифференциальных уравнений:

𝑦̇(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣(𝑡)), 𝑣(𝑡) ∈ 𝑉, 𝑦(𝑡) ∈ 𝒴, 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ]. (9)
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Обозначим через Ω(R𝑚) совокупность всех непустых выпуклых компактных под-
множеств пространства R𝑚. Пусть задано множество 𝑉 ∈ Ω(R𝑚). Допустимыми
управлениями являются всевозможные функции 𝑣(·) ∈ 𝐿∞([𝜏, 𝑇 ],R𝑚), для которых
𝑣(𝑡) ∈ 𝑉 при п.в. 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ]. Решениями системы (9) при 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ] являются абсолютно
непрерывные функции, удовлетворяющие почти всюду на [𝜏, 𝑇 ] системе (9). Пусть
функция 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣) такова, что решение задачи Коши для системы (9) существует и
единственно.

Используя отображение 𝑞, мы получили точку 𝑞(𝑥(𝜏)) = 𝑞(0) = 𝑦(𝜏), которая
является начальной точкой при движении объекта в пространстве 𝒴. Также в 𝒴
задано конечное множество 𝑀1 ∈ Ω(R𝑚), такое, что 𝑞(𝑥(𝜏)) /∈𝑀1.

В фазовом пространстве 𝒴 = R𝑚 в точке 𝑦 для нелинейной системы (9) рассмот-
рим множество 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑉 ), которое состоит из всех векторов 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣), где 𝑣 принад-
лежит множеству 𝑉 . Если 𝑦(𝑡) является некоторой траекторией системы (9), соот-
ветствующей допустимому управлению 𝑣(𝑡), то при почти всех 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ] выполнено
включение

𝑦̇(𝑡) ∈ 𝑔(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑉 ). (10)

Таким образом, получаем дифференциальное включение

𝑦̇ ∈ 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑉 ). (11)

Под решением дифференциального включения (11) понимается абсолютно непре-
рывная функция 𝑦(𝑡), определённая на интервале [𝜏, 𝑇 ], удовлетворяющая включе-
нию (11) при почти всех 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ].

Итак, при довольно общих предположениях система (9) эквивалентна диффе-
ренциальному включению (11), т.е. для любого решения 𝑦(·) включения (11) будет
существовать допустимое управление 𝑣(·), такое, что функция 𝑦(·) будет являться
траекторией системы (9) с этим управлением 𝑣(·).

Далее с учётом всех сделанных замечаний вместо нелинейной системы диф-
ференциальных уравнений (9) будем рассматривать следующее дифференциальное
включение (11). Введём обозначение 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑉 ) = 𝐺(𝑡, 𝑦). Теперь в фазовом простран-
стве 𝒴 = R𝑚 движение объекта будет описываться дифференциальным включением

𝑦̇ ∈ 𝐺(𝑡, 𝑦), 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ], (12)

где 𝐺(𝑡, 𝑦) — многозначное отображение.
Через 𝐾(𝑇 ) обозначим множество достижимости для нелинейной системы (9)

из точки 𝑦(𝜏) в момент времени 𝑇 . Предположим, что многозначное отображение
𝐺(𝑡, 𝑦) является вогнутым по 𝑦 на множестве достижимости 𝐾(𝑇 ) и 𝐾(𝑇 ) компакт-
но. Используя результаты, полученные в [2], из вогнутости отображения 𝐺(𝑡, 𝑦) по
𝑦 на множестве достижимости 𝐾(𝑇 ) следует выпуклость множества достижимо-
сти 𝐾(𝑇 ). Тогда для управляемости нелинейной системы (9) достаточно, чтобы
пересечение множества достижимости и конечного множества было непусто, т.е.
𝐾(𝑇 ) ∩ 𝑀1 ̸= ∅. Также, используя свойства опорных функций, данное условие
управляемости можно преобразовать к виду 𝑐(𝐾(𝑇 ), 𝜓) + 𝑐(𝑀1,−𝜓) > 0, для лю-
бого 𝜓 ∈ R𝑚 (см. [3]).

Таким образом, условия управляемости для поставленной задачи из множества
𝑀0 пространства 𝒳 в множество 𝑀1 пространства 𝒴 для систем (1) и (2) можно
сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть выполнены все сделанные предположения и на отрезке вре-
мени [0, 𝜏 ] существует такая точка 𝑡*, в которой ранг матрицы 𝐿(𝑡) равен 𝑛,
где
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𝐿(𝑡) =
(︁
𝐵(𝑡), 𝐴𝐵(𝑡) −𝐵′(𝑡), 𝐴2𝐵(𝑡) − 2𝐴𝐵′(𝑡) +𝐵′′(𝑡), . . . ,

. . . , 𝐶0
𝑛−1𝐴

𝑛−1𝐵(𝑡) − 𝐶1
𝑛−1𝐴

𝑛−2𝐵′(𝑡) + . . .+ (−1)𝑛+1𝐶𝑛−1
𝑛−1𝐴

0𝐵(𝑛−1)(𝑡)
)︁
.

Тогда для управляемости объекта, движение которого описывается системами
(1) и (2), на отрезке времени [0, 𝑇 ] достаточно выполнения следующего соотноше-
ния 𝑐(𝐾(𝑇 ), 𝜓) + 𝑐(𝑀1,−𝜓) > 0, для любого 𝜓 ∈ R𝑚.

Пример 1. Рассмотрим пример, иллюстрирующий изложенный выше подход к
исследованию вопроса управляемости объекта, движение которого задаётся двумя
дифференциальными системами на последовательных интервалах времени в разных
фазовых пространствах.

Даны два фазовых пространства 𝒳 = R2 и 𝒴 = R3. Движение объекта в первом
пространстве описывается следующей системой дифференциальных уравнений:{︃

𝑥̇1(𝑡) = 𝑥21 + 𝑥2 + (cos 𝑡+ 𝑡 sin 𝑡)𝑢1,

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥22 + 𝑥1 + (2 cos 𝑡)𝑢2,
(13)

𝑡 ∈ [0, 1], 𝑢(·) ∈ 𝑈 = {𝑢(𝑡) ∈ R2|𝑢(·) ∈ 𝐿∞[0, 1];𝑢(𝑡) ∈ Ω ⊂ R2}, 0 ∈ intΩ.
Также в пространстве 𝒳 = R2 задано отображение 𝑞 : 𝒳 → 𝒴, такое, что 𝑞(0, 0) =

(0, 0, 0).
Движение объекта в пространстве 𝒴 = R3 описывается следующей системой

дифференциальных уравнений: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦̇1(𝑡) = 𝑦2,

𝑦̇2(𝑡) = 𝑦3 + 𝑣2,

𝑦̇3(𝑡) = 0.

(14)

𝑡 ∈ [1, 5], 𝑉 = {𝑣 ∈ R3 : 𝑣1 = 0, |𝑣2| 6 1, 𝑣3 = 0}.
В пространстве 𝒴 = R3 задано конечное множество 𝑀1 = {𝑦 ∈ R3 : (𝑦1 − 6)2 +

(𝑦2 − 4)2 6 4, 𝑦3 = 0}.
Задача: исследовать, является ли объект, описываемый системами (13) и (14),

управляемым из точки 0 пространства 𝒳 = R2 на множество 𝑀1 пространства 𝒴 =
R3.

Решение. Возьмём в качестве точки 𝑡* точку 𝑡 = 𝜋/4. Тогда ранг матрицы

𝐿
(︁𝜋

4

)︁
=

(︃√
2 0 0 0

0 −
√

2 0
√

2

)︃

равен двум и по теореме 1 система (13) является локально нуль-управляемой на
отрезке [0, 1].

Теперь, используя отображение 𝑞(𝑥1, 𝑥2) = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3), такое, что 𝑞(0, 0) = (0, 0, 0),
перейдём в пространство 𝒴 = R3. Начальным множеством при движении объекта в
пространстве 𝒴 будет точка 𝑦0 = (0, 0, 0).

Множество достижимости 𝐾(𝑡) для системы (14) — это множество, ограничен-
ное двумя параболами (𝑦2 + 4)2 6 4𝑦1 + 32 и (𝑦2 − 4)2 6 −4𝑦1 + 32. Пересечение
данного множества достижимости и конечного множества 𝑀1 непусто, следователь-
но, система (14) является управляемой из точки 𝑦0 на множество 𝑀1 на отрезке
времени [1, 5].
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Таким образом, получаем, что объект, описываемый системами (13) и (14), явля-
ется управляемым из точки 0 пространства 𝒳 = R2 на множество 𝑀1 пространства
𝒴 = R3 на отрезке времени [1, 5].
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Интегральные свойства обобщённых потенциалов
типа Бесселя и типа Рисса
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В работе изучаются интегральные свойства свёрток функций с ядрами, обобщающими
классические ядра Бесселя–Макдональда 𝐺𝛼(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, 0 < 𝛼 < 𝑛. Локальное поведение
ядер Бесселя–Макдональда в окрестности начала координат характеризуется наличием
особенности степенного типа |𝑥|𝛼−𝑛. Ядра обобщённых потенциалов Бесселя–Рисса могут
иметь нестепенные особенности в окрестности начала координат. Их поведение на беско-
нечности связано лишь с условием интегрируемости, так что в рассмотрение включены и
ядра с компактным носителем. В статье получена конкретизация общих критериев вло-
жения потенциалов в перестановочно–инвариантные пространства в случае, когда базовое
пространство для потенциалов есть весовое пространство Лоренца. Получены явные опи-
сания оптимального перестановочно-инвариантного пространства для такого вложения.

Ключевые слова: потенциалы типа Рисса, пространства Лоренца, убывающие
перестановки, перестановочно-инвариантные пространства, оптимальные вложения

1. Введение
В данной статье мы изучаем обобщения ядер Бесселя–Макдональда. В отли-

чие от классического случая в них допускаются нестепенные особенности ядер в
окрестности начала координат. Их поведение на бесконечности связано лишь с усло-
вием интегрируемости, так что в рассмотрение включены и ядра с компактным
носителем. В связи с этим порождённые ими пространства обобщённых потенци-
алов Бесселя относятся к так называемым пространствам обобщённой гладкости.
Оценки свёрток, возникающих при описании пространства потенциалов исследова-
ны О’Нейлом [1].

Общие критерии вложений обобщённых потенциалов Бесселя и Рисса в раз-
личные перестановочно инвариантные пространства исследовались в работах
М. Л. Гольдмана [2]. Постановки задач об оптимальных вложениях пространств
обобщённой гладкости и ряд важных результатов в этом направлении содержат-
ся в работах Ю. В. Нетрусова [3, 4], М. Л. Гольдмана и др. [5, 6].

2. Вспомогательные определения. Потенциалы типа Бесселя
и типа Рисса

Всюду в этой работе 𝐸 = 𝐸(R𝑛) есть перестановочно инвариантное пространство
(кратко: ПИП), 𝐸′ = 𝐸′(R𝑛) — ассоциированное ПИП.

Вводим также пространства 𝐸̃ = 𝐸̃(R+), 𝐸′ = 𝐸′(R+) — их представления Люк-
сембурга, т. е. такие ПИП, что

‖𝑓‖𝐸 = ‖𝑓*‖𝐸̃ , ‖𝑔‖𝐸′ = ‖𝑔*‖𝐸′ ,

где 𝑓* — убывающая перестановка функции 𝑓 , т. е. неотрицательная убывающая
непрерывная справа функция на 𝑅+ = (0,∞), которая равноизмерима с 𝑓 .

Статья поступила в редакцию 15 июня 2017 г.
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Пространство потенциалов 𝐻𝐺
𝐸 ≡ 𝐻𝐺

𝐸 (R𝑛): определяем как множество свёрток
ядер потенциалов с функциями из базового пространства

𝐻𝐺
𝐸 {(R𝑛) = 𝑢 = 𝐺 * 𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐸(R𝑛)} ,

где 𝐸 — перестановочно-инвариантное пространство, а ядро 𝐺 — специального вида,

‖𝑢‖𝐻𝐺
𝐸

= inf {‖𝑓‖𝐸 : 𝑓 ∈ 𝐸(R𝑛), 𝐺 * 𝑓 = 𝑢} ,

(фактор-норма). Ядро представления 𝐺 назовём допустимым, если

𝐺 ∈ 𝐿1(R𝑛) + 𝐸′(R𝑛).

Здесь свёртка 𝐺 * 𝑓 определяется как интеграл

(𝐺 * 𝑓)(𝑥) = (2𝜋)−
𝑛
2

∫︁
R𝑛

𝐺(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦) d𝑦.

Замечание 1. В случае допустимых ядер мы можем для потенциалов 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸

определить убывающие перестановки 𝑢*.

Пусть 𝛿 — положительная измеримая функция (вес), ∆(𝑠) =
𝑠∫︀
0

𝛿(𝑡) d𝑡

𝑓**𝛿 (𝑡) =
1

∆(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑓*(𝜏)𝛿(𝜏) d𝜏, 𝑡 ∈ R+.

В частности, когда 𝛿 = 1,

𝑓**(𝑡) =
1

𝜏

𝑡∫︁
0

𝑓*(𝜏) d𝜏, 𝑡 ∈ R+.

Определение 1. Функция Φ : (0, 𝑅) → R+ принадлежит классу Im𝑛(𝑅), если:

1) Φ — убывающая и непрерывная на (0, 𝑅) функция;
2) существует постоянная 𝑐 ∈ R+ такая, что

𝑟−𝑛
𝑟∫︁

0

Φ(𝜌)𝜌𝑛−1 d𝜌 6 𝑐Φ(𝑟), 𝑟 ∈ (0, 𝑅),

𝜙(𝜏) = Φ

(︂(︁
𝜏
𝑉𝑛

)︁ 1
𝑛

)︂
∈ Im1(𝑇 ), 𝑓𝜙(𝑡; 𝜏) = min {𝜙(𝑡), 𝜙(𝜏)}.

Определение 2. Пусть Φ ∈ Im𝑛(∞).
Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(Φ), если 𝐺(𝑥) ∼= Φ(|𝑥|), 0 < 𝜌 = |𝑥| < 𝑅.
Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(Φ; Х), где Х(R𝑛) ПИП, если при 𝐵𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑅},

𝑅 ∈ R+ справедливо представление

𝐺(𝑥) = 𝐺0
𝑅(𝑥) +𝐺1

𝑅(𝑥),
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где 𝐺0
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)𝜒𝐵𝑅

(𝑥); 𝐺1
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)𝜒𝑐𝐵𝑅

(𝑥), 𝐺0
𝑅(𝑥) ∼= Φ(|𝑥|), при |𝑥| < 𝑅,

𝐺1
𝑅 ∈ Х(R𝑛).

Определение 3. Пусть Φ ∈ Im𝑛(∞), 𝑓Φ(𝑡; ·) ∈ 𝐸′(R+), 𝑡 ∈ R+, 𝐺 ∈ 𝑆∞(Φ).
Тогда потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

𝐸 (R𝑛) называются обобщёнными потенциалами Рисса.

Определение 4. Пусть Φ ∈ Im𝑛(𝑅). Потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (R𝑛) называются обоб-

щёнными потенциалами Бесселя, если

𝐺 ∈ 𝑆𝑅(Φ;𝐿1 ∩ 𝐸′),

∫︁
𝑅𝑛

𝐺 d𝑥 ̸= 0,

где 𝑅 ∈ R+.

Определение 5. Пусть оператор Re𝜙,𝑇 : 𝐸̃0(0, 𝑇 ) → 𝑋̃(0, 𝑇 ), 𝑇 ∈ (0,∞] опре-
делён по формуле:

Re𝜙,𝑇 [𝑔](𝑡) =

𝑇∫︁
0

𝑓𝜙(𝑡; 𝜏)𝑔(𝜏) d𝜏, 𝑔 ∈ 𝐸̃0(0, 𝑇 ).

Определение 6. Пространствами Лоренца Λ𝑞(𝑢) и Γ𝑞(𝑢), где 𝛿 и 𝑢 > 0 — изме-
римые функции, называются пространства измеримых функций с конечной нормой.

‖𝑓‖Λ𝑞(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂∞∫︀

0

𝑓*𝑞(𝑡)𝑢(𝑡) d𝑡

)︂ 1
𝑞

, 1 6 𝑞 <∞;

ess sup𝑡∈(0,∞) {𝑓*(𝑡)𝑢(𝑡)} , 𝑞 = ∞;

‖𝑓‖Γ𝑞
𝛿(𝑢)

=

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂∞∫︀

0

𝑓**𝑞𝛿 (𝑡)𝑢(𝑡) d𝑡

)︂ 1
𝑞

, 1 6 𝑞 <∞;

ess sup𝑡∈(0,∞) {𝑓**𝛿 (𝑡)𝑢(𝑡)} , 𝑞 = ∞.

В частности когда 𝛿 = 1,

‖𝑓‖Γ𝑞(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂∞∫︀

0

𝑓**𝑞(𝑡)𝑢(𝑡) d𝑡

)︂ 1
𝑞

, 1 6 𝑞 <∞;

ess sup𝑡∈(0,∞) {𝑓**(𝑡)𝑢(𝑡)} , 𝑞 = ∞.

Ассоциированными к пространствам Лоренца являются пространства

Λ𝑞(𝑢)′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Γ∞

(︁
𝑡

𝑈(𝑡)

)︁
, 𝑞 = ∞;

Γ𝑞
′
(︂
𝑡𝑞

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑞′(𝑡)

)︂
, 1 < 𝑞 <∞;

Λ1
(︁

1
ess sup0<𝑠<𝑡 𝑢(𝑠)

)︁
, 𝑞 = 1.
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3. Интегральные свойства потенциалов

Пусть ‖Re𝜙,∞ ‖𝐸̃→𝑋̃ = sup
{︁
‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖𝑋̃ : 𝑔 ∈ 𝐸̃; ‖𝑔‖𝐸̃ 6 1

}︁
. Тогда

‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖ 6 ‖Re𝜙,∞ ‖𝐸̃→𝑋̃‖𝑔‖𝐸̃ ; ∀𝑔 ∈ 𝐸̃(R+).

Задача — описать оптимальное ПИП 𝑋0(R𝑛) для вложения 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(R

𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛),
т. е. такое ПИП 𝑋0(R𝑛), что
1) 𝐻𝐺

Λ𝑞(𝑢)(R
𝑛) ⊂ 𝑋0(R𝑛);

2) если ПИП 𝑋(R𝑛) такое, что есть вложение 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(R

𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛), то 𝑋0(R𝑛) ⊂
𝑋(R𝑛).

Теорема 1 (см. [6]). Для потенциалов типа Рисса вложение 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(R

𝑛) ⊂
𝑋(R𝑛) эквивалентно ограниченности оператора Re𝜙,∞ : Λ𝑞(𝑢)(R+) → 𝑋̃(R+).

Теорема 2 (см. [6]). В случае обобщённых потенциалов Бесселя вложение
𝐻𝐺

Λ𝑞(𝑢)(R
𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛) справедливо тогда и только тогда, когда выполнены следу-

ющие два условия:
1) оператор Re𝜙,∞ : Λ𝑞(𝑢)(R+) → 𝑋̃(R+) ограничен;
2) справедливо вложение Λ𝑞(𝑢)(R𝑛) ∩ 𝐿∞(R𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛).

Теорема 3 (см. [6]). При 𝑇 = ∞ для потенциалов типа Рисса, 𝑇 =
𝑉𝑛(𝑅/2)𝑛 ∈ R+ для потенциалов типа Бесселя имеет место эквивалентность

𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(R

𝑛) ⊂ 𝐿∞(R𝑛) ⇔ 𝜙 ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(0, 𝑇 ).

4. Основная часть
Замечание 2. Мы будем использовать результат из работы [7]. Именно, при

1 < 𝑝 6 𝑞 <∞
‖𝑓‖Γ𝑞(𝜔) 6 𝑐‖𝑓‖Λ𝑝(𝜈) ⇔

𝐴 = sup
𝑥>0

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ ∞∫︁

0

(︂
𝑥

𝑥+ 𝑡

)︂𝑞
𝜔(𝑡) d𝑡

⎞⎠ 1
𝑞

·

⎛⎝ ∞∫︁
0

(︂
𝑡

𝑡+ 𝑥

)︂𝑝′
· 𝜈(𝑡)

𝑉 (𝑡)𝑝′
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′
⎫⎪⎬⎪⎭ <∞.

Лемма 1. ‖Re**𝜙,∞[𝑔*]‖𝐿𝑝′(𝜈)
∼= ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖𝐿𝑝′(𝜈) ⇔

𝐴 = sup
𝑥>0

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ ∞∫︁

0

(︂
𝑥

𝑥+ 𝑡

)︂𝑝′
· 𝜈(𝑡) d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

·

⎛⎝ ∞∫︁
0

(︂
𝑡

𝑡+ 𝑥

)︂𝑝
· 𝜈(𝑡)

𝑉 (𝑡)𝑝′
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

⎫⎪⎬⎪⎭ <∞.

Доказательство. Из замечания 2 получим 𝑞 → 𝑝′, 𝑝→ 𝑝′, 𝜔 = 𝜈
‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Γ𝑝′(𝜈) 6 𝑐‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝′(𝜈) ⇔

𝐴 = sup
𝑥>0

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ ∞∫︁

0

(︂
𝑥

𝑥+ 𝑡

)︂𝑝′
· 𝜈(𝑡) d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

·

⎛⎝ ∞∫︁
0

(︂
𝑡

𝑡+ 𝑥

)︂𝑝
· 𝜈(𝑡)

𝑉 (𝑡)𝑝′
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

⎫⎪⎬⎪⎭ <∞.
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Всегда ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Γ𝑝′(𝜈) > ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝′(𝜈) (Re**𝜙,∞[𝑔*] > Re*𝜙,∞[𝑔*]) ⇒
⇒ ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Γ𝑝′(𝜈)

∼= ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝′(𝜈).
При этом:

‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Γ𝑝′(𝜈) =

⎛⎝ ∞∫︁
0

(Re**𝜙,∞[𝑔*])𝑝
′
𝜈(𝑡) d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

= ‖Re**𝜙,∞[𝑔*]‖𝐿𝑝′(𝜈),

‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝′(𝜈) =

⎛⎝ ∞∫︁
0

(Re*𝜙,∞[𝑔*])𝑝
′
𝜈(𝑡) d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

=

= (0 < Re𝜙,∞ ↓,⇒ Re𝜙,∞ = Re*𝜙,∞) =

⎛⎝ ∞∫︁
0

(Re𝜙,∞[𝑔*])𝑝
′
𝜈(𝑡) d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

=

= ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖𝐿𝑝′(𝜈),

‖Re**𝜙,∞[𝑔*]‖𝐿𝑝′(𝜈)
∼= ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖𝐿𝑝′(𝜈) ⇔ 𝐴 <∞.

Теорема 4. Пусть 1 < 𝑝 <∞,
1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1, а функции 𝑢, 𝑣, 𝜔, 𝑉 и 𝑈 определены

следующим образом

𝑈(𝑠) =

𝑠∫︁
0

𝑢(𝑡) d𝑡, 𝑣(𝑡) =
𝑡2𝑝

′
𝑢(𝑡)𝜙𝑝

′
(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
, 𝑉 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑣(𝜏) d𝜏,

𝜔(𝑡) =

𝑡𝑝+𝑝
′−1𝑉 (𝑡)

∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝
′
𝑣(𝜏)d𝜏

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′𝑣(𝜏)d𝜏

.

Кроме того, пусть

𝐴 = sup
𝑥>0

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ ∞∫︁

0

(︂
𝑥

𝑥+ 𝑡

)︂𝑝′
· 𝜈(𝑡)d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′
⎛⎝ ∞∫︁

0

(︂
𝑡

𝑡+ 𝑥

)︂𝑝
𝜈(𝑡)

𝑉 (𝑡)𝑝′
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

⎫⎪⎬⎪⎭ <∞.

𝐶 = sup
𝑟>0

⎛⎝ 𝑟∫︁
0

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
𝜈(𝑡)d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′
⎛⎝ ∞∫︁
𝑟

𝑈𝑝(𝑡)

𝑡2𝑝′𝑢
𝑝
𝑝′ (𝑡)

d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

<∞.

Тогда оптимальное ПИП для вложения 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(R

𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛) имеет эквива-
лентную норму ‖𝑓‖𝑋̃0(R+)

∼= ‖𝑓‖Γ𝑝(𝜔).

Доказательство. Учитывая определение ассоциированных пространств для
пространств Лоренца, мы можем представить норму оператора Re𝜙,∞:
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‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝(𝑢)′
∼= ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖

Γ𝑝′
(︂

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ =

⎛⎝ ∞∫︁
0

(Re**𝜙,∞[𝑔*])𝑝
′ 𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

.

Применяя результат леммы 1, получим

‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ =

⎛⎝ ∞∫︁
0

(Re**𝜙,∞[𝑔*])𝑝
′ 𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

=

= ‖Re**𝜙,∞[𝑔*]‖
𝐿𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ ∼= ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖
𝐿𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ =

=

⎛⎝ ∞∫︁
0

(Re𝜙,∞[𝑔*])𝑝
′ 𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑓𝜙(𝑡, 𝜏)𝑔*(𝜏) d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

.

Из определении функции 𝑓𝜙 мы можем представить норму оператора Re𝜙,∞ в

пространстве Γ𝑝
′
(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)

)︂
в виде суммы:

‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ =

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏) d𝜏 +

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏) d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

∼=

∼=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏) d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

+

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏) d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

.

Но у нас ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝(𝑢)′
∼= ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖

Γ𝑝′
(︂

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂.

Итак, ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝(𝑢)′
∼= 𝐽1 + 𝐽2, где

𝐽1 =

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏) d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

, 𝐽2 =

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏) d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

.

Мы хотим оценить слагаемое 𝐽2 слагаемым 𝐽1. Из убывания функции 𝑔* получим
для 𝐽1:

𝐽1 >

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡)𝑔*(𝑡)

𝑡∫︁
0

d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

=

⎛⎝ ∞∫︁
0

[𝜙(𝑡)𝑔*(𝑡)]
𝑝′ 𝑡

𝑝′𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

:= 𝑆,

𝐽2 < 𝛼𝑆,
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где 𝛼 — постоянная, не зависящая от функций 𝜙 и 𝑔*, такая, что 𝐽2 6 𝛼𝑆. Доста-
точно, чтобы определённая следующим образом постоянная 𝐶 была конечна:

𝐶 = sup
𝑟>0

⎛⎝ 𝑟∫︁
0

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
𝜈(𝑡) d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′
⎛⎝ ∞∫︁
𝑟

𝑈𝑝(𝑡)

𝑡2𝑝′𝑢
𝑝
𝑝′ (𝑡)

d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

<∞.

Эта постоянная и есть константа 𝐶 из условия теоремы.
Здесь мы применили обобщённое неравенство Харди для функции одной пере-

менной, приведённое в книге В. Г. Мазьи [8, Глава 1].
Итак, мы получили, что 𝐽1 > 𝑆 и 𝐽2 6 𝛼𝑆, поэтому можно писать 𝐽2 6 𝐶𝐽1.
Эти оценки дают, что

‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ ∼= 𝐽1 + 𝐽2 ∼= 𝐽1,

‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ ∼=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏) d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

=

=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡)
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏) d𝜏

⎤⎦𝑝
′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

=

⎛⎝ ∞∫︁
0

[𝜙(𝑡)𝑔**(𝑡)]
𝑝′ 𝑡

𝑝′𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

=

=

⎛⎝ ∞∫︁
0

[𝑔**(𝑡)]
𝑝′ 𝑡

2𝑝′𝑢(𝑡)𝜙𝑝
′
(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

= ‖𝑔‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡2𝑝

′
𝑢(𝑡)𝜙𝑝′ (𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂. (1)

Формула

‖𝑓‖𝑋̃0(R+) = sup

⎧⎨⎩
∞∫︁
0

𝑓*𝑔* d𝑡; 𝑔 ∈ 𝐿0(R+); ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖𝐸′(R+) 6 1

⎫⎬⎭
даёт, что норма в оптимальном ПИП 𝑋̃0(R+) является ассоциированной к норме (1),
т. е. ‖𝑓‖𝑋̃0(R+)

∼= ‖𝑓‖[Γ𝑝′(𝑣)]
′ , где 𝑣(𝑡) = 𝑡2𝑝

′
𝑢(𝑡)𝜙𝑝

′
(𝑡)/𝑈𝑝

′
(𝑡).

Осталось заметить, что можно описать эквивалентную норму ассоциированного
пространства в следующем виде (см. [7]):

‖𝑓‖[Γ𝑝′(𝑣)]
′ =

⎛⎜⎜⎝
∞∫︁
0

𝑡𝑝+𝑝
′−1𝑓**(𝑡)𝑉 (𝑡)

∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝
′
𝑣(𝜏) d𝜏

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′𝑣(𝜏) d𝜏

⎞⎟⎟⎠
1
𝑝

,

где

𝑉 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑣(𝜏) d𝜏 =

𝑡∫︁
0

𝜏2𝑝
′
𝑢(𝜏)𝜙𝑝

′
(𝜏)

𝑈𝑝′(𝜏)
d𝜏.
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Учтём теперь обозначение

𝜔(𝑡) =

𝑡𝑝+𝑝
′−1𝑉 (𝑡)

∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝
′
𝑣(𝜏) d𝜏

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′𝑣(𝜏) d𝜏

.

Отсюда следует, что ‖𝑓‖Γ𝑝(𝜔)
∼= ‖𝑓‖𝑋̃0(R+).

Итак, теорема доказана. �

Замечание 3. Условие
𝑟∫︁

0

𝜙(𝜌) d𝜌 6 𝑐𝜙(𝑟)𝑟, приведённое в работе [9], гаранти-

рует эквивалентность Re**𝜙,∞[𝑔*] ∼= Re𝜙,∞[𝑔*].

Мы не накладываем это требование, заменив его условием на весовые функции:

𝐴 = sup
𝑥>0

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ ∞∫︁

0

(︂
𝑥

𝑥+ 𝑡

)︂𝑝′
𝜈(𝑡) d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′
⎛⎝ ∞∫︁

0

(︂
𝑡

𝑡+ 𝑥

)︂𝑝
𝜈(𝑡)

𝑉 (𝑡)𝑝′
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

⎫⎪⎬⎪⎭ <∞.

При его выполнении получаем эквивалентность норм

‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Γ𝑝′(𝜈)
∼= ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝′(𝜈) = ‖Re*𝜙,∞[𝑔*]‖𝐿𝑝′(𝜈) = ‖Re𝜙,∞[𝑔*]‖𝐿𝑝′(𝜈).

Последнее равенство опирается на соотношение Re*𝜙,∞[𝑔*](𝑡) = Re𝜙,∞[𝑔*](𝑡).
Формула в правой части неотрицательна, убивающая и непрерывная, т. е. она

совпадает со своей убывающей перестановкой.

5. Заключение
В работе получены следующие основные результаты.

1. Рассмотрены общие свойства потенциалов, построенных на базе весовых про-
странств Лоренца с общими весами.

2. Установлены эквивалентные описания конусов убывающих перестановок для
потенциалов, построенных на базе весовых пространств Лоренца с общими ве-
сами.

3. Получены критерии вложений пространства потенциалов в перестановочно ин-
вариантные пространства и даны описания оптимальных перестановочно ин-
вариантных пространств для таких вложений. Приведена конкретизация этих
вложений в случае базовых весовых пространств Лоренца.
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Данная работа является первой в серии из двух статей, посвящённых обзору систем мас-
сового обслуживания вида «fork-join» (в западной классификации) или системам с расщеп-
лением запросов. Указанная система является естественной моделью для многих других
реальных систем. В статье описаны особенности построения этой модели и родственных
ей систем, основные их характеристики. Отдельное внимание уделяется методам анализа
времени отклика системы. Поскольку точное выражение для среднего времени отклика из-
вестно только для случая двух приборов, в статье приведено подробное описание подхода
к получению точного выражения этой характеристики. Для случая, когда число приборов
больше двух, различными методами получены аппроксимации среднего времени отклика,
что объясняется сложностью исследований из-за существующей зависимости между очере-
дями подзапросов в силу общих моментов поступления. В работе представлено несколько
методов приближенного анализа: различные варианты эмпирической аппроксимации, т.е.
методы, уточняющие полученные характеристики благодаря использованию результатов
имитационного моделирования; интерполяция с помощью предельных значений загрузки
системы в случаях с отличными от экспоненциального распределениями для входящего
потока и времени обслуживания.

Ключевые слова: система массового обслуживания, расщепление заявок, парал-
лельное обслуживание заявок, параллельная обработка, время отклика

1. Введение
Название исследуемой системы с параллельной обработкой запросов или с рас-

щеплением запросов не имеет утвердившегося в русском языке терминологическо-
го аналога, в англоязычной же литературе используется термин «fork-join queueing
system» [1–3]. Интерес к указанной системе объясняется тем, что она является есте-
ственной моделью для многих других реальных систем. В качестве примеров можно
привести сферу обслуживания, медицинские приложения, производственные систе-
мы, системы облачных вычислений и др. [4]. Если же говорить об информацион-
ных технологиях, то прежде всего стоит упомянуть распределённые вычисления,
технология которых оказала значительное влияние и на концепцию облачных вы-
числений, а также параллельные вычисления, например обработку пакетов данных,
телефонных вызовов и др. Однако, несмотря на широкий спектр задач, которые
решаются с помощью систем массового обслуживания с параллельной обработкой
запросов, и их популярность среди зарубежных авторов, в нашей стране данная
система исследовалась значительно меньше [4–9]. Статья организована следующим
образом: в разделе 2 описываются особенности построения системы с расщеплени-
ем запросов и родственных ей систем, в разделе 3 подробно описан метод точного
анализа среднего времени отклика для случая расщепления на два подзапроса, в
разделе 4 представлены два метода аппроксимации среднего времени отклика, в

Статья поступила в редакцию 22 июня 2017 г.
Исследование выполнено при финансовой поддержке Минобрнауки России (соглашение
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заключении кратко подведены итоги и анонсировано содержание второй части ра-
боты.

2. Системы параллельного обслуживания заявок

Общая идея функционирования системы fork-join (рис. 1) заключается в следу-
ющем: на вход поступает поток заявок (запросов) 𝑇1, 𝑇2, . . ., в момент поступления
в точке «расщепления» (англ. fork point) заявка 𝑇𝑖, 𝑖 = 1,∞ разделяется на 𝐾 род-
ственных заявок (подзапросов): 𝑆𝑇 𝑖1

def
= 𝑆𝑇1, 𝑆𝑇

𝑖
2

def
= 𝑆𝑇2, . . . , 𝑆𝑇

𝑖
𝐾

def
= 𝑆𝑇𝐾 , каждая

из которых отправляется в очередь на обслуживание к приборам или серверам с
номерами 1, 2, . . . ,𝐾 соответственно. Предполагается, что запросы имеют одну и ту
же структуру и каждый сервер предназначен для выполнения конкретных задач:
подзапрос 𝑆𝑇𝑘 может обслуживаться только на 𝑘-м сервере, 𝑘 = 1,𝐾. Обработан-
ные подзапросы попадают в буфер синхронизации, где дожидаются родственных им
подзапросов. В момент поступления последнего родственного подзапроса одного из
запросов происходит их синхронизация, т.е. объединение, после чего обработанный
запрос покидает систему. Здесь и далее будем считать,что синхронизация происхо-
дит мгновенно.

Буфер синхронизации
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Рис. 1. Система массового обслуживания типа fork-join

Стоит отметить, что описанную модель рассматривают и как сеть массового об-
служивания (СеМО): после расщепления подзапросы одновременно поступают на
вход ветвей, которые представляют собой одноканальные системы массового обслу-
живания (СМО) с очередями. Однако данный подход предполагает дальнейший пе-
реход к рассмотрению независимых СМО, что является упрощающим допущением в
силу существующей зависимости между очередями подзапросов вследствие общих
моментов поступления. Тем не менее таких сложностей не возникает для случая,
когда каждая подсистема состоит из бесконечного числа приборов [6, 7].

Анализ SPM (splitting and matching queueing system) системы массового обслу-
живания в [10] является одной из самых ранних работ на эту тему. В ней рассмат-
риваются авиапассажиры и их багаж, которые прибывают вместе на самолёте в
аэропорт, но разделены до тех пор, пока пассажиры не получат свои вещи в зоне
выдачи багажа. В этой статье анализируется система с двумя ветвями 𝐷|𝑀 |1, т.е. с
детерминированным входящим потоком и экспоненциальным временем обслужива-
ния на каждом из серверов.

SM (split-merge queueing system) система является одним из вариантов fork-join
системы массового обслуживания (рис. 2). Её отличие заключается в том, что на
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свободные серверы не поступит ни один подзапрос следующего запроса до того мо-
мента, пока не обслужатся все подзапросы текущего запроса [11], т.е. происходит
блокировка каждого освободившегося сервера до окончания обработки всех задач
запроса.

...

Буфер синхронизации

Диспетчер задач
(split)

.

.

.

ST1

.

.

.

T2T3T4

(merge)

STK

ST2

Рис. 2. Система массового обслуживания типа split-merge

FF (fission-fusion queueing system) система — это ещё одна разновидность fork-
join системы (рис. 3). Если допустить, что все подзапросы 𝑆𝑇1, 𝑆𝑇2, . . . , 𝑆𝑇𝐾 являют-
ся идентичными и неразличимыми: 𝑆𝑇𝑘 = 𝑆𝑇, 𝑘 = 1,𝐾, то запрос может покинуть
систему после обработки любых 𝐾 подзапросов, иначе говоря, подзапросы могут
принадлежать разным запросам [11].
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Рис. 3. Система массового обслуживания типа fission-fusion

Модель независимых серверов (independent server model, ISM) представляет со-
бой многоканальную систему массового обслуживания. Для обслуживания посту-
пившего запроса требуется случайное число серверов, не превышающее их общее
количество, причём обслуживание очередного запроса не может начаться до тех
пор, пока число свободных серверов не станет по крайней мере равно числу серверов,
требуемых для обслуживания. В частности, в работе [12] рассматриваемая система
состоит из однородных серверов, времена обслуживания являются независимыми и
имеют экспоненциальное распределение. Входящий поток является пуассоновским,
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а число серверов, требуемых для обработки запроса, определяется некоторой веро-
ятностью. Запросы обслуживаются в порядке поступления (First Come First Served,
FCFS) и могут покинуть систему только после освобождения всех затребованных
серверов. Поскольку времена обслуживания на отдельных серверах являются неза-
висимыми, то сервер, закончивший обслуживание запроса, становится доступным
для других задач. Таким образом, время обслуживания запроса является максиму-
мом случайного числа экспоненциально распределённых случайных величин. Для
модели были получены такие характеристики, как распределение времени обслу-
живания, распределение числа занятых серверов, а также достаточные условия для
существования стационарного распределения.

В случае модели группового обслуживания (team service model, TSM), так же
как и в случае ISM системы, для обработки задач требуется наличие нескольких
свободных серверов одновременно, но при этом серверы начинают обслуживание
этих задач и освобождаются одновременно [13,14].

Также существует такой вариант fork-join системы, когда поступающие на вход
в систему несколько потоков запросов делятся на подзапросы и отправляются на
обслуживание на серверы в соответствии с заданной матрицей вероятностей, т.е.
запросы поступают как 𝐾 независимых потоков, затем делятся на части, которые
распределяются по серверам в соответствии с некоторой стратегией (политикой),
которая и определяется матрицей [15,16].

Первые результаты исследования fork-join системы массового обслуживания бы-
ли получены для случая расщепления заявки на два подзапроса 𝑆𝑇1, 𝑆𝑇2 с пуассо-
новским входящим потоком и экспоненциальным временем обслуживания на обоих
серверах [17]. Однако несмотря на марковость предположений анализ fork-join си-
стем массового обслуживания даже для случая 𝐾 = 2 затруднителен по следующим
причинам: процессы поступления подзапросов на серверы коррелируют; модель опи-
сывается двумерной цепью Маркова с бесконечным числом состояний для каждой
размерности.

В силу указанных выше факторов точного решения для распределения числа
подзапросов 𝑆𝑇𝑘, 𝑘 = 1,𝐾 в fork-join системе не было найдено. Но при этом для
случая пуассоновского входящего потока и экспоненциальных времён обслуживания
можно получить явные выражения для маргинальных вероятностей [4].

Приближенное же решение для распределения числа подзапросов в случае оче-
редей неограниченных размеров может быть получено для достаточно большой ём-
кости накопителя — такой, что вероятность потери запросов в связи с этой большой
ёмкостью будет пренебрежимо мала, и в данном случае будут применимы итераци-
онные численные методы решения систем линейных уравнений большой размерно-
сти [18].

Большинство авторов в своих работах исследуют один из основных показателей
качества функционирования подобных систем массового обслуживания — время от-
клика 𝑊𝐾,max = max(𝜉1, . . . , 𝜉𝐾), где 𝜉𝑘 — случайная величина времени пребывания
подзапроса 𝑆𝑇𝑘 в системе до его попадания в буфер синхронизации, 𝑘 = 1,𝐾. Стоит
сразу отметить, что точное выражение для среднего времени отклика было получе-
но только для fork-join системы с двумя ветвями 𝑀 |𝑀 |1 (𝐾 = 2) в [1] с помощью
результатов работы [17]. Для случая 𝐾 > 2 с помощью различных методов были
получены аппроксимации среднего времени отклика.

3. Анализ системы с двумя ветвями M|M|1

Модель цепи Маркова с непрерывным временем для fork-join системы с дву-
мя ветвями 𝑀 |𝑀 |1 и накопителем неограниченной ёмкости рассматривается в [17].
Этот анализ был расширен для ветвей 𝑀 |𝐺|2 в [19]. Для изучения стационарного и
нестационарного режимов основной краевой задачи (дифференциальное уравнение
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вместе с набором дополнительных ограничений) в работе [19] использовались ме-
тоды исследования функций комплексной переменной, представленные, например,
в [20]. В ходе последующего обсуждения более подробно остановимся на анализе
статьи [17], поскольку она ведёт к точному решению задачи для fork-join системы с
двумя ветвями 𝑀 |𝑀 |1.

Итак, рассмотрим fork-join систему, попадая в которую запрос расщепляется
на 𝐾 = 2 подзапроса, входящий поток является пуассоновским с интенсивностью
𝜆 = 1, а интенсивности обслуживания на двух серверах удовлетворяют условию:
1 < 𝜇1 6 𝜇2, гарантируя, что со временем система не переполнится, т.е. число под-
запросов не устремится к бесконечности. Поведение системы описывается непре-
рывным марковским процессом 𝑋(𝑡) = {𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑡 > 0}, где 𝑥𝑘(𝑡) — число под-
запросов 𝑘-го типа, соответственно 𝑘 = 1, 2. Указанные состояния интерпретиру-
ются следующим образом: если 𝑋(𝑡) = {(𝑖, 𝑗), 𝑖, 𝑗 > 0} в некоторый момент вре-
мени 𝑡, то в системе находится 𝑖 заявок 1-го типа, т.е. 𝑆𝑇1, и 𝑗 заявок 2-го типа,
т.е. 𝑆𝑇2, а 𝑝𝑖,𝑗 — стационарная вероятность указанного состояния. Далее записы-
вается система уравнений равновесия в терминах двойной производящей функции
𝑃 (𝑧, 𝑤) =

∑︀
𝑖

∑︀
𝑗 𝑝𝑖,𝑗𝑧

𝑖𝑤𝑗 [17, 21,22]:

𝑄(𝑧, 𝑤)𝑃 (𝑧, 𝑤) = 𝑁(𝑧, 𝑤), |𝑧|, |𝑤| 6 1,

где
𝑄(𝑧, 𝑤) = 1 + 𝜇1𝜇2𝑧𝑤 − 𝜇1𝑤 − 𝜇2𝑧 − 𝑧2𝑤2,

𝑁(𝑧, 𝑤) = 𝜇2𝑧(𝑤 − 1)𝑃 (𝑧, 0) + 𝜇1𝑤(𝑧 − 1)𝑃 (0, 𝑤).

Анализ производящей функции позволяет получить выражения для 𝑃 (𝑧, 0) и
𝑃 (0, 𝑤), которые для симметричного случая 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇 равны между собой:

𝑃 (𝑧, 0) = 𝑃 (0, 𝑧) =
(𝜇− 1)3/2

𝜇(𝜇− 𝑧)1/2
. (1)

Также с помощью преобразований производящей функции в граничных точках:
𝑃 (𝑧, 0) и 𝑃 (0, 𝑤), в [17] были получены асимптотические выражения для стационар-
ных вероятностей состояний 𝑝𝑖,0 и 𝑝0,𝑗 при 𝑖 → ∞, 𝑗 → ∞ соответственно. Это ещё
раз свидетельствует о том, что данная задача требует более совершенных матема-
тических методов решения.

Используя результаты анализа в [17], среднее время отклика для fork-join систе-
мы с двумя симметричными ветвями выводится в Приложении B в [1]. Интенсив-
ность пуассоновского входящего потока имеет значение 𝜆, интенсивности обслужи-
вания на двух серверах раны 𝜇, т.е. 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇, причём 𝜆 < 𝜇, так, что нагрузка
на каждый из серверов 𝜌 = 𝜆/𝜇 меньше единицы:

𝐸 [𝑊2,max] =
[︁
𝐻2 −

𝜌

8

]︁
𝐸 [𝑊1,max] =

12 − 𝜌

8
𝐸 [𝑊1,max] ,

где 𝐻2 = 1, 5, 𝐸 [𝑊1,max] = (𝜇−𝜆)−1 — среднее время отклика для СМО 𝑀 |𝑀 |1 [22–
24].

Вывод 𝐸 [𝑊2,max] основан на наблюдении, что эта величина есть сумма времени
пребывания в системе 𝑀 |𝑀 |1, т.е. 𝑊1,max, и времени, проведённого подзапросом
в системе после обслуживания на сервере в ожидании второго, и до ухода из неё
(время синхронизации) 𝑆: 𝐸 [𝑊2,max] = 𝐸 [𝑊1,max] + 𝐸[𝑆].

Согласно формуле Литтла, 𝑁 = 2𝜆𝐸[𝑆], где 𝑁 — это среднее число подзапро-
сов, которые обслужились на приборе и ждут свою пару [22–24]. Через 𝑞𝑘 обозначим
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вероятность того, что число подзапросов во второй очереди превышает число под-
запросов в первой очереди на 𝑘. Благодаря симметрии 𝑞𝑘 = 𝑞−𝑘, 𝑘 > 1 и, таким

образом, 𝑁 = 2
∞∑︀
𝑘=1

𝑘𝑞𝑘, следовательно 𝐸[𝑆] =
1

𝜆

∞∑︀
𝑘=1

𝑘𝑞𝑘.

Из уравнений, представленных в [1], можно получить:

𝑞𝑘 =

∞∑︁
𝑖=𝑘

𝑝𝑖,0. (2)

Тогда 𝑞𝑘 = 𝑞𝑘+1 + 𝑝𝑘,0, где 𝑝𝑘,0 — это вероятность того, что в первой очереди
находится 𝑘 подзапросов, а во второй — ноль. Далее с учётом формулы (1) можем
записать:

𝑃 (𝑧, 0) = 𝑃 (0, 𝑧)
def
= 𝑃 (𝑧) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖,0𝑧
𝑖 =

(1 − 𝜌)3/2

(1 − 𝜌𝑧)1/2
. (3)

Затем подставляем в формулу для времени синхронизации выражение для 𝑞𝑘 из
(2) и меняем порядок суммирования:

𝐸[𝑆] =
1

𝜆

∞∑︁
𝑘=1

𝑘

∞∑︁
𝑖=𝑘

𝑝𝑖,0 =
1

𝜆

∞∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖,0

𝑖∑︁
𝑘=1

𝑘 =
1

𝜆

∞∑︁
𝑖=1

(𝑖+ 1)𝑖

2
𝑝𝑖,0. (4)

Потом вычисляем значения первой и второй производной при 𝑧 = 1 от выраже-
ния для производящей функции 𝑃 (𝑧, 0), полученном в (3) и от выражения, которое
записывается исходя из определения этой функции:

d𝑃 (𝑧)

d𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=1

=
1

2
𝜌 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝑝𝑖,0,
d2𝑃 (𝑧)

d𝑧2

⃒⃒⃒⃒
𝑧=1

=
3𝜌2

4(1 − 𝜌)
𝜌 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑖2𝑝𝑖,0 −
∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝑝𝑖,0.

Теперь можем подставить полученные формулы в (4):

𝐸[𝑆] =
1

2𝜆

(︃ ∞∑︁
𝑖=1

𝑖2𝑝𝑖,0 +

∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝑝𝑖,0

)︃
=

1

2𝜆

(︂
𝜌2 + 2𝜌

4(1 − 𝜌)
+
𝜌

2

)︂
=

𝜌(4 − 𝜌)

8𝜆(1 − 𝜌)
, (5)

следовательно, среднее время отклика определяется следующим выражением:

𝐸 [𝑊2,max] = 𝐸 [𝑊1,max] + 𝐸[𝑆] =
12 − 𝜌

8

1

𝜇− 𝜆
=

12 − 𝜌

8
𝐸 [𝑊1,max] .

4. Аппроксимация времени отклика
4.1. Эмпирическая формула аппроксимации

Один из способов аппроксимации времени отклика для fork-join системы с 𝐾
ветвями 𝑀 |𝑀 |1 и одинаковыми интенсивностями обслуживания на серверах был
предложен в [1]. Идея предложенного метода аппроксимации появилась из наблю-
дения за поведением времени отклика при проведении численных экспериментов.

Верхнюю границу для среднего времени отклика можно получить, сделав допу-
щение о независимости случайных величин времён пребывания подзапросов в систе-
ме, или, что тоже самое, рассмотреть СеМО, состоящую из 𝐾 независимых парал-
лельно функционирующих систем 𝑀 |𝑀 |1. Данное предположение подтверждается
приведённым в [1] доказательством того факта, что случайные величины времён
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пребывания подзапросов в системе являются положительно ассоциированными. По
определению [25] две случайные величины 𝜉 и 𝜂 являются положительно ассоции-
рованными, если 𝐸[𝑓(𝜉)𝑔(𝜂)] > 𝐸[𝑓(𝜉)]𝐸[𝑔(𝜂)], т.е. ковариация любых пар неубыва-
ющих функций 𝑓 и 𝑔 является неотрицательной, а одно из свойств положительно
ассоциированных случайных величин 𝜉1, 𝜉2, . . . 𝜉𝐾 заключается в том, что [25]

𝑃

(︂
max

16𝑖6𝐾
𝜉𝑖 > 𝑥

)︂
6 1 −

𝐾∏︁
𝑖=1

𝑃 (𝜉𝑖 < 𝑥) .

Нижняя граница для среднего времени отклика получается, если «пренебречь»
очередями (т.е. для значений 𝜌 близких к нулю): в этом случае время отклика бу-
дет являться максимумом 𝐾 независимых одинаково распределённых случайных
величин (н.о.р.с.в.) со средним 1/𝜇.

Таким образом, имеем:

𝐻𝐾(1/𝜇) 6 𝐸 [𝑊𝐾,max] 6 𝐻𝐾𝐸[𝑊 ],

где 𝐻𝐾 =
𝐾∑︀
𝑖=1

1/𝑖 — это частичная сумма гармонического ряда. Верхняя и нижняя

границы растут с одной и той же скоростью𝐻𝐾 , иными словами, для больших значе-
ний 𝐾 границы имеют порядок 𝑂(ln𝐾). Поэтому, зная значение 𝐸 [𝑊2,max] , можем
записать: 𝐸 [𝑊𝐾,max] ≈ 𝑆𝐾(𝜌)𝐸 [𝑊2,max] , где 𝑆𝐾(𝜌) — это коэффициент масштаби-
рования, растущий со скоростью 𝑂(ln𝐾). Следовательно, аппроксимация времени
отклика может быть представлена в следующем виде: 𝑆𝐾 = 𝛼(𝜌)+𝛽(𝜌)𝐻𝐾 . Посколь-
ку по определению 𝑆2(𝜌) = 1, то, подставив это значение в предыдущее выражение,
получим, что 𝛽(𝜌) = (1 − 𝛼(𝜌))/𝐻2, таким образом,

𝑆𝐾(𝜌) = 𝛼(𝜌) +
1 − 𝛼(𝜌)

𝐻2
𝐻𝐾 , 𝐾 > 2.

Посредством имитационного моделирования в [1] определяется значение 𝛼(𝜌) ≈
4𝜌/11. Окончательно имеем

𝐸 [𝑊𝐾,max] ≈
[︂
𝐻𝐾

𝐻2
+

4

11

(︂
1 − 𝐻𝐾

𝐻2

)︂
𝜌

]︂
12 − 𝜌

8

1

𝜇− 𝜆
, 𝐾 6 2. (6)

Полученное приближение, исходя из численного анализа, проведённого автора-
ми, имеет погрешность аппроксимации, не превышающую 5% для значений 2 6 𝐾 6
32.

В статье [26] исследуется аналогичная fork-join система с 𝐾 ветвями 𝑀 |𝑀 |1.
Полученная аппроксимация является средним арифметическим верхней и нижней
оценок. В качестве верхней оценки используется видоизменённое выражение для
верхней оценки из вышеупомянутой работы [1]. Нижняя оценка получается при ана-
лизе эквивалентной величины времени отклика, но для системы с непараллельной
организацией очереди [27]. Итак,

1

𝜇

(︃
𝐻𝐾 + 𝜌

𝐾∑︁
𝑘=1

1

𝑘(𝑘 − 𝜌)

)︃
6 𝐸 [𝑊𝐾,max] 6

𝐻𝐾

𝜇

(︂
1 +

𝜌

1 − 𝜌

)︂
=

=
1

𝜇

(︃
𝐻𝐾 + 𝜌

𝐾∑︁
𝑘=1

1

𝑘(1 − 𝜌)

)︃
.
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Далее вычисляется среднее арифметическое полученных оценок, в результате
чего имеем:

𝐸 [𝑊𝐾,max] ≈ 1

𝜇

[︃
𝐻𝐾 +

𝜌

2(1 − 𝜌)

(︃
𝐾∑︁
𝑘=1

1

𝑘 − 𝜌
+ (1 − 2𝜌)

𝐾∑︁
𝑘=1

1

𝑘(𝑘 − 𝜌)

)︃]︃
. (7)

4.2. Интерполяция с помощью предельных значений загрузки системы

В [28] предложен другой метод аппроксимации времени отклика — комбинация
методов интерполяции высокой и слабой входных нагрузок (heavy and light traffic
interpolation approximations). Указанные техники в отличие от описанного выше ме-
тода не используют результаты имитационного моделирования, однако их примене-
ние может быть расширено и до анализа fork-join систем не только с экспоненци-
альным временем обслуживания или c пуассоновским входящим потоком.

Для рассматриваемой задачи найти решение в аналитическом виде очень за-
труднительно, однако возможно получить асимптотические формулы для искомых
характеристик. Интерполяция слабой загрузкой системы является результатом её
работы в режиме слабой нагрузки, т.е. когда интенсивность входящего потока 𝜆
очень мала. В этом случае целесообразно обратиться к разложению в ряд Тэйлора
характеристик производительности системы (в частности, функции распределения
времени отклика — как функции от 𝜆 — в окрестности нуля), с помощью которого
можно определить неизвестные величины в представлении исследуемой функции в
виде полинома от 𝜆 порядка 𝑛. Рассматриваются только полиномы нулевой и первой
степени. Если же говорить об интерполяции с помощью высокой загрузки, то для
fork-join системы речь идёт об анализе такого режима, в котором значение 𝜆 очень
близко к значению 𝜇. Ключевым параметром при интерполяции с помощью метода
высокой нагрузки является параметр 𝛽, два крайних значения которого интерпре-
тируются как два предельных случая: если 𝛽 = 0, то это означает, что входящий
поток является детерминированным, если 𝛽 = 1, то время обслуживания — детерми-
нированное, а ветви fork-join системы являются 𝐾 независимыми 𝐷|𝐺𝐼|1 и 𝐺𝐼|𝐷|1
СМО, соответственно.

Таким образом, благодаря исследованию поведения функции времени отклика в
граничных значениях загрузки системы удаётся, в отличие от метода, описанного
в [1], не прибегая к численным экспериментам для определения констант в интер-
поляционной формуле, определить их точные выражения в замкнутой форме.

Для случая fork-join системы с 𝐾 ветвями 𝑀 |𝑀 |1 аппроксимация времени от-
клика имеет вид:

𝐸 [𝑊𝐾,max] ≈
[︂
𝐻𝐾 + (𝑉𝐾 −𝐻𝐾)

𝜆

𝜇

]︂
1

𝜇− 𝜆
, 0 6 𝜇, 𝐾 > 2, (8)

где

𝑉𝐾 =

𝐾∑︁
𝑖=1

(︂
𝐾

𝑖

)︂
(−1)𝑖−1

𝑖∑︁
𝑚=1

(︂
𝑖

𝑚

)︂
(𝑚− 1)!

𝑖𝑚+1
.

В случае распределения Эрланга второго порядка для входящего потока с функ-
цией распределения 𝐴(𝑥) = 1 − (1 + 2𝜆𝑥)𝑒−2𝜆𝑥, 𝑥 > 0 и для времени обслуживания
с функцией распределения 𝐵(𝑥) = 1 − (1 + 2𝜇𝑥)𝑒−2𝜇𝑥, 𝑥 > 0:

𝐸 [𝑊𝐾,max] ≈
[︂
𝐹𝐾 +

(︂
𝑉𝐾
2

− 𝐹𝐾

)︂
𝜆

𝜇

]︂
1

𝜇− 𝜆
, 0 6 𝜆 < 𝜇, 𝐾 = 2, 3, . . . , (9)
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где

𝐹𝐾 ≡ 1

𝜇

𝐾∑︁
𝑟=1

(︂
𝐾

𝑟

)︂
(−1)𝑟−1

𝑟∑︁
𝑚=0

(︂
𝑟

𝑚

)︂
𝑚!

2𝑟𝑚+1
, 𝐾 = 2, 3, . . .

Также в работе [28] для того, чтобы получить оценку среднего времени отклика
в случаях с другими распределениями для входящего потока и времени обслужи-
вания, метод интерполяции высокой нагрузки был модифицирован, и анализирова-
лись три значения ключевой константы 𝛽 = 0, 1/2, 1, что привело к квадратичной
интерполяции, благодаря которой, в сочетании с методом низкой нагрузки, были по-
лучены формулы аппроксимации среднего времени отклика для следующих немар-
ковских случаев:

– распределение Эрланга второго порядка для входящего потока с функцией рас-
пределения 𝐴(𝑥) = 1 − (1 + 2𝜆𝑥)𝑒−2𝜆𝑥, 𝑥 > 0 и экспоненциальное время обслу-
живания с функцией распределения 𝐵(𝑥) = 1 − 𝑒−𝜇𝑥, 𝑥 > 0:

𝐸 [𝑊𝐾,max] ≈
[︂
𝐻𝐾 +

(︂
2

3
𝑉𝐾 − 5

6
𝐻𝐾 − 1

12

)︂
𝜆

𝜇

]︂
1

𝜇− 𝜆
, 0 6 𝜆 < 𝜇, 𝐾 = 2, 3, . . . ;

– пуассоновский входящий поток с функцией распределения 𝐴(𝑥) = 1 − 𝑒−𝜆𝑥,
𝑥 > 0 и распределение Эрланга второго порядка времени обслуживания с функ-
цией распределения 𝐵(𝑥) = 1 − (1 + 2𝜇𝑥)𝑒−2𝜇𝑥, 𝑥 > 0:

𝐸 [𝑊𝐾,max] ≈
[︂
𝐹𝐾 +

(︂
1

6
− 𝐻𝐾

12
+

2

3
𝑉𝐾 − 𝐹𝐾

)︂
𝜆

𝜇

]︂
1

𝜇− 𝜆
, 0 6 𝜆 < 𝜇, 𝐾 = 2, 3, . . . ,

а также для гиперэкспоненциального входящего потока и экспоненциального вре-
мени обслуживания, пуассоновского входящего потока и гиперэкспоненциального
времени обслуживания, формулы для которых в силу их громоздкости приводить
не будем.

5. Заключение

В статье рассмотрены особенности построения систем массового обслуживания
с расщеплением запросов. Представлен метод точного анализа среднего времени
отклика (𝐾 = 2), а также его аппроксимации. Во второй части работы будут рас-
смотрены другие подходы к приближенному анализу времени отклика: матрично-
геометрический метод, анализ с помощью порядковых статистик для различных
типов распределения времени пребывания подзапросов в системе.
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This paper is the first in a series of two articles devoted to the review of “fork-join” (in
the western classification) queuing systems or systems with the splitting of incoming queries.
This system is a natural model for many other real systems. The article describes the fork-join
queueing model construction and main characteristics of this model. Special attention is paid to
methods of analysis of the response time of the system. Since the exact expression for the mean
response time is known only for the case of two servers, the article gives a detailed description
of the approach to obtaining an accurate expression of this characteristic. For the case when
the number of servers is more than two, approximations of the mean response time are obtained
by different methods, which is explained by the complexity of the studies due to the existing
dependence between the queues of subqueries due to common arrival moments. The paper
presents several methods of approximate analysis: various variants of empirical approximation,
i.e. methods that refine the obtained characteristics by using the results of simulation modeling;
interpolation methods using system load limit values in cases when the incoming flow and service
time distributions are not exponential.
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The multidimensional models of the population dynamics are considered in the paper. These
models are the generalizations of the Lotka–Volterra model in case of interaction of the finite
number of populations. The deterministic description of the models is given by the systems
of the ordinary nonlinear differential equations presented in the paper in the form of the
multidimensional vector differential equations. The qualitative properties of the specified models
are sufficiently well studied by means of Lyapunov methods. However, the probabilistic factors
influencing on the behavior of models are not taken into account at the deterministic description
of models. The new approaches to the modeling and stability analysis are of theoretical and
applied interest in the nondeterministic case.

In this paper, the methods for design of multidimensional nondeterministic models of
interaction of populations are considered. The first method is connected with the transition
from the vector nonlinear ordinary differential equation to the corresponding vector differential
inclusions, fuzzy and stochastic differential equations. On the basis of the reduction principle,
which makes it possible to reduce the problem of the stability of solutions of a differential
inclusion to the problem of stability of solutions of other types of equations, stability conditions
for the constructed models are obtained. The second method is connected with the technique of
design of the self-consistent stochastic models. The scheme of interaction is received on the basis
of this technique. This scheme includes a symbolical record of possible interactions between the
system elements. The structure of the multidimensional stochastic Lotka–Volterra models is
described, and the transition to the corresponding Fokker–Planck vector equations is carried
out by means of the system state operators and the system state change operator. The rules for
the transition to the multidimensional stochastic differential equation in the Langevin form are
formulated. The execution of the numerical experiment with the application of the developed
program complex for solving the systems of the stochastic differential equations is possible for
the models which are the concretizations of the studied general models. The described approach
to the modeling of the stochastic systems can be applied in the problems of comparing of the
qualitative properties of the models in deterministic and stochastic cases. The obtained results
are aimed at the development of the methods for the analysis of nondeterministic nonlinear
models.

Key words and phrases: model of population dynamics, stability, differential
inclusions, stochastic model, principle of the reduction
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1. Introduction

The stability research of the models of the population dynamics is an important
problem. Some directions of the solution of the specified problem are presented in the
works [1–7]. The questions of existence and stability of the solutions of the models
described by the differential equations of various types were considered in [8–12] and in
other works.

Lyapunov functions method is one of the widely used methods of the stability
research [10,11]. The stability of the solutions of classical and generalized models of the
population dynamics by Lyapunov function method was considered in [1]. The systemic
approach is described in [2,6–9] which allows us to consider properties of stability of the
models described by the differential equations of various types from the unified point of
view. The specified approach is based on the transition from the deterministic description
of the model to stochastic description and on the principle of reduction of the stability
problem of solutions of differential inclusion to the stability problem of other types of
the equations. The approach allows us to study the stability properties of solutions of
differential inclusions, the fuzzy and stochastic differential equations from the unified
point of view.

In this work we consider a nonlinear multidimensional model of the dynamics of the
populations interaction. The determined description of model is given by system of the
ordinary nonlinear differential equations. The transition from the specified model to the
corresponding nondeterministic models given by means of finite-dimensional differential
inclusions, the fuzzy and stochastic differential equations is performed. The stability
analysis is performed on the basis of the reduction principle in this work.

It is known [5, 13–15] that in the deterministic description of the model the
probabilistic factors affecting the behavior of the model are not taken into account. In
this connection, an important problem is construction and study of adequate stochastic
models, as well as a comparative analysis of the properties of deterministic and
corresponding stochastic models.

The technique of design of the self-consistent stochastic models [14] allows us to
take into account stochastics in the structure of the model without adding additive
stochastic terms. In this work the structure of the multidimensional stochastic Lotka–
Volterra models is described, and the transition to the corresponding Fokker–Planck
vector equations is carried out by means of the system state operators and the system
state change operator. The rules for the transition to the multidimensional stochastic
differential equation in the Langevin form are formulated. It is shown that the
used approach to construct multidimensional stochastic models can find application
in problems of comparing the qualitative properties of the generalized Lotka–Volterra
models.

2. Deterministic Models

We consider the model described by the system of differential equations of the form [1,
3]:

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖

⎛⎝𝑎𝑖 − 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑥𝑗

⎞⎠ , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1)

where 𝑥𝑖 is density of 𝑖-th population in moment 𝑡, 𝑥𝑖 = d𝑥𝑖/d𝑡, 𝑎𝑖 and 𝑝𝑖𝑖 are growth
coefficients of 𝑖-th population in the absence of others, constants 𝑝𝑖𝑗 at 𝑖 ̸= 𝑗 characterize
the influence of interaction between populations on the rate of growth, 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗),
𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, is interaction matrix.

The model (1) is the classical Lotka–Volterra model for the 𝑛-dimensional case.
This model describes the dynamics of the biological community under the following
conditions:
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1) the relative growth rate of each population does not depend on the intrapopulation
structure;

2) this rate depends linearly on the number of populations in the community. These
conditions, characteristic of the Lotka–Volterra equation, represent a simplified
hypothesis about the nature of the interactions between populations in the community.
This hypothesis, known as the principle of pair interactions, suggests the additivity

of each population contribution to the relative growth rate, which is reasonably well
founded biologically. However, the linear nature of this contribution is much worse in
the processes occurring in biological communities, and can be taken into account in
approximating the equilibrium state in some neighborhood [1]. In this connection, the
study of the model (1) can be considered as an important stage preceding the study of
the models that are generalizations of the model (1).

A generalization of the model (1) is a model of the following form:

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖

⎛⎝𝑎𝑖 − 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑓𝑗(𝑥𝑗)

⎞⎠ , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (2)

where 𝑓𝑖(𝑅
1 → 𝑅1) ∈ 𝐶1, 𝑓𝑖(0) = 0,

𝜕𝑓𝑖(𝑥𝑖)

𝜕𝑥𝑖
> 0 with 𝑥𝑖 > 0.

The stability conditions for solutions of the model (1), (2) on the basis of the Lyapunov
functions method are obtained in [1]. The stability conditions on the basis of the divergent
method are obtained in [3] for indicated models. The transition is possible from the
deterministic model (1), (2) to different types of the corresponding nondeterministic
models.

3. Design of Nondeterministic 𝑛-dimensional Lotka–Volterra
Models and Stability Analysis Based on the Reduction Principle

The nonlinear model (1) is presented in the form of the vector equation

𝑥̇ = 𝑓(𝑥), (3)

where 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑓(𝑥) = (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛) = (𝑥1(𝑎1 − 𝑝11𝑥1 − . . .− 𝑝1𝑛𝑥𝑛), . . . ,
𝑥𝑛(𝑎𝑛 − 𝑝𝑛1𝑥1 − . . .− 𝑝𝑛𝑛𝑥𝑛)), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛+, 𝑅𝑛+ — 𝑛-fold Cartesian product of the set 𝑅+

on itself, 𝑅+ = [0,∞), 𝑓 : 𝑅𝑛+ → 𝑅𝑛+.
For the model (3) the coefficients 𝑎𝑖 and 𝑝𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, can take different

values from the corresponding intervals [𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 ] and [𝛾𝑖𝑗1 , 𝛾𝑖𝑗2 ] taking into account
the ecological meaning accordingly. The transition from the model (3) to the finite-
dimensional differential inclusion is the following

𝑥̇1 ∈ 𝑥1 (𝑎1 − 𝑝11𝑥1 − . . .− 𝑝1𝑛𝑥𝑛) , . . . , 𝑥̇𝑛 ∈ 𝑥𝑛 (𝑎𝑛 − 𝑝𝑛1𝑥1 − . . .− 𝑝𝑛𝑛𝑥𝑛) . (4)

The model (4) in the vector form is presented as follows:

𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑥), (5)

where

𝐹 (𝑥) = {𝑓(𝑥)|𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖, 𝑝𝑖𝑗 ∈ 𝐶𝑖𝑗} , 𝐴𝑖 ::= [𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 ] , 𝐶𝑖𝑗 ::= [𝛾𝑖𝑗1 , 𝛾𝑖𝑗2 ] , 𝐹 : 𝑅𝑛+ → 2𝑅
𝑛
+ .

The introduced sets 𝐴𝑖 and 𝐶𝑖𝑗 define the sets of values of the corresponding
parameters 𝑎𝑖 and 𝑝𝑖𝑗 .
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Subsets {𝐴𝑖}𝛼 = {𝑎𝑖|𝜇𝐴𝑖(𝑎𝑖) > 𝛼} and {𝐶𝑖𝑗}𝛼 = {𝑝𝑖𝑗 |𝜇𝐶𝑖𝑗 (𝑝𝑖𝑗) > 𝛼} represent
the narrower sets that we obtain when we take into account the additional conditions
𝛼 ∈ (0, 𝑙], that affect the interaction of the components and, consequently, the stability of
the model (3). Then equation (3) can be replaced by a fuzzy finite-dimensional differential
equation

𝑥̇ = 𝐹 (𝑥), (6)

where 𝐹 : 𝑍𝑛+ → 𝑃 (𝑅𝑛+), 𝑃 (𝑅𝑛+) is the set of all fuzzy subsets of 𝑅𝑛+.
The differential inclusion corresponding to the equation (6) has the form 𝜙̇ ∈ 𝐹𝛼(𝜙),

where 𝛼 ∈ (0, 1], 𝐹𝛼(𝜙) = {𝑓(𝜙(𝑡))|𝑎𝑖 ∈ {𝐴𝑖}𝛼, 𝑝𝑖𝑗 ∈ {𝐶𝑖𝑗}𝛼}.
The following stability conditions of the differential inclusion (5) and the fuzzy

equation (6) we formulate by means of the principle of reduction [7, 8] and by means
of the transition from model (1) to models (5) and (6):
1) if there is a Lyapunov function 𝑉 for the closed set 𝑀 ⊂ 𝑅𝑛+ regarding the

inclusion (5), such that the inequality 𝐷+𝑉 (𝑥) 6 0 ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀, 𝑟) is satisfied, where
𝐷+𝑉 (𝑥) = sup𝐷𝑉 (𝑥) is upper derivative of Lyapunov function, set 𝐵(𝑀, 𝑟) is 𝑟-
neighborhood of the set 𝑀 , then the set 𝑀 is stable in small regarding this inclusion;

2) if the inequality 𝐷+𝑉 (𝑥) 6 −𝑤(𝑒(𝑥,𝑀)) ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀, 𝑟) is satisfied, where function
𝑤 : 𝐵(𝑀, 𝑟) → 𝑅 is the continuous and positive function in 𝑅𝑛+ ∖𝑀 , then the set 𝑀
is asymptotically stable in small regarding the inclusion (5);

3) if there is a Lyapunov function 𝑉 regarding the equation (6) for the closed set
𝑀 ⊂ 𝑃 (𝑅𝑛+), where 𝑃 (𝑅𝑛+) is the set of all fuzzy subsets of 𝑅𝑛+, such that the
inequality 𝐷+𝑉𝛼(𝑥) 6 0 ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀𝛼, 𝑟) is satisfied at 𝛼 ∈ (0, 1], then the set 𝑀
𝛼-stable regarding this equation;

4) if the inequality 𝐷+𝑉𝛼(𝑥) 6 −𝑤𝛼(𝑒(𝑥,𝑀𝛼)) ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀𝛼, 𝑟) is satisfied, where
𝑤𝛼 : (0, 𝑟) → 𝑅 is the continuous and positive function, then the set 𝑀 is 𝛼-
asymptotically stable regarding the equation (6).
In this work we consider the generalization of the model (3) to the stochastic case,

namely, the transition is carried out from the equation (3) to the corresponding stochastic
differential equation

𝑥̇ = 𝑆(𝑥), (7)

where 𝑆(𝑥) is the stochastic function. By means of the principle of reduction we formulate
the stability conditions of the fuzzy equation (6) and the stochastic equations (7).

It is shown that if the trivial solution of a fuzzy equation (6) is 𝛼-stable
(asymptotically 𝛼-stable) for every 𝛼 ∈ (0, 1], then the trivial solution of the
corresponding stochastic equation (7) is stable on probability (asymptotically stable
on probability). In addition, the conditions of almost surely stability and stability on
average we give by the aid of the principle of reduction. The comparative analysis of the
qualitative properties of the deterministic and stochastic models is given on the basis of
the obtained sufficient stability conditions.

System (2) is represented as a nonlinear vector equation

𝑥̇ = 𝑔(𝑥),

where

𝑔(𝑥) = (𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛) = (𝑥1(𝑎1 − 𝑝11𝑓1(𝑥1) − . . .− 𝑝1𝑛𝑓𝑛(𝑥𝑛)), . . .

. . . , 𝑥𝑛(𝑎𝑛 − 𝑝𝑛1𝑓1(𝑥1) − . . .− 𝑝𝑛𝑛𝑓𝑛(𝑥𝑛))),

𝑔 : 𝑅𝑛+ → 𝑅𝑛+.

We consider the transition from this vector equation to the nondeterministic models
described by differential inclusion, fuzzy and stochastic differential equations. This
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transition is similar to the transition from the vector equation (3) to the models (5)–(7).
The stability conditions of the indicated differential inclusion, fuzzy differential equation
and stochastic differential equation are obtained using the reduction principle.

4. Design of the Self-Consistent 𝑛-dimensional Lotka–Volterra
Stochastic Models

The synthesis of some models of population dynamics on the basis of the method of
construction of self-consistent stochastic models [14] is implemented in [5,6]. According to
the main idea of the method it is possible for the system under consideration to describe
the scheme of interaction in the form of symbolic representation of all possible interaction
between the system elements. The operators of the system state and the operator of
change of the system state are used for this purpose. Then we give the intensities of
transitions and master equation, for which we can obtain an approximate Fokker–Planck
equation by the aids of formal series expansion. It is not difficult to transit from the
Fokker–Planck equation to the equivalent stochastic differential equation in Langevin
form:

d𝑥(𝑡) = 𝑎(𝑡, 𝑥(𝑡))d𝑡+ 𝑏(𝑡, 𝑥(𝑡))d𝑊, (8)

where 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 is the vector of the system state, 𝑎(𝑡, 𝑥(𝑡)) is the vector of demolition,
𝑏(𝑡, 𝑥(𝑡)) is the diffusion matrix. In addition, in equation (8) 𝑊 ∈ 𝑅𝑛 is the standard
𝑛-dimensional Wiener process.

In practice, the stochastic differential equation can be written immediately after the
representation of the interaction scheme. It is connected with the fact that for the
obtained coefficients of the Fokker–Planck equation it is necessary to know only the
intensities of transitions and operators of state changes.

We present the scheme of interaction elements for the system (1) in the form:

𝑋𝑖
𝑝𝑖0−−→ 2𝑋𝑖,

𝑋𝑖 +𝑋𝑗
𝑝𝑖𝑗−−→ 𝑋𝑗 ,

(9)

where 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Thus, the scheme (9) describes the system of 𝑛 species in which
individuals can interact 𝑛(𝑛+ 1) various ways.

The first row of the scheme of interaction corresponds to natural reproduction
𝑖-th species in the absence of other factors. The second row corresponds to intraspecific
competition at 𝑖 = 𝑗, corresponds to interspecific competition at 𝑖 ̸= 𝑗.

The operator of state change is presented in the form:

𝑅 = {𝑅𝑙𝑘, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛},

where

𝑅𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(0, . . . ,

𝑖-th⏞ ⏟ 
1 , . . . , 0), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 0,

(0, . . . , −1⏟ ⏞ 
𝑖-th

, . . . , 0), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

The state of the system can be described by means of vector 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). The
following relations are given for intensities of transitions from the state 𝑥 to the state
𝑥+𝑅 in the unit of the time:

𝑠𝑙,𝑘(𝑥) = 𝑝𝑙𝑘𝑥𝑙𝑥𝑘,

where 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛, and let 𝑥𝑘 = 1 if 𝑘 = 0.
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Let us present Fokker–Planck equation corresponding to the model in the form:

𝜕𝑡𝑃 (𝑥, 𝑡) = −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑥𝑖 [𝐴𝑖(𝑥)𝑃 (𝑥, 𝑡)] +
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 [𝐵𝑖𝑗(𝑥)𝑃 (𝑥, 𝑡)] ,

where

𝐴𝑖(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑅𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗(𝑥) = 𝑝𝑖0𝑥𝑖 −
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 ,

𝐵𝑖𝑗(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑅𝑖𝑗 (𝑅𝑖𝑗)
𝑇
𝑠𝑖𝑗(𝑥) = 𝑝𝑖0𝑥𝑖 +

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 , and 𝐵𝑖𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗.

We have the following relations for the coefficients of stochastic equation (8) and
coefficients of Fokker–Planck equation:

𝑎(𝑥) = 𝐴(𝑥),

𝑏(𝑥) = 𝐵(𝑥)𝐵(𝑥)𝑇 .

The obtaining of analytical solution for the constructed self-consistent stochastic
Lotka–Volterra model is difficult, however, for special cases of the general 𝑛-dimensional
model, it is possible to conduct a numerical experiment using the developed software
package for the solution systems of stochastic differential equations [16, 17]. In the
future, it is planned to conduct a numerical analysis to obtain numerical solutions for
the obtained models, as well as to reveal the influence of stochastics on the behavior of
the system.

The investigation of the obtained stochastic differential equation in Langevin form
allows us to study the influence of stochastics on the behavior of the considered system.
This approach to the construction and analysis of nonlinear models can serve to the
solving of problems aimed at the comparative analysis of deterministic and stochastic
models.

Note that the technique of design of the self-consistent stochastic models can be
applied to the system (2), but for this it is necessary to specify the form of the functions
𝑓𝑗(𝑥𝑗) taking into account the physical sense. In the problems of constructing of self-
consistent stochastic models that generalize models (1) and (2), the consideration of
two-dimensional, three-dimensional and four-dimensional models is of prime interest,
and it becomes necessary to compare stability properties in deterministic and stochastic
cases.

5. Conclusions

The principle of reduction allowed us to obtain the conditions of stability of the
multidimensional model of the population dynamics with the transition to the differential
inclusion, fuzzy and stochastic differential equations. The specified transition takes into
account the changing parameters of the model and allows us to perform a comparative
analysis of the properties of the models based on the principle of reduction. The stability
conditions can be used to study the population dynamics models. The application of self-
consistent stochastic models construction method for Lotka–Volterra multidimensional
systems allows us to estimate the impact of the introduction of stochastics onto the
behavior of these systems.The obtained results are aimed at further development of
methods of design and stability analysis of stochastic models.
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Рассмотрены многомерные модели популяционной динамики, являющиеся обобщениями
модели Лотки–Вольтерра на случай взаимодействия конечного числа популяций. Детерми-
нистическое описание моделей даётся системами обыкновенных нелинейных дифференци-
альных уравнений, представленными в работе в виде многомерных векторных дифферен-
циальных уравнений. Качественные свойства указанных моделей достаточно хорошо изу-
чены с помощью методов Ляпунова. Однако при детерминистическом описании моделей не
учитываются вероятностные факторы, влияющие на поведение моделей. В недетермини-
стическом случае новые подходы к моделированию и анализу устойчивости представляют
теоретический и прикладной интерес.

В настоящей работе рассмотрены способы построения многомерных недетерминирован-
ных моделей взаимодействия популяций. Первый способ связан с переходом от вектор-
ного нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения к соответствующим век-
торным дифференциальным включениям, нечётким и стохастическим дифференциальным
уравнениям. На основе принципа редукции, позволяющего свести задачу об устойчивости
решений дифференциального включения к задаче об устойчивости решений других типов
уравнений, получены условия устойчивости для построенных моделей. Второй способ свя-
зан с методикой построения самосогласованных стохастических моделей. На основе этой
методики получена схема взаимодействия, которая включает в себя символическую запись
возможных взаимодействий между элементами системы. С помощью операторов состоя-
ния системы и оператора изменения состояния системы описана структура многомерных
стохастических моделей Лотки–Вольтерра, и осуществлён переход к соответствующим век-
торным уравнениям Фоккера–Планка. Сформулированы правила перехода к многомерно-
му стохастическому дифференциальному уравнению в форме Ланжевена. Для моделей,
являющихся конкретизациями изучаемых общих моделей, возможно проведение числен-
ного эксперимента с применением разработанного программного комплекса для решения
систем стохастических дифференциальных уравнений. Описанный подход к моделирова-
нию стохастических систем может найти применение в задачах сравнения качественных
свойств моделей в детерминированном и стохастическом случаях. Полученные результаты
направлены на развитие методов анализа недетерминированных нелинейных моделей.

Ключевые слова: модель популяционной динамики, устойчивость,
дифференциальные включения, стохастическая модель, принцип редукции
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IVC Calculation Problem for Josephson Junction Stacks.
On Asymptotic Construction near the Breakpoint

S. I. Serdyukova

Laboratory of Information Technologies
Joint Institute for Nuclear Research

6 Joliot-Curie str., Dubna, Moscow region, 141980, Russian Federation

Solving the system of 𝑛 essentially nonlinear differential equations for different 𝐼 we obtain the
current-voltage characteristics (IVC) for a system of 𝑛 Josephson junctions (JJ) as a hysteresis
loop. When the current 𝐼 approaches on the back way the breakpoint 𝐼𝑏 the voltage 𝑉 (𝐼)
falls sharply to zero. In addition, in numerical modelling (non-periodic boundary conditions
(NPBC)) IVC multiple branching is observed near 𝐼𝑏. It is interesting to study this phenomenon
analytically developing asymptotic methods. There had been developed simple “asymptotic”
formulas suitable for calculation of all IVC points except near to 𝐼𝑏. A numerical-analytical
method allowing to shorten IVC calculation time essentially was proposed. This method showed
good results in IVC multiple branching calculation in particular. All calculations were performed
using the REDUCE system. We succeeded first to calculate analytically all points of IVC. An
approximate solution at the breakpoint region (periodic boundary conditions (PBC)) has been
developed using the Bogolyubov–Krylov method.

Key words and phrases: Josephson junctions, superconduction, high temperature,
current-voltage characteristics, breakpoint, multiple branching, cross–scheme of the second or-
der accuracy, asymptotic formulas developing, the Levinson method, the Bogolyubov-Krylov
method, the REDUCE system

1. Introduction

The definition of the singular points of the current voltage characteristics together
with the estimation of the width of their influence region provide adequate input for
physical experiments aiming at studying the finite JJ stacks [1–3].

The mathematical problem of IVC calculation for the stack of 𝑛 Josephson junction [4]
asks for the solution of the following essentially nonlinear system:

𝜙𝑙 =

𝑛∑︁
𝑙′=1

𝐴𝑙,𝑙′(𝐼 − sin(𝜙𝑙′) − 𝛽𝜙̇𝑙′), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. (1)

Here 𝜙̇𝑙 is derivative of 𝜙𝑙 of 𝑡, 𝑡 ⊂ [0, 𝑇max].
Solving the Cauchy problem for different 𝐼: 𝐼 = 𝐼0 + 𝑘∆𝐼 6 𝐼max (right way) and

𝐼 = 𝐼max − 𝑘∆𝐼 we obtain IVC of 𝑛 Josephson junctions as hysteresis loop. The points
(𝐼, 𝑉 (𝐼)), with 𝐼 corresponding to the right way, form the right branch of the loop. And
the points (𝐼, 𝑉 (𝐼)), with 𝐼 corresponding to the back way, form the back branch of the
loop. 𝑉 (𝐼) is the total voltage of the stack.

For 𝐼 = 𝐼0 the system (1) is solved with zero initial data. For each next 𝐼 : 𝐼 = 𝐼𝑘+1,
found 𝜙𝑙(𝐼𝑘, 𝑇max), 𝜙̇𝑙(𝐼𝑘, 𝑇max) are used as initial data.

The coefficients 𝐴𝑙,𝑙′ of the system (1) are elements of the matrix 𝐴. In the case of
PBC 𝐴 is symmetric square matrix of order 𝑛:

Received 25th July, 2017.
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 2𝛼 −𝛼 0 . . . 0 −𝛼
−𝛼 1 + 2𝛼 −𝛼 0 . . . 0

0 −𝛼 1 + 2𝛼 −𝛼 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 −𝛼 1 + 2𝛼 −𝛼
−𝛼 0 . . . 0 −𝛼 1 + 2𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2)

And in the case of NPBC 𝐴 is symmetric square tridiagonal matrix of order 𝑛:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝛼(1 + 𝛾) −𝛼 0 . . . 0 0

−𝛼 1 + 2𝛼 −𝛼 0 . . . 0

0 −𝛼 1 + 2𝛼 −𝛼 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 −𝛼 1 + 2𝛼 −𝛼
0 0 . . . 0 −𝛼 1 + 𝛼(1 + 𝛾)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3)

The dynamics of phase differences 𝜑𝑙(𝑡) had been simulated [4] by solving the equation
system (1) using the fourth order Runge–Kutta method. The aim was to shorten the
time of IVC calculation, and it was achieved. First the number of the system equations
was reduced to one in the case of PBC and halved in the case of NPBC. The longtime
“asymptotics” formulas were developed. The mixed numerical–analytical method was
suggested: all points of IVC are calculated using the asymptotics except points of the
little arc of the back branch of the loop calculated numerically [5]. And Fig. 5 shows
that the Runge–Kutta method of the fourth order accuracy can be replaced by the
simplest explicit cross–scheme of the second order accuracy. This shortens the time of
IVC calculation complimentarily.

2. On Long-Time “Asymptotics” Construction

In the case of PBC IVC calculation for a stack of 𝑛 intrinsic Josephson junctions is
reduced to solving a unique equation [5]

𝜂(𝑡) = −𝛽𝜂̇(𝑡) − sin(𝜂(𝑡)) + 𝐼.

Solving this equation with given initial data 𝜂(0) = 𝑑1, 𝜂̇(0) = 𝑑2 is equivalent to
solving the following integral equation

𝜂(𝑡) = 𝜉1 +
(𝜉2 − 𝜔)

𝛽
(1 − 𝑒−𝛽𝑡) + 𝜔𝑡− 1

𝛽

𝑡∫︁
0

(1 − 𝑒−𝛽(𝑡−𝑠)) sin(𝜂(𝑠))d𝑠. (4)

The simple iteration method starting from zero gives on the second step

𝜂2 = 𝜔𝑡+𝐴+ 𝜗+
sin(𝜔𝑡+𝐴+ arctg(𝛽/𝜔))

𝜔
√︀
𝛽2 + 𝜔2

+𝑂(𝜔−3 + 𝑒−𝛽𝑡), (5)

where 𝜔 = 𝐼/𝛽, 𝐴 = 𝑑1 + (𝑑2 − 𝜔)/𝛽, 𝜗 = − cos(𝐴)/(𝜔𝛽).
And the total voltage of the stack of 𝑛 Josephson junctions is calculated as

𝑉 (𝐼, 𝑛) = 𝑛
𝜂(𝐼, 𝑇max) − 𝜂(𝐼, 𝑇min)

𝑇max − 𝑇min
.
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In Fig. 1, Fig. 2, Fig. 3 the solid curve is the IVC back branch calculated using the
Runge–Kutta method. In Fig. 1 the pictures of the back way of the hysteresis loop for 9
Josephson junctions are shown. The circles refer to “asymptotic” (using (5)) calculations
respectively. Here we put 𝑇min = 50, 𝑇max = 1000, 𝛼 = 𝛽 = 0.2, ∆𝐼 = 0.05, the step in
the Runge–Kutta method ℎ = 0.1.

Figure 1. IVC back branch, 𝑛 = 9. PBC.
The circles were calculated using (5)

Figure 2. IVC back branch, 𝑛 = 9. PBC.
The circles refer to he mixed

numerical–analytical calculation

In Fig. 2 the circles refer to calculation performed by the following mixed analytical–
numerical method. The right branch of the hysteresis loop and the back branch on
the interval 0.4 < 𝐼 < 1.45 were computed using (5). The rest ones were computed
numerically. The REDUCE system [6] was used in all calculations performed.

We proved [7] that in the case of NPBC with 𝛾 = 1 the problem of hysteresis loop
calculation reduces to solving the following system of 𝑛𝑠 integral equations:

𝜓2𝑙−1 = 𝜔2𝑙−1𝑡+ 𝜉1(2𝑙 − 1) +
𝜉2(2𝑙 − 1) − 𝜔2𝑙−1

𝛽𝜆2𝑙−1
(1 − exp(−𝛽𝜆2𝑙−1𝑡)) −

− 1

𝛽

𝑡∫︁
0

(1 − exp (−𝛽𝜆2𝑙−1(𝑡− 𝑠)))

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑑𝑚,2𝑙−1 sin(𝜙𝑚)d𝑠, (6)

where

𝜙𝑚 =
𝑛𝑠∑︁
𝑘=1

𝑑𝑚,2𝑘−1𝜓2𝑘−1, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛𝑠

and 𝜔2𝑙−1 = 𝑆2𝑙−1𝐼/𝛽. 𝜆𝑙 are eigenvalues of 𝐴 matrix, the corresponding eigenvectors

are 𝐸𝑙 = [𝑑1,𝑙, . . . , 𝑑𝑛,𝑙]
*, 𝑆𝑙 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑑𝑘,𝑙. And 𝑛𝑠 is integer part of
𝑛+ 1

2
, 𝑛𝑠 =

𝑛+ 1

2
.

The system (6) was solved using simple iterations starting at zero. The results
obtained on the second step are regarded as long-time “asymptotics” of the system (6)
solution.

We constructed “asymptotics” following to [8]. In the introduction N. Levinson
declared: “A method is given for showing that formal “approximate solutions” of non-
linear differential equations are in fact the leading terms in an asymptotic representation
of actual solutions”.

The Fig. 3, Fig. 4 confirm this declaration. At the same time these pictures show
efficiency of the suggested mixed numerical–analytical method. This time ∆𝐼 = 0.001.
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Fig. 3 refers to numerical calculation: all points of IVC were calculated using the Runge–
Kutta method. Fig. 4 refers to calculation performed by the mixed numerical–analytical
method: the right branch of IVC and the part of the back branch (1.45 > 𝐼 > 0.4) were
calculated analytically (using the long-time “asymptotics” of (6) system solution). The
rest points (0.4 > 𝐼 > 0.2) were calculated numerically using the Runge–Kutta method.

Figure 3. Multiple branching of IVC
back branch, 𝑛 = 8. NPBC. All points of

IVC were calculated using the
Runge–Kutta method

Figure 4. Multiple branching of IVC
back branch, 𝑛 = 8. NPBC. All points of

IVC were calculated using
“asymptotics” formulas except points of
the interval on the picture calculated

using the Runge–Kutta method

Figure 5. Multiple branching of IVC
back branch, 𝑛 = 8. NPBC. All points of

IVC were calculated using
“asymptotics” formulas except points of
the interval on the picture calculated
using simplest cross–scheme of the

second order accuracy

Figure 6. IVC back branch, 𝑛 = 9. PBC.
In difference with Fig. 1 two circles

(𝐼 = 0.3, 𝐼 = 0.25) were calculated by (7),
obtained by Bogolyubov–Krylov

method

The Fig. 5 is similar to Fig. 4, but here the simplest explicit cross–scheme of the
second order accuracy instead of the fourth order accuracy Runge–Kutta method was
used. Remark that in both cases ∆𝑡 = 0.1 was chosen.
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3. The Bogolyubov–Krylov Method Employment

For studying multiple branching in current-voltage characteristics analytically we
dream to prolong “asymptotics” till 𝜔 = 1, 𝐼 = 0.2. This moment we succeeded only
to calculate analytically the whole hysteresis loop in the case of PBC. We developed
approximate solution for the equation

𝜂(𝑡) = −𝛽𝜂̇(𝑡) − sin(𝜂(𝑡)) + 𝐼

with given initial data 𝜂(0) = 𝑑1, 𝜂̇(0) = 𝑑2, in the case of small 𝛽, 𝐼, using the
Bogolyubov–Krylov method [9]. We consider 𝛽 = 0.2, 0.2 < 𝐼 < 0.4. Let 𝜂0 = arcsin(𝐼),
𝐼 = sin(𝜂0),

sin(𝜂) − 𝐼 = cos(𝜂0)(𝜂 − 𝜂0) − sin(𝜂0)

2
(𝜂 − 𝜂0)2 − cos(𝜂0)

6
(𝜂 − 𝜂0)3 + . . . .

New variable 𝜙 = 𝜂 − 𝜂0 satisfying equation

𝜙 = −𝛽𝜙̇− cos(𝜂0)𝜙+
sin(𝜂0)

2
𝜙2 +

cos(𝜂0)

6
𝜙3,

which can be rewritten as

𝜙+ 𝛽𝜙̇+ 𝜔2

(︂
𝜙− 𝜙3

6
− tg(𝜂0)

𝜙2

2

)︂
= 0, 𝜙+ 𝜔2𝜙 = 𝛽𝑓(𝜙, 𝜙̇),

𝜔2 = cos(𝜂0) = (1 − 𝐼2)1/4. This equation has solution 𝜙 = 𝑎 cos(𝜓), 𝜙̇ = −𝑎𝜔 sin(𝜓),
𝜓 = 𝜔𝑡+ 𝜗, where 𝑎 and 𝜓 are determined by the first approximation equations

d𝑎

d𝑡
= −𝛽

2
𝑎,

d𝜓

d𝑡
= 𝜔

(︂
1 − 𝑎2

16

)︂
.

Following step by step to [9], we obtain

𝑎 = 𝑎0 exp(−𝛽𝑡/2), 𝜓 = 𝜔(𝑡+
𝑎20

16𝛽
(exp(−𝛽𝑡) − 1) + 𝜗,

𝜂 = 𝜂0 + 𝑎0 exp(−𝛽𝑡/2) cos

(︂
𝜔

(︂
𝑡+

𝑎20(exp(−𝛽𝑡) − 1)

16𝛽

)︂
+ 𝜗

)︂
, (7)

𝑎0 and 𝜗 are determined by given initial data:

𝑑1 = 𝜂0 + 𝑎0 cos(𝜗), 𝑑2 = −𝑎0𝛽/2 − 𝑎0𝜔(1 − 𝑎20/16) sin(𝜗). (8)

Let 𝑥 = 𝑎0 cos(𝜗), 𝑦 = 𝑎0 sin(𝜗), 𝑎20 = 𝑥2 + 𝑦2, the first equation of (5) gives 𝑥 =
𝑑1 − 𝜂0, and 𝑦 is determined of the third order polynomial equation

𝑑2 + 𝛽(𝑑1 − 𝜂0)/2 + 𝜔𝑦(1 − ((𝑑1 − 𝜂0)2 + 𝑦2)/16) = 0.

This equation has at least one real root. When 𝑥, 𝑦 are found, 𝑎0 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 and

𝜗 = arcsin(𝑦/𝑎0). By such a way we could correct Fig. 1. In Fig. 6 the back branches of
the hysteresis loop for the case of PBC are presented.

The solid curve is the same as in Fig. 1. The circles on the solid curve were
found analytically using mixed analytical method: all points of the hysteresis loop were
calculated using (5) — except two points (𝐼 = 0.3, 0.25) calculated using (7).
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Вычисление ВАХ для систем джозефсоновских переходов.
О построении асимптотики вблизи точки излома

С. И. Сердюкова

Лаборатория информационных технологий
Объединённый институт ядерных исследований

ул. Жолио-Кюри, д. 6, Дубна, Московская область, Россия, 141980

Решая систему 𝑛 существенно нелинейных дифференциальных уравнений, мы получаем
вольт-амперную характеристику (ВАХ) для системы 𝑛 джозефсоновских переходов (JJ)
в виде петли гистерезиса. На обратном пути при подходе к точке излома 𝐼𝑏 напряжение
𝑉 (𝐼) резко спадает к нулю. Кроме того, при численном моделировании (случай неперио-
дических граничных условий) ВАХ в окрестности точки излома наблюдается множествен-
ное ветвление ВАХ вблизи точки 𝐼𝑏. Интересно исследовать это явление аналитически,
развивая асимптотические методы. Удалось построить простые «асимптотические» фор-
мулы, пригодные для вычисления всех точек ВАХ, кроме близких к 𝐼𝑏. Был предложен
численно аналитический метод, позволивший существенно сократить время вычисления
ВАХ. Этот метод показал хорошие результаты в частности при вычислении множествен-
ных ветвлений ВАХ. Система REDUCE использовалась во всех проведённых расчётах.
Впервые удалось вычислить аналитически все точки петли гистерезиса. Приближенное ре-
шение в окрестности точки излома (случай периодических граничных условий) построено
по методу Боголюбова–Крылова.

Ключевые слова: джозефсоновские переходы, сверхпроводимость, высокие
температуры, вольт-амперные характеристики, точка излома, множественные ветвления,
схема-крест второго порядка точности, вывод асимптотических формул, метод Левинсона,
метод Боголюбова–Крылова, система REDUCE
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Космологические модели с вращением типа VIII по Бьянки

с источниками-жидкостями
Д. М. Янишевский

Кафедра высшей математики
Пермский государственный национальный исследовательский университет (ПГНИУ)

ул. Букирева, д. 15, г. Пермь, Россия, 614990

В рамках общей теории относительности построены космологические модели с расшире-
нием и вращением с метрикой типа VIII по Бьянки в присутствии в первом случае поля
излучения, а во втором — идеальной жидкости с пылевидным уравнением состояния. Вра-
щающаяся тёмная энергия моделируется анизотропной идеальной жидкостью. Рассмотре-
ны статические и динамические космологические режимы, при этом уравнения состояния
материальных параметров в первом случае вводятся отчасти как исходные данные для
анизотропной жидкости, а во втором — для идеальной изотропной жидкости, моделиру-
ющей барионную материю. Методом анализа замкнутых времениподобных линий полу-
чены ограничения, которые требуется наложить на параметры метрики, обеспечивающие
причинность. Выяснены условия, при которых изначально анизотропная тёмная энергия
энергетически доминирует, а также когда имеет место осциллирующий космологический
режим. Показано, что модели при рассмотрении расширения от планковских масштабов до
современного размера наблюдаемой Вселенной дают удовлетворительную величину поряд-
ка угловой скорости её вращения. Полученные решения могут быть применены к изучению
эффектов, имеющих место в современную эпоху, а также во время инфляционной стадии.

Ключевые слова: космологическое расширение, пылевидное уравнение состоя-
ния, анизотропия Вселенной, ускоренное расширение, метрика VIII типа Бьянки

1. Введение
Обращение к анизотропной космологии обусловлено наблюдательными факта-

ми [1–3]. В нынешнюю эпоху Вселенная расширяется с ускорением, причиной кото-
рого является, скорее всего, тёмная энергия. В работах [4–6] авторами были получе-
ны результаты для метрики рассматриваемого типа, но с другими материальными
источниками, а в работах [7,8] — в других метриках. В данной работе в рамках об-
щей теории относительности построена космологическая модель с расширением и
вращением с метрикой типа VIII по Бьянки вида

d𝑠2 = 𝜂𝛼𝛽𝜗
𝛼𝜗𝛽, (1)

где 𝜂𝛼𝛽 — элементы лоренцевой матрицы, 𝛼, 𝛽 = {0, 1, 2, 3}, 𝜗𝛼 — ортонормирован-
ные 1-формы, выражающиеся через масштабный фактор 𝑅 следующим образом:

𝜗0 = d𝑡−𝑅𝜈𝐴𝑒
𝐴, 𝜗𝐴 = d𝑡−𝑅𝐾𝐴𝑒

𝐴,

при этом 𝜈𝐴 = {0, 0, 𝑑}, 𝐴 = {1, 2, 3}.
Базисные 1-формы 𝑒𝐴 имеют следующий вид:

𝑒1 = ch(𝑦) cos(𝑧)d𝑥− sin(𝑧)d𝑦, 𝑒2 = ch(𝑦) sin(𝑧)d𝑥+ cos(𝑧)d𝑦, 𝑒3 = sh(𝑦)d𝑥+ d𝑧. (2)

Статья поступила в редакцию 27 апреля 2017 г.
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Источниками гравитации являются анизотропная жидкость, чистое излучение,
а также идеальная изотропная жидкость. Для метрики (1) ищется космологическое
решение уравнений Эйнштейна

𝑅𝛼𝛽 − 1

2
𝜂𝛼𝛽𝑅 = 𝑇𝛼𝛽. (3)

2. Космологическая модель с анизотропной жидкостью и
чистым излучением

Возьмём параметры метрики 𝐾𝐴 в самом общем виде 𝐾𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, при этом
тензор энергии-импульса анизотропной жидкости в тетрадном представлении имеет
вид

𝑇
(1)
𝑖𝑘 = (𝑝+ 𝜌)𝑢𝑖𝑢𝑘 + (𝜎 − 𝑝)𝜒𝑖𝜒𝑘 + (𝜋 − 𝑝)𝜉𝑖𝜉𝑘 − 𝑝𝜂𝑖𝑘, (4)

где векторы анизотропии 𝜒 = {0, 0, 1, 0}, 𝜉 = {0, 0, 0, 1} и 𝑢𝑖 = 𝛿𝑖0 — 4-скорость
сопутствующей анизотропной жидкости.

Тензор энергии-импульса чистого излучения

𝑇
(2)
𝛼𝛽 = 𝑤𝑘𝛼𝑘𝛽 (𝑤 > 0), (5)

причём тетрадные компоненты волнового вектора излучения 𝑘𝛼 = {𝑘0, 0, 0, 𝑘3}, т. е.
𝑘0 = 𝑘3. Результирующий тензор энергии-импульса даётся формулой

𝑇𝛼𝛽 = 𝑇
(1)
𝛼𝛽 + 𝑇

(2)
𝛼𝛽 . (6)

В итоге из (3) для метрики (1) получим систему уравнений

−(𝑎4 + 2𝑎2(−𝑏2 + 𝑐2) + (𝑏2 + 𝑐2)2 − 3𝑐2𝑑2 + 4𝑎2𝑏2
(︀
(𝑑2 − 3𝑐2)𝑅̇2 + 2𝑑2𝑅̈𝑅)

)︀
4𝑎2𝑏2𝑐2𝑅2

=

= 𝜌+ 𝑤𝑘20, (7)

3𝑎4 + 2𝑎2(−𝑏2 + 𝑐2) − (𝑏2 + 𝑐2)2 + 𝑐2𝑑2 − 4𝑎2𝑏2(𝑐2 − 𝑑2)(𝑅̇2 + 2𝑅̈𝑅)

4𝑎2𝑏2𝑐2𝑅2
= 𝑝, (8)

−(𝑎4 − 3𝑏4 − 2𝑏2𝑐2 + 𝑐4 + 2𝑎2(𝑏2 + 𝑐2) − 𝑐2𝑑2 + 4𝑎2𝑏2
(︀
(𝑐2 − 𝑑2)(𝑅̇2 + 2𝑅̈𝑅)

)︀
4𝑎2𝑏2𝑐2𝑅2

= 𝜎, (9)

−(𝑎4 + 𝑏4 − 2𝑏2𝑐2 − 3𝑐4 − 2𝑎2(𝑏2 + 𝑐2) + 𝑐2𝑑2 + 4𝑎2𝑏2
(︀
(𝑐2 − 3𝑑2)𝑅̇2 + 2𝑐2𝑅̈𝑅)

)︀
4𝑎2𝑏2𝑐2𝑅2

=

= 𝜋 + 𝑤𝑘20, (10)

𝑑(𝑐2/𝑎2𝑏2 + 4𝑅̇2 − 4𝑅̈𝑅)

2𝑐𝑅2
= 𝑤𝑘20, (11)

𝑑(𝑎2 − 𝑏2)𝑅̇

𝑎𝑏𝑐2𝑅2
= 0. (12)

Последнее уравнение из системы (7)–(12) открывает два возможных космологи-
ческих сценария: статический, если масштабный фактор не зависит от времени, и
динамический, когда 𝑎 = 𝑏.
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2.1. Статическое решение с излучением

Если d𝑅/d𝑡 = 0, т. е. 𝑅 = const, то из системы уравнений (9)–(12) следует, что
материальные параметры равны следующим значениям:

𝜌 =
−𝑎4 + 2𝑎2𝑏2 − 2𝑐2(𝑎2 + 𝑏2) − 𝑏4 − 𝑐4 − 2𝑐3𝑑+ 3𝑐2𝑑2

4𝑎2𝑏2𝑐2𝑅2
, (13)

𝑝 =
3𝑎4 + 2𝑎2(𝑐2 − 𝑏2) − (𝑏2 + 𝑐2)2 + 𝑐2𝑑2

4𝑎2𝑏2𝑐2𝑅2
, (14)

𝜎 =
−𝑎4 + 3𝑏4 − 𝑐4 + 2𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑑2 − 2𝑎2(𝑏2 + 𝑐2)

4𝑎2𝑏2𝑐2𝑅2
, (15)

𝜋 =
−𝑎4 + 2𝑎2𝑏2 + 2𝑐2(𝑎2 + 𝑏2) − 𝑏4 + 3𝑐4 − 2𝑐3𝑑− 𝑐2𝑑2

4𝑎2𝑏2𝑐2𝑅2
, (16)

𝑤𝑘20 =
𝑐𝑑

2𝑎2𝑏2𝑅2
. (17)

Данное решение можно использовать для исследования космологических эффек-
тов, обусловленных только вращением Вселенной.

2.2. Нестатическое решение

Если 𝑎 = 𝑏, то из системы уравнений (9)–(12) следует, что 𝜎 = 𝑝, а также

𝜌 =
−𝑐2(4𝑎2 + 𝑐2 + 2𝑐𝑑− 3𝑑2) + 4𝑎4(3𝑐2 − 2𝑐𝑑− 𝑑2)𝑅̇2 + 8𝑎4(𝑐− 𝑑)𝑑𝑅𝑅̈

4𝑎4𝑐2𝑅2
, (18)

𝜋 + 𝜌 =
(𝑐− 𝑑)2

(︀
𝑐2 + 4𝑎4(𝑅̇2 −𝑅𝑅̈)

)︀
2𝑎4𝑐2𝑅2

, (19)

𝑝+ 𝜌 =
−𝑐
(︀
2𝑎2 + (𝑐− 𝑑)(𝑐+ 2𝑑)

)︀
+ 4𝑎4(𝑐− 𝑑)(𝑅̇2 −𝑅𝑅̈)

2𝑎4𝑐𝑅2
. (20)

Для нас представляют интерес модели с вращением и ускорением, поэтому рас-
смотрим нашу жидкость в качестве вакуумоподобной среды вдоль одной оси. В
случае такого уравнения состояния 𝑝 = −𝜌 получается следующее уравнение:

𝑅̇2 −𝑅𝑅̈ = 𝐿, (21)

где 𝐿 = 𝑐(2𝑎2+(𝑐−𝑑)(𝑐+2𝑑))/4(𝑐−𝑑)𝑎4. Оно имеет следующие возможные решения:

𝑅 = 𝑅0 sh(𝐻𝑡), 𝑅0 =
√
𝐿/𝐻, если 𝐿 > 0,

𝑅 = 𝑅0 ch(𝐻𝑡), 𝑅0 =
√
−𝐿/𝐻, если 𝐿 < 0,

𝑅 = 𝑅0𝑒
𝐻𝑡, если 𝐿 = 0.

Постоянная интегрирования 𝐻 характеризует темп раздувания. При 𝐿 > 0 по-
лучается следующий вид эволюции параметров материи:

𝜌 =
−𝑐2(4𝑎2 + 𝑐2 + 2𝑐𝑑− 3𝑑2) + 4𝑎4(3𝑐2 − 2𝑐𝑑− 𝑑2)𝐻2𝑅2

0 ch2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

+
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+
8𝑎4(𝑐− 𝑑)𝑑𝐻2𝑅2

0 sh2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

, (22)

𝑝 =
𝑐2(4𝑎2 + 𝑐2 + 2𝑐𝑑− 3𝑑2) − 4𝑎4(3𝑐2 − 2𝑐𝑑− 𝑑2)𝐻2𝑅2

0 ch2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

−

− 8𝑎4(𝑐− 𝑑)𝑑𝐻2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

, (23)

𝑘20 =
𝑑(𝑐2 + 4𝑎4𝐻2𝑅2

0)

2𝑤𝑐𝑎4𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

, (24)

𝜋 =
𝑐2(4𝑎2 + 3𝑐2 − 2𝑐𝑑− 𝑑2) − 4𝑎4(𝑐2 + 2𝑐𝑑− 3𝑑2)𝐻2𝑅2

0 ch2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

+

+
8𝑎4(𝑑− 𝑐)𝑐𝐻2𝑅2

0 sh2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

. (25)

Чтобы плотность энергии была положительной, требуется выполнение усло-
вия 𝑐2 > 𝑑2. Легко убедиться, что при 𝑡 → ∞: 𝜌 → 3(𝑐2 − 𝑑2)𝐻2/𝑐2, 𝑘0 → 0,
𝑝 → 3(𝑐2 − 𝑑2)𝐻2/𝑐2, 𝜋 → 3(𝑑2 − 𝑐2)𝐻2/𝑐2, т. е. на больших временах анизотропная
жидкость энергетически доминирует, а её давление асимптотически изотропизиру-
ется. В случае 𝐿 6 0 имеет место такое же асимптотическое поведение материи.

Также рамках использования уравнения состояния 𝑝 = −𝜌 при 𝐿 > 0 имеет
место особое решение 𝑅 =

√
𝐿𝑡, тогда эволюция материальных параметров даётся

следующими соотношениями:

𝜌 =
−𝑐2(4𝑎2 + 𝑐2 + 2𝑐𝑑− 3𝑑2) + 4𝑎4(3𝑐2 − 2𝑐𝑑− 𝑑2)𝐿

4𝑎4𝑐2𝐿𝑡2
, (26)

𝑝 =
𝑐2(4𝑎2 + 𝑐2 + 2𝑐𝑑− 3𝑑2) − 4𝑎4(3𝑐2 − 2𝑐𝑑− 𝑑2)𝐿

4𝑎4𝑐2𝐿𝑡2
, (27)

𝑘20 =
𝑑(𝑐2 + 4𝑎4𝐿)

2𝑤𝑐𝑎4𝐿𝑡2
, (28)

𝜋 =
𝑐2(4𝑎2 + 3𝑐2 − 2𝑐𝑑− 𝑑2) − 4𝑎4(𝑐2 + 2𝑐𝑑− 3𝑑2)𝐿

4𝑎4𝑐2𝐿𝑡2
. (29)

В случае уравнения состояния 𝜋 = −𝜌 из (18)–(20) получается следующее урав-
нение:

𝑅𝑅̈− 𝑅̇2 = 𝑐2/4𝑎4. (30)

Его общее решение 𝑅 = 𝑀𝑒𝐻𝑡 + 𝑐2𝑒−𝐻𝑡/(16𝑀𝐻2𝑎4) выбором константы инте-
грирования 𝑀 = 𝑐/4𝐻𝑎2 = 𝑅0/2 приводится к виду 𝑅 = 𝑅0 ch(𝐻𝑡), т. е. является
несингулярным независимо от коэффициентов метрики. Его асимптотическое по-
ведение аналогично случаю, охватываемому уравнениями (26)–(29), т. е. и в этом
случае положительность плотности энергии обеспечивается условием 𝑐2 > 𝑑2, а дав-
ления 𝑝 и 𝜋 стремятся к общему пределу.

Определим, является ли модель с метрикой, определяемой условиями (1)–(2),
причинной, методом, предложенным в работе [9]. Для этого предположим существо-
вание замкнутых времениподобных кривых, тогда на каждой из которых найдётся
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точка, удовлетворяющая условию d𝑡/d𝑆 = 0, тогда как 𝑉 𝜇𝑉𝜇 > 0 в силу време-
ниподобности. Чтобы удовлетворить этим двум условиям, квадратичная форма из
компонент касательного вектора, с матрицей коэффициентов из пространственных
компонент метрического тензора, должна быть положительно определена. Матрица
формы имеет вид:⎛⎝−(1/2)

(︀
𝑎2 − 𝑐2 + 𝑑2 + (𝑎2 + 𝑐2 − 𝑑2) ch(2𝑦)

)︀
𝑅2 0 (𝑑2 − 𝑐2)𝑅2 sh(𝑦)

0 −𝑎2𝑅2 0

(𝑑2 − 𝑐2)𝑅2 sh(𝑦) 0 (𝑑2 − 𝑐2)𝑅2

⎞⎠ .

Вид этой матрицы, в силу условия 𝑐2 − 𝑑2 > 0 при выполнении неравенства
𝑎2 > 𝑐2 − 𝑑2 таков, что с помощью критерия Сильвестра легко убедиться в неполо-
жительной определённости соответствующей квадратичной формы. Таким образом,
мы пришли к противоречию с гипотезой о существовании замкнутых времениподоб-
ных линий, следовательно, рассмотренные в работе динамические модели являются
причинными.

3. Космологическая модель с изотропной и анизотропной
жидкостями

В данном случае источниками гравитации являются анизотропная жидкость, ко-
торая описывает вращающуюся тёмную энергию, и идеальная жидкость с уравнени-
ем состояния пыли, описывающая барионную материю. Коэффициенты 𝐾𝐴 метри-
ки (1) взяты в виде 𝐾𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑏}. Тензор энергии-импульса анизотропной жидкости
в тетрадном представлении имеет вид

𝑇
(1)
𝑖𝑘 = (𝑝+ 𝜌)𝑢𝑖𝑢𝑘 + (𝜋 − 𝑝)𝜉𝑖𝜉𝑘 − 𝑝𝜂𝑖𝑘, (31)

где 𝑝, 𝜋 — давления анизотропной жидкости в трёх направлениях, определяемых
тетрадой, 𝜌 — плотность энергии идеальной жидкости, 𝜉 = {0, 0, 0, 1} — вектор
анизотропии, 𝑢𝑖𝛿𝑖0 — 4-скорость сопутствующей анизотропной жидкости.

Тензор энергии-импульса идеальной пылевидной жидкости имеет вид:

𝑇
(2)
𝑖𝑘 = 𝜇𝑣𝑖𝑣𝑘, (32)

где, соответственно, 𝑣 = {𝑣0, 0, 0, 𝑣3} и 𝜇 — 4-скорость и плотность идеальной изо-
тропной жидкости.

В итоге тензор энергии-импульса имеет вид

𝑇𝑖𝑘 = 𝑇
(1)
𝑖𝑘 + 𝑇

(2)
𝑖𝑘 = (𝑝+ 𝜌)𝑢𝑖𝑢𝑘 + (𝜋 − 𝑝)𝜉𝑖𝜉𝑘 − 𝑝𝜂𝑖𝑘 + 𝜇𝑣𝑖𝑣𝑘. (33)

Из (3) для метрики (1) получим систему уравнений Эйнштейна:

𝑐2(3𝑑2 − 𝑐2 − 4𝑎2) + 4𝑎4(3𝑐2 − 𝑑2)𝑅̇2 − 8𝑎4𝑑2𝑅𝑅̈

4𝑎4𝑐2𝑅2
= 𝜇𝑣20 + 𝜌, (34)

(𝑑2 − 𝑐2)(𝑐2 + 4𝑎4(𝑅̇2 + 2𝑅𝑅̈))

4𝑎4𝑐2𝑅2
= 𝑝, (35)

𝑐2(4𝑎2 + 3𝑐2 − 𝑑2) + 4𝑎4(3𝑑2 − 𝑐2)𝑅̇2 − 8𝑎4𝑐2𝑅𝑅̈

4𝑎4𝑐2𝑅2
= 𝜋 + 𝜇𝑣23, (36)

𝑑
(︀
𝑐2 + 4𝑎4(𝑅̇2 −𝑅𝑅̈)

)︀
2𝑎4𝑐𝑅2

= 𝜇𝑣0𝑣3. (37)
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3.1. Нестатические решения

В данном случае число неизвестных превышает число уравнений. Избавляемся
от этой проблемы наложением следующих условий:

𝑣0 = 𝑆𝑣3, 𝑆 > 1, 𝜌 = 𝑘/𝑎2𝑅2, 𝑘 > 0. (38)

Из системы уравнений (34)–(37) при условиях (38) следует следующее уравнение
для определения масштабного фактора:

2𝑑(𝑐𝑆 − 𝑑)𝑅𝑅̈+ (3𝑐2 − 𝑑2 − 2𝑐𝑑𝑆)𝑅̇2 = 𝑐2(4𝑎2(1 + 𝑘) + 2𝑐𝑑𝑆 + 𝑐2 − 3𝑑2)/4𝑎4. (39)

Если 𝑐𝑆 = 𝑑, то найдутся такие 𝑐 и 𝑑, что решение уравнения (39) даётся соот-
ношением

𝑅 = 𝑅0𝑡, (40)
где

𝑅0 = 𝑐

√︃
4𝑎2(1 + 𝑘) + 2𝑐𝑑𝑆 + 𝑐2 − 3𝑑2

(3𝑐2 − 𝑑2 − 2𝑐𝑑𝑆)4𝑎4
. (41)

Эволюция параметров материи даётся условием (39) и следующими уравнения-
ми:

𝑝 =
(𝑑2 − 𝑐2)(𝑐2 + 4𝑎4𝑅2

0)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0𝑡

2
, (42)

𝑣3 = const, (43)

𝜇 =
𝑑(𝑐2 + 4𝑎4𝑅2

0)

2𝑆𝑣23𝑎
4𝑐𝑅2

0𝑡
2
, (44)

𝜋 =
4𝑎4(3𝑑2𝑆 − 𝑐2𝑆 − 2𝑐𝑑)𝑅2

0 + 𝑐2(2𝑐𝑑+ 𝑑2𝑆 − 4𝑎2𝑆 − 3𝑐2𝑆)4𝑎

4𝑎4𝑐2𝑅2
0𝑡

2
. (45)

Рассмотрим ситуацию, когда вместо условия (38) выполняется 𝜇 = 𝛼/𝑅2, 𝛼 > 0.
В этом случае вместо (34)–(37) следует, что

𝑅̇2 −𝑅𝑅̈ = 𝐿, (46)

𝐿 =
𝛼𝑐𝑆𝑣23

2𝑑
− 𝑐2

4𝑎4
. (47)

Решение уравнения (47) даётся интегралом
∫︀

d𝑅/
√
𝐿+𝐷𝑅2 =

∫︀
d𝑡, где 𝐷 —

постоянная. Рассмотрим, как меняется решение уравнения (47) в зависимости от
знаков 𝐷 и 𝐿. Отметим, что 𝐿 и 𝐷 не могут быть одновременно отрицательными.

Если 𝐿 > 0, 𝐷 > 0, то 𝑅 = 𝑅0 sh(𝐻𝑡), где 𝐻 =
√
𝐷, 𝑅0 =

√︀
𝐿/𝐷.

𝜌 =
𝑐2(3𝑑2 − 4𝑎2 − 𝑐2 − 2𝑐𝑑𝑆) + 4𝑎4(3𝑐2 − 𝑑2 − 2𝑐𝐷𝑆)𝐻2𝑅2

0 ch2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

+

+
8𝑎4(𝑐𝑆 − 𝑑)𝑑𝐻2𝑅2

0 sh2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

, (48)

𝑝 =
(𝑑2 − 𝑐2)(𝑐2 + 4𝑎4𝑅2

0𝐻
2
(︀
ch2(𝐻𝑡) + 2 sh2(𝐻𝑡)

)︀
4𝑎4𝑐2𝑅2

0 sh2(𝐻𝑡)
, (49)
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𝜋 =
𝑐2(−2𝑐𝑑+ 4𝑎2𝑆 + 3𝑐2𝑆 − 𝑑2𝑆) + 4𝑎4(3𝑑2𝑆 − 𝑐2𝑆 − 2𝑐𝑑)𝐻2𝑅2

0 ch2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑆𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

+

+
8𝑎4(𝑑− 𝑐𝑆)𝑑𝐻2𝑅2

0 sh2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

(50)

при 𝑡→ ∞ 𝜌→ 3(𝑐2−𝑑2)𝐻2/𝑐2, 𝑘0 → 0, 𝑝→ 3(𝑑2− 𝑐2)𝐻2/𝑐2, 𝜋 → 3(𝑑2− 𝑐2)𝐻2/𝑐2,
𝜇 → 0, т. е. анизотропная жидкость в рассматриваемом случае вакуумоподобна и
асимптотически изотропизируется.

Если же 𝐿 < 0, 𝐷 > 0, то 𝑅 = 𝑅0 ch(𝐻𝑡), где 𝐻 =
√
𝐷, 𝑅0 =

√︀
−𝐿/𝐷.

𝜌 =
𝑐2(3𝑑2 − 4𝑎2 − 𝑐2 − 2𝑐𝑑𝑆) + 4𝑎4(3𝑐2 − 𝑑2 − 2𝑐𝐷𝑆)𝐻2𝑅2

0 sh2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 ch2(𝐻𝑡)

+

+
8𝑎4(𝑐𝑆 − 𝑑)𝑑𝐻2𝑅2

0 ch2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 ch2(𝐻𝑡)

, (51)

𝑝 =
(𝑑2 − 𝑐2)(𝑐2 + 4𝑎4𝑅2

0𝐻
2
(︀
sh2(𝐻𝑡) + 2 ch2(𝐻𝑡)

)︀
4𝑎4𝑐2𝑅2

0 ch2(𝐻𝑡)
, (52)

𝜋 =
4𝑎4(3𝑑2𝑆 − 𝑐2𝑆 − 2𝑐𝑑)𝐻2𝑅2

0 sh2(𝐻𝑡) + 8𝑎4𝑐(𝑑− 𝑐𝑆)𝐻2𝑅2
0 ch2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

+

+
𝑐2(−2𝑐𝑑+ 4𝑎2𝑆 + 3𝑐2𝑆 − 𝑑2𝑆)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sh2(𝐻𝑡)

. (53)

Асимптотическое поведение плотностей и давлений останется таким же, как и в
предыдущем случае, стоит лишь отметить, что именно эта модель позволяет кор-
ректно моделировать предельный переход в силу соотношения (47).

Если 𝐿 = 0, 𝐷 > 0, то 𝑅 = 𝑅0𝑒
𝐻𝑡, где 𝐻 =

√
𝐷. В данном случае для парамет-

ров материи также выполняются соотношения, аналогичные (51)–(53) при замене
гиперболических функций экспонентой.

В случае 𝐿 > 0, 𝐷 < 0 𝑅 = 𝑅0 sin(𝐻𝑡), где 𝐻 =
√
−𝐷, 𝑅0 =

√︀
−𝐿/𝐷. При этом

𝜌 =
𝑐2(3𝑑2 − 4𝑎2 − 𝑐2 − 2𝑐𝑑𝑆) + 4𝑎4(3𝑐2 − 𝑑2 − 2𝑐𝐷𝑆)𝐻2𝑅2

0 cos2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sin2(𝐻𝑡)

−

− 8𝑎4(𝑐𝑆 − 𝑑)𝑑𝐻2𝑅2
0 sin2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sin2(𝐻𝑡)

, (54)

𝑝 =
(𝑑2 − 𝑐2)(𝑐2 + 4𝑎4𝑅2

0𝐻
2
(︀
1 − 3 sin2(𝐻𝑡)

)︀
4𝑎4𝑐2𝑅2

0 sin2(𝐻𝑡)
, (55)

𝜋 =
𝑐2(−2𝑐𝑑+ 4𝑎2𝑆 + 3𝑐2𝑆 − 𝑑2𝑆) + 4𝑎4(3𝑑2𝑆 − 𝑐2𝑆 − 2𝑐𝑑)𝐻2𝑅2

0 cos2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sin2(𝐻𝑡)

−

− 8𝑎4𝑐(𝑑− 𝑐𝑆)𝐻2𝑅2
0 sin2(𝐻𝑡)

4𝑎4𝑐2𝑅2
0 sin2(𝐻𝑡)

, (56)
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𝜇 =
𝛼

𝑅2
0 sin2(𝐻𝑡)

, (57)

т. е. эта космологическая модель является осциллирующей.
Качественное рассмотрение первой стадии инфляции при расширении Вселенной

от планковского масштаба до современного размера наблюдаемой Вселенной 1028см,
как и в работе [10], даёт в настоящее время угловую скорость вращения, равную по
порядку 10−11 рад/год, что совпадает с оценками [11, 12]. Параметры тёмной энер-
гии — расширение 𝜗, ускорение 𝐴 и параметр вращения 𝜔 — даются следующими
формулами:

𝜗 = 3𝑅̇/𝑅, (58)

𝐴 = 𝑅̇/𝑐𝑅, (59)

𝜔 = 𝑑/2𝑎2𝑅. (60)

Помимо ситуаций, рассмотренных выше, возможен ещё и случай особого решения
при условии 𝐿 > 0, с точностью до значения 𝑅0 описывающийся формулой (40).
Эволюция плотностей и давлений такой модели имеет вид, аналогичный (42)–(45).

3.2. Статическое решение

Наконец, отметим особое решение уравнения (46), соответствующее ситуации
𝐿 = 0, а именно 𝑅 = const. Для данного статического решения имеют место следу-
ющие значения плотностей и давлений, обладающие физическим смыслом при всех
𝑑 /∈ [(𝑐𝑆 −

√︀
𝑐2(𝑆2 + 3) + 4𝑎2)/3; (𝑐𝑆 +

√︀
𝑐2(𝑆2 + 3) + 4𝑎2)/3]:

𝜌 =
3𝑑2 − 4𝑎2 − 𝑐2 − 2𝑐𝑑𝑆

4𝑎4𝑅2
, (61)

𝑝 =
(𝑑2 − 𝑐2)

4𝑎4𝑅2
, (62)

𝜋 =
−2𝑐𝑑+ 4𝑎2𝑆 + 3𝑐2𝑆 − 𝑑2𝑆

4𝑎4𝑆𝑅2
, (63)

𝜇 =
𝛼

𝑅2
. (64)

Во всех случаях данная статическая модель является причинной, если 𝑎2 > 𝑐2−𝑑2
при условии |𝑐| > |𝑑|.

4. Заключение
В рассмотренных космологических моделях с двумя типами источников найде-

ны стационарные и нестационарные решения. Обнаружены условия, при которых
модели причинны, а также становятся асимптотически изотропными. Модели пред-
сказывают согласующийся с экспериментами порядок угловой скорости вращения
Вселенной в современную эпоху.
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Rotating Cosmological Bianchi Type VIII Models
with Fluid Sources

D. M. Yanishevskiy

Department of Higher Mathematics
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15, Bukireva St., Perm, 614990, Russian Federation

Within the general theory of relativity the Bianchi type VIII cosmological models with rotation
and expansion have been built. The first case includes a field of radiation, the second one —
a perfect fluid with dust-like equation of state. Perfect anisotropic fluid imitates the rotating
dark energy. Static and dynamic cosmological modes have been observed, at the same time
the equations of state are partly postulated in the first case for the anisotropic fluid and in
the second case — for the perfect isotropic fluid, that imitates baryon matter. The analysis
of absence of closed time-like curves has been done, so the models have been proved to be
casual when the metric parameters satisfy the found conditions. Also the conditions, when the
anisotropic fluid’s equation of state becomes vacuum-like, the energy of the fluid dominates
and it becomes asymptotically isotropic, have been cleared out. Specialities of the oscillating
mode have been observed. The order of present angular velocity value, calculated within the
cosmological models, has been found to be quite satisfactory when expanding from the Plank
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scale to the present size of observed part of the Universe. The found solutions may be used for
effects taking place nowadays and also during the inflationary stage.

Key words and phrases: cosmological expansion, dust-like equation of state, anisotropy
of the Universe, accelerated expansion, type VIII Bianchi metric
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Two Approaches to Interpretation of Hubble Diagram
A. E. Pavlov

Department of Strength of Materials and Machine Parts
Russian State Agrarian University – Moscow Timiryazev Agricultural Academy

49 Timiryazevskaya St., Moscow, 127550, Russian Federation

Supernovae of type Ia are used as standard candles in modern cosmology, they serve to test
cosmological models. Interpretation of the Hubble diagram based on the standard cosmological
model led cosmologists to conclusion that the Universe is filled mostly with cosmic dust and
mysterious dark energy.

In this paper we present exact solutions of the Friedmann equation in standard cosmology
and conformal cosmology. The theoretical curves interpolating the Hubble diagram for the
latest supernova data are expressed in an analytical form. The functions belong to the class
of meromorphic Weierstrass functions. Both approaches describe the modern Hubble diagram
with the same accuracy. Physical interpretation from the standpoint of conformal cosmology
is preferable, since supernova data are described without using a Λ-term. In the standard
cosmology, the Hubble diagram is described by some characteristics: a Hubble parameter 𝐻(𝑡),
a deceleration 𝑞(𝑡), and a jerk 𝑗(𝑡). As calculations show, the deceleration parameter 𝑞 changes
its sign during the evolution of the Universe, the 𝑗-parameter remains constant. In the modern
era, the Universe expands with acceleration, and in the past its acceleration was negative. The
change in the sign of acceleration, without a clear physical reason, puzzles cosmologists.

It seems obvious to us that to study objects dislocated from us at distances of billions of
light years, we should not use the coordinate time customary for work in laboratories, but
the conformal time. In conformal coordinates, the behavior of photons is described as in the
Minkowski space. The time intervals d𝑡 and d𝜂 are different, they are related by the scale factor:
d𝑡 = 𝑎d𝜂. The conformal luminosity distance is longer than the standard luminosity distance,
which is manifested when observing distant stellar objects. As a result, the effective magnitude
value — the redshift relationship, on which the Hubble diagram is constructed, will be different.
Using the conformal Friedmann equation, we introduce the conformal parameters 𝐻(𝜂), 𝑞(𝜂),
𝑗(𝜂). All parameters remain positive during the evolution of the Universe. The scale factor
grows with deceleration. The Universe does not experience a jerk.

Key words and phrases: supernovae of type Ia, Friedmann equation, Weierstrass
functions, Hubble diagram, cosmological parameters, Λ-term

1. Introduction

A type Ia supernova occurs when a white dwarf in a double star system accumulates
a mass by accretion that sufficient to overcome the Chandrasekhar limit. The nature
of explosion of such a supernova depends on its prehistory insignificantly. Redshifts
𝑧 > 0.1 are large enough to ignore peculiar motions of light sources. Supernovae type
Ia, sufficiently bright stars whose absolute luminosity is known with good accuracy,
they serve as standard candles for testing cosmological models. Two collaborations
The Supernova Cosmology Project and High-z Supernova Search Team compared
the results of observations of supernovae with theoretical predictions for luminosity
distances as redshift functions. Interpretation of the Hubble diagram on the basis of
a standard cosmological model with adjustable cosmological parameters led cosmologists
to conclusion that the Universe is filled mainly with dust and, so-called, dark energy
— a substance with an equation of state not found in Nature [1–3]. Phenomenological
approach has not led to an understanding of the state of matter from which the Universe
consists.

Conformal cosmological model [4], based on conformal Dirac’s variables [5], allows
to explain data on supernovae without Λ-term [6–9]. We show that solutions of

Received 25th April, 2017.
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the differential Friedmann equation belong to the class of Weierstrass meromorphic
functions [10]. Therefore, it is natural to use them to compare predictions of these
two approaches [11–13]. In conclusion, we show that the difference between distance
modulus is interpolated by means of the Chebyshev polynomial of the fourth order with
a sufficient degree of accuracy.

2. Friedmann equation in classical cosmology

In the standard cosmological model the Friedmann equation(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

=
8𝜋𝐺

3
𝜌− 𝑘

𝑎2
(1)

is used for fitting SNe Ia data. It ties a scale of the Universe 𝑎(𝑡) with density of matter 𝜌.
Here 𝐺 is Newton’s constant, 𝑘 is a sign of curvature of a space, a dot denotes a derivative
with respect to coordinate time 𝑡. In generic case, the equation (1) is represented in the
following form

1

𝑥2

(︂
d𝑥

d𝑡

)︂2

= 𝐻2
0

[︀
ΩΛ + Ωcurv𝑥

−2 + ΩM𝑥
−3 + Ωrad𝑥

−4 + Ωrigid𝑥
−6
]︀
, (2)

where the variable 𝑥 is given as a ratio of a scale 𝑎(𝑡) to a modern one 𝑎0 = 1:

𝑥 ≡ 𝑎(𝑡)

𝑎0
=

1

1 + 𝑧
, (3)

𝑧 is a redshift of spectral lines (observed variable), 𝐻0 = ℎ·105 m/s/Mpc, ℎ = 0.72±0.08 –
Hubble constant. In the right hand of the Friedmann equation (2) Ω𝑖 are partial densities
of, correspondingly, Λ-term, curvature of the space, dust-like matter, radiation, stiff-state
matter. For distant sources with 𝑧 > 1 the interpretation of the cosmological redshift as
a Doppler shift is not valid [14]. An equation of continuity

𝜌̇ = −3𝑎̇

𝑎
(𝜌+ 𝑝),

with an equation of state of matter 𝑝 = 𝑤𝜌, which connects the density 𝜌 and the pressure
𝑝, yields the dependence of the density on the scale factor. So,

– for interstellar dust 𝑝 = 0: 𝜌 ∼ 𝑎−3;
– for radiation 𝑝 = 𝜌/3: 𝜌 ∼ 𝑎−4;
– for contribution from Λ-term 𝑝 = −𝜌: 𝜌 ∼ Λ;
– for stiff state of matter 𝑝 = 𝜌: 𝜌 ∼ 𝑎−6.

The data of modern astronomical observations are fitted using cosmological
parameters [2]: ΩΛ = 0.72, ΩM = 0.28. A solution of the Friedmann equation (2) with
such parameters is presented in analytical form

𝑎(𝑡) = 𝑎0
3

√︂
ΩM

ΩΛ

[︂
sh

(︂
3

2

√︀
ΩΛ𝐻0𝑡)

)︂]︂2/3
. (4)

The second derivative of the scale factor is

𝑎̈ =
𝐻2

0𝑎0
2

[︂
2ΩΛ

(︂
𝑎

𝑎0

)︂
− ΩM

(︁𝑎0
𝑎

)︁2]︂
. (5)
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Hence, in the modern era the Universe expands with acceleration, since 2ΩΛ > ΩM;
in the past, its acceleration was negative 𝑎̈ < 0. This change of the sign of acceleration
without a clear physical cause is noted by cosmologists. From the solution (4), taking
into account the relation between the scale factor and the redshift (3), it follows age —
redshift relationship

𝐻0𝑡 =
2

3
√

ΩΛ

Arsh

(︃√︂
ΩΛ

Ω𝑀

1

(1 + 𝑧)3/2

)︃
. (6)

The age 𝑡0 of the modern Universe in the coordinate time can be obtained by setting
𝑧 = 0 in (6)

𝑡0 =
2

3
√

ΩΛ

1

𝐻0
Arsh

√︂
ΩΛ

ΩM
. (7)

If we know the redshift 𝑧 of a certain galaxy, how do we find the coordinate distance
𝑟 to it? Since for the rays of light the spacetime interval is zero

d𝑠2 = −𝑐2d𝑡2 + 𝑎2(𝑡)d𝑟2 = 0,

we have the relation between intervals of space and time 𝑐d𝑡 = −𝑎(𝑡)d𝑟, and, using the
notation introduced above (3) 𝑥 ≡ 𝑎/𝑎0,

−𝑎0𝑟 = 𝑐

∫︁
d𝑡

𝑥
= 𝑐

∫︁
d𝑥

𝑥

1

d𝑥/d𝑡
. (8)

Substituting now the Friedmann equation (2) into (8)

d𝑥

d𝑡
= 𝐻0

√︀
ΩM/𝑥+ ΩΛ𝑥2, (9)

we get an integral

𝐻0𝑟 =
𝑐√
ΩΛ

1∫︁
1/(1+𝑧)

d𝑥√
𝑥4 + 4𝑎3𝑥

, (10)

where we denote the ratio of partial densities as 4𝑎3 ≡ ΩM/ΩΛ. The integral is calculated
using the inverse Weierstrass ℘-function [12] and one obtains coordinate distance —
redshift relationship

𝐻0𝑟 = − 𝑐√
ΩΛ

℘−1

[︃
1 −

√︀
1 + ΩM/ΩΛ(1 + 𝑧)3

2(1 + 𝑧)2

]︃
+

𝑐√
ΩΛ

℘−1

[︃
(1 −

√︀
1 + ΩM/ΩΛ)

2

]︃
. (11)

The resulting formula is expressed in terms of the Weierstrass ℘-function [10],
satisfying the differential equation[︂

𝑑℘(𝑢)

𝑑𝑢

]︂2
= 4 [℘(𝑢) − 𝑒1] [℘(𝑢) − 𝑒2] [℘(𝑢) − 𝑒3] , (12)
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where ℘(𝜔𝛼) = 𝑒𝛼, ℘′(𝜔𝛼) = 0, 𝛼 = 1, 2, 3 — three roots of a cubic polynomial on the
right-hand side of the differential equation (12)

𝑒1 ≡ 1

8

(︂
ΩM

ΩΛ

)︂2/3

(1 + 𝚤
√

3), 𝑒2 ≡ −1

4

(︂
ΩM

ΩΛ

)︂2/3

, 𝑒3 ≡ 1

8

(︂
ΩM

ΩΛ

)︂2/3

(1 − 𝚤
√

3).

Invariants of the Weierstrass function are the following

𝑔2 = 0, 𝑔3 = −𝑎23 = −
(︂

ΩM

4ΩΛ

)︂2

;

the discriminant of a cubic polynomial is negative: ∆ ≡ 𝑔32 − 27𝑔23 < 0.
In astronomy, the method of determining distances to ultra-distant objects is based

on measuring their luminosity. The radiation power 𝐿 of an object (a star or a galaxy) is
called its absolute luminosity. The flux density ℓ, i.e., the radiation power per unit area,
is called its visible luminosity. In Euclidean geometry they are connected by the formula

ℓ =
𝐿

4𝜋𝑑2
, (13)

where 𝑑 is the distance from us to the radiation object. In the second century BC the
Greek astronomer Hipparchus classified the stars visible to the naked eye into six classes
according to their brightness. The brightest stars were assigned the first magnitude,
and barely visible — the sixth magnitude. According to Norman Pogson in 1856 it was
decided that the luminosity of the objects of the first stellar magnitude is a hundred
times greater than the luminosity of the objects of the sixth stellar magnitude [14], i.e.,

ℓ = ℓ0 · 100−𝑚/5, 𝐿 = 𝐿0 · 100−𝑀/5, (14)

where ℓ0 and 𝐿0 are some relevant luminosities. With the creation of photomultipliers at
the beginning of the XX-th century, the factors ℓ0 and 𝐿0 were fixed. We express from
(14) the apparent stellar magnitude 𝑚 and the absolute stellar magnitude of the object
𝑀 using the decimal logarithms

𝑚 = −5

2
lg
ℓ

ℓ0
, 𝑀 = −5

2
lg
𝐿

𝐿0
. (15)

Then we express from (15) the distance modulus (𝑚−𝑀) through the distance 𝑑 to
the radiation object, using (13)

𝑚−𝑀 = −5

2
lg

(︂
ℓ

𝐿
· 𝐿0

ℓ0

)︂
=

5

2
lg

(︂
4𝜋𝑑2 · 𝐿0

ℓ0

)︂
= 5 lg 𝑑+

5

2
lg

(︂
4𝜋

ℓ0
𝐿0

)︂
.

For performing calculations, the factors ℓ0 and 𝐿0 in (14) are chosen in such a way
that the distance 𝑑 is measured in megaparsecs

𝑚−𝑀 = 5lg𝑑(Mpc) + ℳ, (16)

where ℳ = 25.
In the Friedman–Robertson–Walker cosmology, by analogy with the formula for the

distance 𝑑 in Euclidean geometry (13), we determine a luminosity distance 𝑑𝐿 to a star
object

𝑑𝐿 ≡
√︂

𝐿

4𝜋ℓ
. (17)
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In standard cosmology, the luminosity distance 𝑑𝐿(𝑧)𝑆𝐶 is related to the coordinate
distance 𝑟 [2]:

𝑑𝐿(𝑧)𝑆𝐶 = (1 + 𝑧)𝑎0𝑟. (18)

Here it was taken into account that the area of the sphere around the luminous
object passing through the Earth increases, the frequency of photons decreases during
their motion. Substituting the formula for the coordinate distance (11) into (18), we get
an analytical expression for luminosity distance

𝑑𝐿(𝑧)𝑆𝐶 =
𝑐(1 + 𝑧)

𝐻0

√
ΩΛ

(︃
℘−1

[︃
(1 −

√︀
1 + ΩM/ΩΛ)

2

]︃
−℘−1

[︃
1 −

√︀
1 + ΩM/ΩΛ(1 + 𝑧)3

2(1 + 𝑧)2

]︃)︃
.

Modern observational cosmology is based on the Hubble diagram. Effective stellar
magnitude – redshift relationship

𝑚(𝑧) −𝑀 = 5lg[𝑑𝐿(𝑧)𝑆𝐶 ] + ℳ, (19)

is used to test cosmological theories (𝑑𝐿 in megaparsecs) [2]. Here 𝑚(𝑧) is the apparent
magnitude, 𝑀 is its absolute magnitude, and ℳ = 25 is a constant.

3. Friedmann equation in conformal cosmology

Interpretation of the Hubble diagram, based on a conformal cosmological model with
parameters Ωrigid = 0.755, ΩM = 0.245, yields the same qualitative approximation as the
standard cosmological model with parameters ΩΛ = 0.72, ΩM = 0.28 [9]. A parameter
Ωrigid corresponds to a stiff state of matter, when the energy density is equal to the
pressure 𝑝 = 𝜌 [15, 16] that is happened under a nucleosynthesis regime in stars. We
write out conformal Friedmann equation [4] with using meaningful conformal partial
parameters, discarding insignificant contributions(︂

𝑎′

𝑎

)︂2

=

(︂
ℋ0

𝑐

)︂2 [︂
Ωrigid

(︁𝑎0
𝑎

)︁4
+ ΩM

(︁𝑎0
𝑎

)︁]︂
. (20)

The right-hand side of the equation (20) includes the densities of the state of matter
𝜌(𝑎) in accordance with their conformal weights; in the left, the prime denotes the
derivative with respect to the conformal time. After introducing the dimensionless
variable 𝑥 ≡ 𝑎/𝑎0, the conformal Friedmann equation (20) takes the form(︂

2𝑐√
ΩMℋ0

)︂2

𝑥2
(︂

d𝑥

d𝜂

)︂2

= 4𝑥3 − 𝑔3 ≡ 4(𝑥− 𝑒1)(𝑥− 𝑒2)(𝑥− 𝑒3), (21)

where one root in the cubic polynomial on the right-hand side (21) is real, while the
other ones are complex conjugated

𝑒1 ≡ 3

√︂
Ωrigid

ΩM

1 + 𝚤
√

3

2
, 𝑒2 ≡ − 3

√︂
Ωrigid

ΩM
, 𝑒3 ≡ 3

√︂
Ωrigid

ΩM

1 − 𝚤
√

3

2
.

The invariants of the cubic polynomial are as following:

𝑔2 = 0, 𝑔3 = −4Ωrigid

ΩM
.
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where ℋ0 is a conformal Hubble constant. The conformal Hubble parameter is related
to the usual parameter as ℋ ≡ (𝑎/𝑎0)𝐻. Then we introduce a new variable 𝑢 by the rule

𝑥 = ℘(𝑢) = −𝑑𝜁(𝑢)

𝑢
. (22)

The Weierstrass 𝜁-function satisfies the quasi-periodicity conditions [10]

𝜁(𝑢+ 2𝜔) = 𝜁(𝑢) + 2𝜁(𝜔), 𝜁(𝑢+ 2𝜔′) = 𝜁(𝑢) + 2𝜁(𝜔′),

where 𝜔 and 𝜔′ are semi-periods of the function ℘(𝑢).
The conformal Friedmann equation (21) is integrated and we obtain the conformal

age – redshift relationship in explicit form

𝜂 =
2𝑐√

ΩMℋ0

(︂
𝜁

[︂
℘−1

(︂
1

1 + 𝑧

)︂]︂
− 𝜁

[︀
℘−1(1)

]︀)︂
. (23)

The equation written out in integral form is known in cosmology as the Hubble law.
An explicit formula for conformal age of the Universe 𝜂0 can be obtained by putting in
(23) 𝑧 = 0:

𝜂0 =
2𝑐√

ΩMℋ0

(︀
𝜁
[︀
℘−1(0)

]︀
− 𝜁

[︀
℘−1(1)

]︀)︀
. (24)

The interval of the coordinate conformal distance is equal to the interval of the
conformal time d𝑟 = d𝜂, so we can represent (23) as the conformal distance – redshift
relationship.

In conformal coordinates, the behavior of photons is exactly the same as in the
Minkowski space. The time intervals between the emission of two photons and between
their absorption are the same. The time interval d𝑡 = −𝑎d𝑟, used in standard cosmology,
and the time interval d𝜂 = −d𝑟, used in conformal cosmology, are different. The
conformal luminosity distance 𝑑𝐿(𝑧)𝐶𝐶 is related to the standard luminosity distance
𝑑𝐿(𝑧)𝑆𝐶 [9]

𝑑𝐿(𝑧)𝐶𝐶 = (1 + 𝑧)𝑑𝐿(𝑧)𝑆𝐶 = (1 + 𝑧)2𝑟(𝑧),

where 𝑟(𝑧) is a coordinate distance. For photons d𝑟/𝑑𝜂 = −1, so we get an explicit
dependence: luminosity distance – redshift relationship

𝑑𝐿(𝑧)𝐶𝐶 =
2𝑐(1 + 𝑧)2√

ΩMℋ0

(︂
𝜁

[︂
℘−1

(︂
1

1 + 𝑧

)︂]︂
− 𝜁

[︀
℘−1(1)

]︀)︂
. (25)

The effective magnitude – redshift relationship in the conformal cosmology has the
form

𝑚(𝑧) −𝑀 = 5lg[𝑑𝐿(𝑧)𝐶𝐶 ] + ℳ. (26)

4. Comparative analysis

According to the conformal cosmological model, the conformal quantities are physical
observables. Pearson’s criterion 𝜒2 was applied in [9] for statistical fitting of results on
supernovae Ia [2]. The contribution from the component corresponding to the rigid state
of matter 𝜌rigid in the conformal model replaced the contribution from the Λ-term in the
standard model. In the rigid state of matter, its energy density is equal to the pressure.
As a result of the analysis, the conclusion was drawn: the best fitting of the conformal
model was not inferior to the best fitting of the standard model [9].

The curves for the two models, according to (26) and (19), are shown in Fig. 1.
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Figure 1. Curves: effective stellar magnitude – redshift for cosmological models
considered

The difference between the curves: effective magnitude value – redshift

∆(𝑚(𝑧) −𝑀) = 5lg[𝑑𝐿(𝑧)𝐶𝐶 ] − 5lg[𝑑𝐿(𝑧)𝑆𝐶 ] (27)

– predictions of models (26) and (19), is demonstrated in Fig. 2. A slight difference
between the curves, within the error of observations, is manifested in the early and late
stages of the evolution of the Universe [12].
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Figure 2. Difference between curves: effective magnitude – redshift for the two
models

The function (27) has a complex form, but it is easy interpolated, with a sufficient
degree of accuracy, Chebyshev polynomials of the first kind, the least deviating from zero
on the interval [−1; 1]

∆(𝑚−𝑀) =
𝑎0
2

+ 𝑎1𝑇1(𝑥) + 𝑎2𝑇2(𝑥) + 𝑎3𝑇3(𝑥) + 𝑎4𝑇 (𝑥).

Here you have utilized a variable −1 6 𝑥 6 1: 𝑥 ≡ (20/17)𝑧 − 1, and the coefficients
of the expansion have the form: 𝑎0/2 = 0.0703, 𝑎1 = 0.0513, 𝑎2 = 0.0513, 𝑎3 = −0.0123,
𝑎4 = 0.0015. Chebyshev polynomials [17,18]:

𝑇0 = 1, 𝑇1(𝑥) = 𝑥, 𝑇2(𝑥) = 2𝑥2 − 1, 𝑇3(𝑥) = 4𝑥3 − 3𝑥, 𝑇4(𝑥) = 8𝑥4 − 8𝑥2 + 1.
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In the standard cosmology, the following characteristics are introduced to describe
the Hubble diagram: Hubble parameter, a deceleration and a jerk [2]

𝐻(𝑡) ≡ +

(︂
𝑎̇

𝑎

)︂
= 𝐻0

√︂
ΩM

𝑎3
+ ΩΛ, (28)

𝑞(𝑡) ≡ −
(︂
𝑎̈

𝑎

)︂(︂
𝑎̇

𝑎

)︂−2

=
ΩM/2 − ΩΛ𝑎

3

ΩM + ΩΛ𝑎3
, (29)

𝑗(𝑡) ≡ +

(︂ ˙̈𝑎

𝑎

)︂(︂
𝑎̇

𝑎

)︂−3

= 1. (30)

As we see, the deceleration parameter 𝑞 (29) changes its sign during the evolution of
the Universe at the inflection point

𝑎* = 3

√︂
ΩM

2ΩΛ
,

𝑗-parameter remains constant.
We define analogous parameters for the conformal cosmology

ℋ(𝜂) ≡ +

(︂
𝑎′

𝑎

)︂
, (31)

𝑞(𝜂) ≡ −
(︂
𝑎′′

𝑎

)︂(︂
𝑎′

𝑎

)︂−2

, (32)

𝑗(𝜂) ≡ +

(︂
𝑎′′′

𝑎

)︂(︂
𝑎′

𝑎

)︂−3

. (33)

We calculate the conformal parameters using the conformal Friedmann equation (20).
Hubble parameter

ℋ(𝜂) =
ℋ0

𝑎2

√︁
Ωrigid + ΩM𝑎3 > 0;

deceleration parameter

𝑞(𝜂) =

(︂
Ωrigid − (ΩM/2)𝑎3

Ωrigid + ΩM𝑎3

)︂
> 0

changes from 1 to (Ωrigid − ΩM/2); hence, the scale factor grows with deceleration; the
jerk parameter

𝑗(𝜂) =
3Ωrigid

Ωrigid + ΩM𝑎3
> 0

changes from 3 to 3Ωrigid. Dimensionless parameters 𝑞(𝜂) and 𝑗(𝜂) remain positive during
the evolution. The Universe does not undergo, during its evolution, the so-called jerk –
artifact of approach of the standard cosmological model.

5. Conclusions

We present exact solutions of the Friedmann equation in standard cosmology and
conformal cosmology. The theoretical curves interpolating the Hubble diagram for the
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latest supernova data are expressed in an analytical form. The functions belong to
the class of meromorphic Weierstrass functions. Both approaches describe the modern
Hubble diagram with the same accuracy. We introduce conformal parameters describing
the Hubble diagram. All parameters remain positive during the evolution of the Universe.
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Два подхода к интерпретации диаграммы Хаббла
А. Е. Павлов

Кафедра сопротивления материалов и деталей машин
Российский государственный аграрный университет — МСХА им. К.А. Тимирязева

Тимирязевская ул., д. 49, Москва, Россия, 127550

Сверхновые типа Ia используются как стандартные свечи в современной космологии, слу-
жат для проверки космологических моделей. Интерпретация диаграммы Хаббла на основе
стандартной космологической модели привела космологов к заключению, что Вселенная
заполнена в основном космической пылью и загадочной тёмной энергией.

В настоящей работе представлены точные решения уравнения Фридмана в стандарт-
ной космологии и конформной космологии. Теоретические кривые, интерполирующие диа-
грамму Хаббла для последних данных по сверхновым, выражаются в аналитическом виде.
Функции принадлежат классу мероморфных функций Вейерштрасса. Оба подхода опи-
сывают современную диаграмму Хаббла с одинаковой точностью. Физическая интерпре-
тация с позиций конформной космологии предпочтительнее, поскольку данные по сверх-
новым описываются без использования Λ-члена. В стандартной космологии для описания
диаграммы Хаббла введены характеристики: параметры Хаббла 𝐻(𝑡), замедления 𝑞(𝑡) и
толчка 𝑗(𝑡). Как показывают расчёты, параметр замедления 𝑞 меняет свой знак в течение
эволюции Вселенной, 𝑗-параметр остаётся постоянным. В современную эпоху Вселенная
расширяется с ускорением, а в прошлом её ускорение было отрицательным. Изменение
знака ускорения, без ясной физической причины, озадачивает космологов.

Нам представляется очевидным, что для исследования объектов, находящихся от нас
на расстояниях миллиардов световых лет, следует пользоваться не координатным време-
нем, привычным для работы в лабораториях, а конформным временем. В конформных
координатах поведение фотонов описывается как в пространстве Минковского. Интервалы
времени d𝑡 и d𝜂 отличаются, их связывает масштабный фактор: d𝑡 = 𝑎d𝜂. Конформное фо-
тометрическое расстояние длиннее стандартного фотометрического расстояния, что прояв-
ляется при наблюдении за удалёнными звёздными объектами. В результате соотношения:
эффективная звёздная величина – красное смещение, на которых строится диаграмма Хаб-
бла, будут разными. Используя конформное уравнение Фридмана, в работе вводятся кон-
формные параметры 𝐻(𝜂), 𝑞(𝜂), 𝑗(𝜂). Все параметры остаются положительными в течение
эволюции Вселенной. Масштабный фактор растёт с замедлением. Вселенная не испытыва-
ет толчка.

Ключевые слова: сверхновые типа Ia, уравнение Фридмана, функции Вейерштрасса,
диаграмма Хаббла, космологические параметры, Λ-член
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В работе проведено исследование свойств нелинейной лазерной волны, распространяю-
щейся в нагретой плазме вдоль сильного внешнего магнитного поля в условиях электронно-
циклотронного резонанса. Сильная нелинейность такого процесса обусловлена релятивист-
ским движением электронов и резонансным возрастанием пондеромоторной силы, действу-
ющей на электроны со стороны волны. Из гидродинамических уравнений и уравнений
Максвелла получена система уравнений, описывающая огибающую импульса правополя-
ризованной лазерной волны. Посредством численного интегрирования этой системы урав-
нений найдены солитонные решения для случая холодной плазмы. Такие решения имеет
вид солитонов огибающих, содержащих внутри себя плазменные колебания. Получено ана-
литическое выражение для интеграла плотности энергии в холодной плазме. Для нагре-
той плазмы из численных результатов следует, что в условиях циклотронного резонанса
солитонное решение становится неустойчивым. При этом плотность энергии перестаёт со-
храняться, но выполняется закон сохранения плотности продольного импульса электронов.
Сделан вывод о том, что нелинейное насыщение амплитуды поля возникает в результате
разделения зарядов плазмы под действием давления электромагнитного излучения. При
этом дискретный набор значений несущей частоты для солитона огибающей определяется
отношением частоты нелинейных продольных колебаний электрона в поле электромагнит-
ной волны к ленгмюровской частоте плазмы. В случае плазмы малой плотности найденный
численным интегрированием дискретный спектр частот переходит в непрерывный.

Ключевые слова: магнитоактивная плазма, правополяризованная волна, реляти-
вистские электроны, фазовая и групповая скорости, солитонные решения

1. Введение
Известно [1–3], что электрон может быть ускорен до высоких энергий в электро-

магнитном поле плоской волны, распространяющейся вдоль внешнего магнитного
поля со скоростью света. Характерной особенностью этого способа ускорения явля-
ется рост энергии частицы поперёк магнитного поля с последующей перестройкой
поперечного движения электрона в продольное под действием силы Лоренца.

В работе [4] было показано, что существуют электромагнитные импульсы, рас-
пространяющиеся в холодной плазме вдоль сильного магнитного поля в условиях
циклотронного резонанса, имеющие вид солитонов со «встроенными» ленгмюров-
скими колебаниями. При этом насыщение амплитуды поля возникает из-за разделе-
ния зарядов плазмы под действием давления излучения, а дискретный набор частот
определяется отношением частоты нелинейных колебаний плазмы к ленгмюровской
частоте.

Распространение уединённой ионно-акустической волны большой амплитуды в
замагниченной плазме рассмотрено в работе [5]. Проблема решена без учёта ней-
тральности плазмы в пределах импульса, а потенциал определялся уравнением

Статья поступила в редакцию 8 июня 2017 г.
Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России (Соглашение № 02.а03.21.0008.
госзадание 3.2223.2017/4.6).
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Пуассона. Найдены решения в форме сверхзвуковых и почти звуковых уединённых
волн, распространяющихся относительно магнитного поля. Импульс имеет несколь-
ко пиков и существует для дискретного набора параметров волны. Амплитуда и ча-
стота уединённой волны определены как функции числа Маха, определяющего угол
распространения относительно магнитного поля. Динамика солитонов в электронно-
ионной плазме аналитически и численно исследована в работе [6].

2. Основные уравнения
Рассмотрим электромагнитную волну, распространяющуюся в плазме вдоль

внешнего магнитного поля B0, направленного вдоль оси 𝑧 (см. рис. 1):

B0 = (0, 0, 𝐵0), k = (0, 0, 𝑘), E = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐸𝑧), B = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 0).

Рис. 1. Геометрия электромагнитной волны

Поля E и B описываются уравнениями Максвелла:(︂
1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑧2

)︂
𝐴𝑥 =

4𝜋𝑒

𝑐
𝑛𝑣𝑥, (1)

(︂
1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑧2

)︂
𝐴𝑦 =

4𝜋𝑒

𝑐
𝑛𝑣𝑦, (2)

𝜕𝐸𝑧
𝜕𝑧

= 4𝜋𝑒(𝑛− 𝑛0),
𝜕𝐸𝑧
𝜕𝑡

+ 4𝜋env𝑧 = 0, (3)

где A — вектор-потенциал, 𝑛 — плотность электронов, 𝑛0 — плотность невозму-
щённой плазмы, 𝑣𝑧 — гидродинамическая скорость электронов. Ионы считаем непо-
движными.

Движение электронов будем описывать релятивистскими гидродинамическими
уравнениями (︂

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑝𝑥 = 𝑒

[︂
𝐸𝑥 +

1

𝑐
(𝑣𝑦𝐵0 − 𝑣𝑧𝐵𝑦)

]︂
, (4)(︂

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑝𝑦 = 𝑒

[︂
𝐸𝑦 +

1

𝑐
(𝑣𝑧𝐵𝑥 − 𝑣𝑥𝐵0)

]︂
, (5)(︂

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑝𝑧 = 𝑒

[︂
𝐸𝑧 +

1

𝑐
(𝑣𝑥𝐵𝑦 − 𝑣𝑦𝐵𝑥)

]︂
− 𝑇

𝑛

𝜕

𝜕𝑧

𝑛

𝛾
, (6)
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𝜕𝑛

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑧
(𝑛𝑣𝑧) = 0, (7)

где p = 𝑚𝛾v — релятивистский импульс электронов, 𝑇 — электронная температура.
Заметим, что в согласии с работой [7], массу электрона𝑚 в уравнениях движения

(4)–(6) следует заменить эффективной тепловой массой 𝑚𝑇 , которая определяется
соотношением:

𝑚𝑇 = 𝑚
𝐾3

(︀
𝑚𝑐2/𝑇

)︀
𝐾2 (𝑚𝑐2/𝑇 )

,

где 𝐾2(𝑧) и 𝐾3(𝑧) — функции Макдональда.

3. Поперечное и продольное движения плазмы

Введём поперечные 𝑥̃(𝑡, 𝑧), 𝑦(𝑡, 𝑧) и продольную 𝑧(𝑡, 𝑧) координаты смещения
электрона от положения равновесия с помощью соотношений:(︂

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑥̃ = 𝑣𝑥,

(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑦 = 𝑣𝑦,

(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑧 = 𝑣𝑧. (8)

Уравнения (8) можно рассматривать как определение координат смещения
𝑥̃(𝑡, 𝑧), 𝑦(𝑡, 𝑧), 𝑧(𝑡, 𝑧), которые функционально не связаны с поперечными координа-
тами 𝑥, 𝑦 системы отсчёта. Заметим, что ненулевое поперечное смещение электрона
следует из наличия у него ненулевой поперечной скорости и не приводит к появ-
лению зависимости функций поля от поперечных координат, если все электроны в
поперечной плоскости движутся синхронно. Поскольку компоненты поля и гидро-
динамических переменных не зависят от поперечных координат, прямое интегриро-
вание уравнений (1)–(4) с учётом соотношений (8) приводит к закону сохранения
поперечного импульса:

𝑝⊥ +
𝑒

𝑐
𝐴⊥ +𝑚𝑇𝜔𝐵𝑟⊥ = 0, (9)

где 𝜔𝐵 = 𝑒𝐵0/𝑚𝑇 𝑐 и введены комплексные величины:

𝑝⊥ = 𝑝𝑥 + 𝑖𝑝𝑦, 𝐴⊥ = 𝐴𝑥 + 𝑖𝐴𝑦, 𝑟⊥ = 𝑥̃+ 𝑖𝑦.

Мы предполагаем, что в отсутствие поля импульс и поперечное смещение элек-
трона равны нулю. Из уравнений (3) для продольного поля и уравнения непрерыв-
ности (7) получаем: (︂

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝐸𝑧 = −4𝜋𝑒𝑛0𝑣𝑧.

Учитывая, что 𝑣𝑧 ≡
(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
, интеграл последнего уравнения можно запи-

сать в виде:
𝐸𝑧 = −4𝜋𝑒𝑛0𝑧. (10)

4. Нелинейный циклотронный резонанс

После перехода к безразмерным переменным из (1), (2) и (4)–(5) получаем сле-
дующую систему уравнений:(︂

𝜕

𝜕𝜏
+
𝑝

𝛾

𝜕

𝜕𝑍

)︂
𝜉 = − 𝑖𝜉 +𝐴

𝛾
, (11)
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(︂
𝜕

𝜕𝜏
+
𝑝

𝛾

𝜕

𝜕𝑍

)︂
𝑝 = −𝜇𝜁 +

1

2

(︂
d𝜉

d𝜏

𝜕𝐴*

𝜕𝑍
+

d𝜉*

d𝜏

𝜕𝐴

𝜕𝑍

)︂
− Θ

𝑛0
𝑛

𝜕

𝜕𝑍

(︂
𝑛

𝑛0𝛾

)︂
, (12)(︂

𝜕2

𝜕𝜏2
− 𝜕2

𝜕𝑍2

)︂
𝐴 = 𝜇

𝑛

𝑛0

d𝜉

d𝜏
, (13)

где введены следующие обозначения:

𝜉 =
𝜔𝐵
𝑐

(𝑥̃+ 𝑖𝑦), 𝜁 =
𝜔𝐵
𝑐
𝑧, 𝑝 = 𝛾

𝑣𝑧
𝑐
, 𝐴 =

𝑒

𝑚𝑇 𝑐2
(𝐴𝑥 +𝐴𝑦) , 𝐸 =

𝑒𝐸𝑧
𝑚𝑇𝜔𝐵𝑐

,

𝜏 = 𝜔𝐵𝑡, 𝑍 =
𝜔𝐵
𝑐
𝑧, Θ =

𝑇

𝑚𝑇 𝑐2
, 𝜇 =

𝜔2
𝑝

𝜔2
𝐵

, 𝜔2
𝑝 =

4𝜋𝑒2𝑛0

𝑚𝑇
, 𝜔𝐵 =

𝑒𝐵0

𝑚𝑇 𝑐
,

𝛾 =
√︀

1 + 𝑝2 + |𝑖𝜉 +𝐴|2.

(14)

Будем искать решение системы уравнений (11)–(13) в виде бегущего импульса
огибающей правополяризованной волны:

𝐴 = A(𝜓)exp[𝑖Φ(𝜏, 𝑍)], 𝜉 = Ξ(𝜓) exp[𝑖Φ(𝜏, 𝑍)], 𝜁 = 𝜁(𝜓), 𝑝 = 𝑝(𝜓), (15)

где Φ(𝜏, 𝑍) — фаза волны, которая выбирается таким образом, чтобы величина Ξ
оставалась вещественной, а амплитуда зависела от автомодельной переменной 𝜓 =
𝜏 − 𝑍/𝑢.

Частота и волновое число определяются равенствами:

𝜔 =
𝜕Φ

𝜕𝜏
, 𝜅 = −𝜕Φ

𝜕𝑍
,

так что выполняется следующее соотношение:

𝜕𝜔

𝜕𝑍
+
𝜕𝜅

𝜕𝜏
= 0. (16)

В этом случае

𝜅 = −𝜕Φ

𝜕𝑍
,

𝑛

𝑛0
=

(︂
1 − 𝑝

𝛾𝑢

)︂−1

,

а безразмерные уравнения (11)–(13) можно записать в виде:

𝜔 − 𝜅𝑝

𝛾
= −1

𝛾

(︂
1 +

Im (A)

Ξ

)︂
, (17)

Ξ′ = −Re (A)
1

𝛾 − 𝑝
𝑢

, 𝜁 ′ =
𝑝

𝛾 − 𝑝
𝑢

, (18)

(︂
1 − 𝑝

𝛾𝑢

)︂
𝑝′ =−𝜇𝜁+

1

𝛾𝑢

[︃
Ξ ((𝜔 − Ω)Re(A)+Im(A′))+ Re(A′A*)−

Θ
(︀
𝛾 − 𝑝

𝑢

)︀′
𝛾− 𝑝

𝑢

]︃
, (19)

(︀
𝜔2 − 𝜅2

)︀
A−

(︂
1 − 1

𝑢2

)︂
A′′ − 2𝑖A′

(︂(︂
1 − 1

𝑢2

)︂
𝜔 +

Ω

𝑢2

)︂
−

− 𝑖A

(︂(︂
1 − 1

𝑢2

)︂
𝜔 +

Ω

𝑢2

)︂′

=
𝜇

𝛾 − 𝑝
𝑢

(A + 𝑖Ξ), (20)
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где штрихом обозначена производная по 𝜓. Так как 𝜔 и 𝜅 также зависят только от
𝜓, то уравнение (16) имеет интеграл: 𝜔 − 𝜅𝑢 = Ω ≡ const.

Уравнение (17) является нелинейным обобщением условия циклотронного резо-
нанса. Заметим, что система (17)–(20) не требует медленности изменения амплитуды
волны и остаётся справедливой при |A′| ∼ |𝜔A|. Продольное смещение электронов
𝜁(𝜓) и продольное электрическое поле 𝐸 = −𝜇𝜁(𝜓) не зависят от циклотронной
фазы Φ, как это имеет место и в линейной теории, что является следствием пред-
положения (15) о циркулярной поляризации волны. Заметим также, что требование
𝜔 = 𝜔(𝜓), 𝜅 = 𝜅(𝜓) приводит к следующему выражению для циклотронной фазы Φ:

Φ =

∫︁
𝜔(𝜓)d𝜓 +

Ω

𝑢
𝑍.

Т.е. наша система математически эквивалентна уравнениям, получаемым из ис-
ходных с помощью подстановки:

𝑓(𝜏, 𝑍) = 𝑓(𝜓)exp

(︂
𝑖
Ω

𝑢
𝑍

)︂
. (21)

Однако подстановка (21) не содержит физически осмысленного разделения на
поперечные (циклотронные) и продольные (плазменные) колебания.

В отсутствие теплового разброса Θ = 0 сохраняется интеграл плотности энергии:

𝑊 = 𝛾 +
1

2
𝜇𝜁2 +

1

2𝜇

(︂(︂
1 − 1

𝑢2

)︂
𝜔2 +

Ω2

𝑢2

)︂
|A|2+

+

(︂
1 − 1

𝑢2

)︂(︀
𝑖𝜔 (AA* −A′A*) + |A′|2

)︀
= 1. (22)

В случае конечного теплового разброса Θ > 0 плотность энергии перестаёт со-
храняться, однако, вводя потенциал

𝜙 =

𝜓∫︁
0

𝜁(𝜓)d𝜓′,

можно записать закон сохранения плотности продольного импульса:

𝑝+
𝜇

2𝑢
𝜁2 + 𝜇𝜙− Θ

𝛾𝑢− 𝑝
+

1

2𝜇𝑢

(︂(︂(︂
1 − 1

𝑢2

)︂
(𝜔 − Ω)2 − Ω2

)︂
|A|2 +

+

(︂
1 − 1

𝑢2

)︂
|A′|2 + 𝑖(𝜔 − Ω)(AA* −A′A*)

)︂
= 𝑃. (23)

Заметим, однако, что интеграл продольного импульса (23) требует введения до-
полнительной переменной 𝜙, и поэтому, в отличие от интеграла энергии (22), не
приводит к реальному ограничению траектории движения.

Получить аналитические решения системы уравнений (17)–(20) в общем случае
весьма сложно. В связи с этим было проведено численное интегрирование этой си-
стемы в широкой области изменения параметров. Результаты расчётов показали,
что для холодной плазмы существуют солитоны огибающей (рис. 2) с дискретным
спектром несущей частоты. В нагретой плазме полученные решения не удовлетворя-
ли солитонным граничным условиям при 𝜓 → +∞ (рис. 3). Отсюда можно сделать
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вывод о том, что при конечных температурах плазмы авторезонансные солитоны
огибающей формироваться не могут.

Рис. 2. Солитонное решение в холодной плазме,
𝜇 = 0,0846, 𝑢 = 0,754, Ω = −0,387, Θ = 0

Рис. 3. Электромагнитный импульс в нагретой плазме,
𝜇 = 0,0846, 𝑢 = 0,754, Ω = −0,387, Θ = 0,1

5. Заключение

В работе получена система уравнений (17)–(20) для огибающей нелинейной пра-
вополяризованной лазерной волны в нагретой плазме. Анализ численных решений



Дорофеенко В. Г., Красовицкий В.Б., Туриков В.А. Уединённая . . . 407

этой системы показал, что в условиях электронно-циклотронного резонанса в холод-
ной плазме такая волна может переходить в солитон огибающей. При этом продоль-
ные плазменные колебания целиком заперты внутри солитона. Такие решения воз-
никают из-за сильной нелинейности, связанной с релятивистским движением элек-
тронов и резонансным возрастанием пондеромоторной силы. Численное интегриро-
вание для плазмы с конечной температурой показало, что в условиях циклотронно-
го резонанса устойчивых солитонных решений не существует. Построено аналитиче-
ское выражение для интеграла продольного импульса электронов в нагретой плазме.
Сделан вывод о том, что нелинейное насыщение амплитуды излучения связано с воз-
буждением продольных колебаний плазмы под действием пондеромоторной силы. В
этом случае дискретный набор значений несущей частоты солитона огибающей за-
висит от отношения частоты нелинейных продольных колебаний к ленгмюровской
частоте плазмы.
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In this paper of the nonlinear laser wave propagation in the hot plasma along the strong exter-
nal magnetic field under the electron cyclotron resonance conditions is investigated. The strong
nonlinearity of such a process is caused by the relativistic electron movement and resonance
wave ponderomotive force acting on the electrons. The system of equations for the envelope
right hand polarized laser pulse is derived using the hydrodynamics and Maxwell’s equations.
The numerical integration of this system for the cold plasma case discovered the soliton solu-
tions. This kind of solutions take a form of the envelope solitons containing inside them the
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plasma oscillations. The analytical expression for the energy density integral in a cold plasma is
derived. It follows from the numerical results that for a hot plasma under cyclotron resonance
conditions the soliton solution becomes unstable. In this case the energy density conservation
breaks down, but electron momentum density conserves. It is concluded that the nonlinear sat-
uration of the field amplitude is due to the plasma charge separation under electromagnetic
radiation pressure. In this case the discrete set of the envelope soliton carrier frequency is de-
termined by the ratio of the frequency of the nonlinear longitudinal electron oscillations to the
Langmuir frequency of plasma. For the low density plasma the discrete frequency spectrum
obtained by the numerical integration transforms to the continuous one.

Key words and phrases: magnetoactive plasma, right hand polarized wave, relativistic
electrons, phase and group velocities, soliton solutions
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Построение интегрированной информационной системы,
объединяющей базы данных компаний, обеспечивающих

грузоперевозки
А. С. Панкратов, А. Мазри

Кафедра информационных технологий
Российский университет дружбы народов

ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

В статье рассмотрена задача объединения в единое целое информации, содержащейся
в базах данных различных компаний, обеспечивающих перевозку грузов. Предполагается,
что эти компании являются независимыми и каждая из них поддерживает собственную ба-
зу данных о своём рабочем персонале, клиентах, количестве и параметрах транспортных
средств, предоставляемых услугах и заказах. В статье моделируются три такие независи-
мые базы данных (источники информации) и описывается схема построения на их осно-
ве интегрированной (объединённой) системы, предназначенной, в частности, для удобства
клиентов при поиске перевозчиков, обладающих транспортными средствами с нужными
параметрами (габаритами и грузоподъёмностью). Для решения данной задачи предлага-
ется использовать комбинированный подход, сочетающий преимущества технологий меди-
аторов и хранилищ. Предполагается, что все источники имеют сходные концептуальные
схемы, но обладают своими особенностями. В частности, могут быть разные наименования
таблиц и атрибутов на разных источниках и разное распределение атрибутов по реля-
ционным таблицам. Возможно также отсутствие некоторых атрибутов на отдельных ис-
точниках. Строятся таблицы соответствия и медиатор, транслирующий пользовательские
запросы на источники. При этом для идентификации нужных источников поддерживается
вспомогательное хранилище небольшого объёма, содержащее информацию о параметрах
транспортных средств, которыми располагает каждый из источников. Пользователь ин-
тегрированной системы вводит данные о весе и габаритах своего груза, далее с помощью
информации хранилища система определяет подходящие компании-грузоперевозчики, ко-
торым транслируется пользовательский запрос. После объединения всех ответов, пришед-
ших от источников, клиент получает исчерпывающую информацию со списком подходящих
компаний, ценах и иных условиях исполнения заказа.

Ключевые слова: база данных, СУБД, интеграция информации, мультибазовые
системы, медиатор, хранилище, запрос, таблица соответствия, грузоперевозки

1. Введение
В деловой или личной сфере часто приходится работать с данными из разных

источников, каждый из которых содержит сходную по смыслу информацию. В этой
ситуации актуальной является задача объединение в единое целое этой изначально
разрозненной информации [1,2].

Проблема интеграции информации из различных и независимых источников,
в частности объединение в единое целое разнородных баз данных (без ущерба их
независимости), является достаточно обширной. Различным её аспектам посвящено
большое количество работ на протяжении нескольких десятков лет. Среди россий-
ских публикаций по проблемам интеграции (как в плане разработки общих под-
ходов, так и в конкретной реализации в различных предметных областях) можно
назвать работы Д.В. Торшина, Л. Черняка, С. В. Кирсанова и ряда других авто-
ров [3–9]. В настоящей работе рассматриваются вопросы, связанные с интеграцией
данных в конкретной предметной области. Авторами были рассмотрены задачи, вы-
полняемые диспетчерами компаний грузоперевозок. Современные темпы развития
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этого бизнеса указывают на необходимость активного внедрения новых методов ра-
боты, соответствующих возросшим потребностям потребителей. В этой ситуации
все большее число руководителей предприятий грузоперевозок задумывается об ав-
томатизации своей компании и эффективном внедрении специализированного про-
граммного комплекса, который позволил наиболее полноценно использовать все его
функции.

Современный уровень развития техники требует от фирм — разработчиков про-
граммного обеспечения дальнейшей децентрализации, приближения к местам ре-
ализации конкретных услуг. В частности, это касается грузоперевозок. С другой
стороны, конечный потребитель хочет получить единую информационную систему,
которая позволила бы найти ту компанию, которая его устроит по всем или боль-
шинству требований.

В данной статье решается задача построения интегрированной информационной
системы, которая объединяет базы данных компаний, обеспечивающих грузопере-
возки.

2. Описание предметной области
Каждый большой бизнес, сфера деятельности которого тесно связанна с боль-

шими деньгами, будь то производство, оптовая или широка розничная сеть, строит
свой бизнес на правильно сформированной грузоперевозке. Вовремя доставленный
груз поддерживает в стабильности весь процесс бизнеса. Если на производство не
будет вовремя доставлен хоть один компонент, то все может остановиться, а вла-
делец потерпит убытки. Спрос на грузовые автомобильные перевозки определяется
динамикой и структурой изменения объёмов производства. В нашей стране около
80% общего объёма грузов перевозится автомобильным транспортом. Создание ин-
формационных систем требует детальных знаний о работе автоматизируемой пред-
метной области

Основные функции грузоперевозок:
1) легко и быстро принять заказ;
2) оказание качественной работы по перевозке груза;
3) организовать быструю погрузку и разгрузку.

Основной задачей является проектирование базы данных и построение програм-
мы, которая обеспечила бы взаимодействие с ней в режиме диалога, для диспетчеров
в компании грузоперевозок.

В представленной работе рассматриваются задачи, выполняемые диспетчерами
компании грузоперевозок. Представленная в работе информационная система обес-
печивает: хранение информации о клиентах, водителях, грузе, автомобилях, дате
заказа и маршруте.

В БД могут храниться сведения:
1) об отделениях компании (если они есть): номер отделения, адрес отделения, но-

мер телефона отделения, номер факса, ФИО начальника;
2) о машинах: гос. номер, габариты, тоннаж;
3) о водителях: номер личный, ФИО водителя, адрес водителя, номер телефона

водителя;
4) о клиентах: ФИО клиента, номер телефона клиента, адрес клиента;
5) о заказах: номер заказа, тип заказа, габариты груза, тоннаж груза, дата заказа,

пункт отправления, пункт назначения.
Ниже, на рис. 1 представлен один из вариантов концептуальной схемы базы дан-

ных «Грузоперевозки».

3. Предлагаемая схема решения
Будем предполагать, что существует несколько независимых компаний-

грузоперевозчиков (источников информации), и работа каждой из них поддержива-
ется собственной компьютерной системой с использованием некоторой СУБД. Далее
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в работе будет осуществлено создание мультибазовой (интегрированной) [1,2] систе-
мы, расположенной поверх баз данных источников с целью учёта и распределения
процессов грузоперевозок, удобства для конечного пользователя.

Рис. 1. Концептуальная схема базы данных «Грузоперевозки»

Существуют три основные технологии интеграции информации [2]:
1. Федеративные базы данных – источники независимы, но могут сообщаться меж-

ду собой для обмена информацией. Федеративные базы данных бывают эффек-
тивными при наличии малого числа источников, в противном случае возникает
необходимость поддержания большого количества связей между источниками
(для экспорта-импорта информации).

2. Хранилища данных – данные от источников на периодической основе загружа-
ются в централизованное хранилище, возможно, с предварительной обработкой
с целью приведения их в соответствие со структурой хранилища. В хранилищах
существует проблема периодической загрузки большого объёма информации с
соответствующими требованиями к ресурсам системы, кроме того, информа-
ция, полученная от хранилища, может быть несколько устаревшей (не вполне
актуальной).

3. Медиаторы – программные компоненты, принимающие запросы от пользова-
телей и затем направляющие их к соответствующим источникам, возможно, с
предварительной трансляцией; полученные ответы от источников приводятся в
соответствие со структурой медиатора, объединяются и выдаются пользовате-
лю. В медиаторах нет таких проблем, как в хранилищах, но конкретные запро-
сы к ним исполняются медленнее, чем к хранилищу. Кроме того, в медиаторах
необходимо поддерживать механизм идентификации необходимых источников.

Для потенциального клиента часто бывает важно получить все возможные вари-
анты, удовлетворяющие его запросу. Для этого следует отправить запрос в разные
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компании, соответствующие требованиям клиента. При этом для оптимизации про-
цесса поиска важно запрашивать только те источники, которые заведомо соответ-
ствуют этим требованиям и не запрашивать другие источники. Для этой цели наибо-
лее оптимальным вариантом представляется медиатор со вспомогательным храни-
лищем. Медиатор принимает запрос от пользователя и переадресует его тем источ-
никам, где может находиться нужная информация. Для определения того, к каким
источникам следует обращаться, при медиаторе создаётся «мини-хранилище», пе-
риодически закачивающее от источников информацию о количестве и параметрах
транспортных средств, которыми располагает каждая компания-источник.

4. Описание тестовой модели
Авторами были рассмотрены три источника: Ист1, Ист2, Ист3, на которых хра-

нится следующая информация в реляционных таблицах.
Ист1: Об отделениях компании: Номер отделения, Адрес отделения, Телефон

отделения, Факс отделения; О машинах: ГосНомер, Марка; О марках: ID, Назва-
ние, Габариты машины, Тоннаж машины, Цена за км; О водителях: Номер личный,
ФИО, Номер контактного телефона, Личные данные; О клиентах: ID, ФИО клиента,
Номер контактного телефона, Адрес клиента; О заказах: Номер заказа, Габариты
груза, Тоннаж груза, Дата заказа, Пункт отправления, Пункт назначения.

Ист2: О компании: Адрес, Телефон; Об автомобилях: ГосНомер, Габариты ма-
шины, Тоннаж машины, Цена за час; О шофёрах: Номер личный, ФИО шофёра,
Адрес шофёра, Номер телефона шофёра; О клиентах: ID клиента, Номер телефо-
на клиента, ФИО клиента; Об ордерах (заказах): Номер ордера, Габариты груза,
Тоннаж груза, Дата ордера, Пункт отправления, Пункт назначения.

Ист3: О филиалах: Номер филиала, Адрес филиала, Номер телефона фили-
ала; Об авто: Марка, ГосНомер авто, Габариты, Тоннаж, Цена подачи, Цена за
час; О водителях: Номер Вод. Прав, ФИО водителя, Номер телефона водителя;
О заказчиках: ID заказчика, ФИО заказчика, Номер телефона заказчика, Адрес
заказчика; О заказах: Номер заказа, Габариты груза, Тоннаж груза, Дата заказа,
Пункт отправления, Пункт назначения.

Структура медиатора (виртуальная) составляется только из следующих атрибу-
тов (наиболее существенными для конечного пользователя):

Об отделениях компании: Номер отделения, Адрес отделения, Номер телефона
отделения, Номер факса; О машинах: ГосНомер, Марка, Габариты, Тоннаж, Цена
за км, Цена за час, Цена подачи; О водителях: Номер личный, ФИО, Номер телефо-
на; О клиентах: ФИО, Номер телефона; О заказах: Номер заказа, Габариты груза,
Тоннаж груза, Дата заказа, Пункт отправления, Пункт назначения.

Некоторые поля могут содержать значение NULL.
Одними из наиболее существенных требований в клиентском заказе являются

технические характеристики машины, в частности, габариты и грузоподъёмность.
В связи с этим представляется целесообразным, чтобы по получении заказа от
клиента медиатор перенаправлял его не всем компаниям, а только тем, которые
располагают машинами в нужном количестве и с нужными характеристиками. С
этой целью предлагается устроить вспомогательное хранилище при медиаторе, со-
держащее информацию об имеющихся машинах и их характеристиках у каждой
из компаний-источников. Оно представляет собой таблицу «АвтоНаИсточниках» с
колонками: ID_Источника, ГосНомер машины, Габариты, Грузоподъёмность (тон-
наж). Поскольку обновления машинного парка в компаниях происходит не часто,
представляются два варианта обновления вспомогательного хранилища:
1) каждая компания при обновлении своего автопарка информирует об этом адми-

нистратора интегрированной системы;
2) поддерживается специальное приложение, которое при каждом таком обновлении

автоматически их переносит на хранилище при медиаторе [2].
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Для трансляции запросов на источник медиатор поддерживает таблицу соот-
ветствия с 12 колонками (см. табл. 1): Медиатор.Таблица, Медиатор.Атрибут, Ме-
диатор.Тип, Ист1.Таблица, Ист1.Атрибут, Ист1.Тип, Ист2.Таблица, Ист2.Атрибут,
Ист2.Тип, Ист3.Таблица, Ист3.Атрибут, Ист.3.Тип. В целях экономии места приве-
дём её сокращённый вариант с 8 колонками — без типов атрибутов.

При медиаторе также поддерживается таблица «Sources» (см. табл. 2), содержа-
щая наименования и сетевые адреса источников.

Таблица 2
Таблица «Sources»

IdSource Source
Name

Адрес в
сети

DB1 . . . . . .
DB2 . . . . . .
DB3 . . . . . .

Список запросов в интегрированной системе, предлагаемый для конечного поль-
зователя:

1. Выдаются номера телефона отделений и их адреса, марки и модели машин,
цена.

2. Вводятся габариты и тоннаж груза. Выдаются телефонные номера, номера фак-
сов и адреса отделений, типы машин, цены. Если клиента устраивают условия
какой-либо из компаний, он может с ней связаться и сделать заказ. Сюда же воз-
можно встроить дополнительное приложение, позволяющее по заданным пунк-
там отправления и назначения вычислять расстояние между ними (как, напри-
мер, на сайте www.avtodispetcher.ru) и предполагаемую цену заказа (в случае,
когда цена завязана с расстоянием).

3. Вводятся ФИО и номер телефона клиента. Выдаётся все информация о заказах,
сделанных клиентом.

При поступлении запроса медиатору сначала происходит формирование вспомо-
гательного запроса хранилищу, выявляющего, какие компании-источники распола-
гают машинами, соответствующими требованиям, указанным в запросе. Далее этот
запрос перенаправляется выявленным источникам.

Рассмотрим для примера второй запрос из списка как наиболее популярный. Его
SQL-код может выглядеть следующим образом:

SELECT Отделение.[Номер отделения], Отделение.[Адрес отделения],
Отделение.[Номер телефона отделения], Отделение.[Номер факса],
Машина.Марка, Машина.Габариты, Машина.Тоннаж,
Машина.[Цена за км], Машина.[Цена за час], Машина.[Цена подачи]

FROM Отделение, Машина
WHERE Машина.[Габариты машины]>=[Габариты груза]

AND Машина.[Тоннаж машины]>=[Тоннаж груза]
AND Отделение.[Номер отделения]=Машина.[Номер отделения]

Габариты груза и Тоннаж груза вводятся пользователем в форму-интерфейс при
запуске запроса. Опишем технологию его исполнения.

На первом этапе, исходя из предложения WHERE исходного запроса, формируется
вспомогательный запрос, адресованный таблице «АвтоНаИсточниках» хранилища.
Отсеиваются источники, которые не располагают машинами с нужными характери-
стиками:

SELECT ID_Источника
FROM АвтоНаИсточниках
WHERE АвтоНаИсточниках.Габариты>=[Габариты груза]
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AND АвтоНаИсточниках.Грузоподъёмность>=[Тоннаж груза]
Результаты записываются во временную таблицу «SourcesQuery».
На втором этапе происходит обращение с исходным запросом к каждому из най-

денных на первом этапе источникам (по их сетевым адресам), указанным в таблице
«SourcesQuery»). При этом для каждого источника SQL-код исходного запроса с по-
мощью таблицы соответствия преобразуется к виду, который данный источник будет
способен воспринять. В случае отсутствия на источнике какого-либо из атрибутов,
указанных в предложении SELECT исходного кода, в преобразованной формуле, ад-
ресованной этому источнику, он не указывается. К примеру, для источника Ист1
преобразованный код будет выглядеть следующим образом:

SELECT Отделение.[Номер отделения],
Отделение.[Адрес отделения], Отделение.[Телефон отделения],
Отделение.[Факс отделения], Марка.Название,
Марка.[Габариты машины], Марка.[Тоннаж машины],
Марка.[Цена за км]

FROM Отделение, Машина, Марка
WHERE Марка.[Габариты машины]>=[Габариты груза]

AND Марка.[Тоннаж машины]>=[Тоннаж груза]
AND Отделение.[Номер отделения]=Машина.[Номер отделения]

Предполагается, что при исполнении этого SQL-кода на источнике будет учтена
связь таблиц «Машина» и «Марка» и предложение WHERE дополнится условием
Машина.Марка=Марка.ID.

На третьем этапе медиатор получает все ответы от источников и производит их
обратное преобразование к структуре медиатора. После этого каждый ответ допол-
няется необходимыми полями с информацией об источниках (грузоперевозчиках),
все ответы объединяются и выдаются пользователю.

5. Заключение
В ходе решения поставленной задачи была построена интегрированная информа-

ционная система, объединяющая базы данных компаний-грузоперевозчиков. Смоде-
лированы три источника данных. Выделены информационные объекты базы данных
и определены их атрибуты. Разработана логическая структура медиатора, таблицы
соответствий и структура вспомогательного хранилища. Описан ход исполнения од-
ного из типовых пользовательских запросов к интегрированной системе. Примене-
ние разработанной интегрированной системы позволит компаниям привлечь новых
клиентов, сократить издержки производства и увеличить прибыть за счёт сокраще-
ния длительности оформления заказа и уменьшения затрат на привлечение компе-
тентного персонала.
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The task of integrating information contained in databases of various companies that provide
cargo carriers is considered in the article. It is assumed that these companies are independent
and each of them maintains its own database about its employees, customers, number and pa-
rameters of carries, services and orders. The article simulates three such independent databases
(information sources) and describes a scheme for constructing an integrated system based on
them, in particular, for the convenience of customers when searching for carriers with the neces-
sary parameters (dimensions and load-carrying capacity). To solve this problem, it is proposed
to use an approach combining the advantages of mediator and data repository technologies. It
is assumed that all sources have similar conceptual schemes, but they have their own specific
characteristics. In particular, there may be different names of tables and attributes in differ-
ent sources and different distribution of attributes throw tables. Certain attributes may also
be absent at some sources. We construct correspondence tables and a mediator that translate
user queries to the sources. To identify the necessary sources, a small auxiliary repository is
maintained that contains information about the parameters of the carriers that each source has.
The user of the integrated system enters data on the weight and dimensions of his cargo, then,
using the information of the repository, the system determines the appropriate trucking compa-
nies to which the user request is broadcast. After combining all the answers that came from the
sources, the client receives full information with a list of suitable companies, prices and other
conditions for the execution of the order.
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