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1. Введение
Термин «гипергеометрический» был впервые использован Уолисом в 1655 го-

ду в его работе «Arithmetrica Infinitorm». Хорошо известен гипергеометрический
ряд одной переменной 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧), который был введён и изучен Гауссом в его те-
зисах, представленных в Геттингене в 1812 году. Аппель и Кампе де Ферье (1880)
ввели и изучили гипергеометрические функции двух переменных типа 𝐹1 − 𝐹4.
Приведём пример одной из этих функций.

𝐹1(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3; 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑚1,𝑚2=0

(𝑎1)𝑚1+𝑚2(𝑎2)𝑚1(𝑎3)𝑚2

𝑚1!𝑚2!(𝑐)𝑚1+𝑚2

𝑧𝑚1
1 𝑧𝑚2

2 .

Горн более детально исследовал все гипергеометрические функции двух пере-
менных в 1889, 1931 и 1938 годах, изучая соответствующие гипергеометрические
уравнения второго порядка в частных производных двух переменных. Им были
найдены 10 гипергеометрических функций двух переменных 𝐺1 − 𝐺3, 𝐻1 − 𝐻7.
Например, 𝐻5 имеет вид

𝐻5(𝑎1, 𝑎2; 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) =
∞∑︁

𝑚1,𝑚2=0

(𝑎1)2𝑚1+𝑚2(𝑎2)𝑚2−𝑚1

𝑚1!𝑚2!(𝑐)𝑚2

𝑧𝑚1
1 𝑧𝑚2

2 .

Гипергеометрические ряды трёх переменных были изучены Горном, ряды от
𝑛 переменных — Лауричеллой. Им получено семейство функций 𝐹𝑛𝐴, 𝐹

𝑛
𝐵, 𝐹

𝑛
𝐶 , 𝐹

𝑛
𝐷.

Выпишем явный вид одной их этих функций

𝐹 𝑘𝐵(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘; 𝑐; 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘) =

=

∞∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑘=0

(𝑎1)𝑚1 . . . (𝑎𝑘)𝑚𝑘
(𝑏1)𝑚1 . . . (𝑏𝑘)𝑚𝑘

𝑚1! . . .𝑚𝑘!(𝑐)𝑚1+...+𝑚𝑘

𝑧𝑚1
1 . . . 𝑧𝑚𝑘

𝑘 .

Экстон (1972,1973) определил и изучил двадцать шесть гипергеометрических
функций четырёх переменных типа 𝐾1 −𝐾21, 𝐷1 −𝐷5, которые являются обоб-
щением функций Горна.

Гельфанд и Граев [1], проанализировав различные, ранее определённые, гипер-
геометрические функции, развили новый подход к их теории. В частности, при
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определении гипергеометрических функций дифференциальные уравнения заме-
няются системами линейных соотношений между функцией, её первыми частны-
ми производными и сдвигами функции по параметрам.

Ещё один подход был развит в работах G. Heckman и E. Opdam [2]. Он основан
на установлении связи систем корней полупростых алгебр Ли с гипергеометриче-
скими функциями.

Основным объектом конформной теории поля являются корреляционные функ-
ции. Эти функции связаны также с гипергеометрическими интегралами [3, 4]. В
частности четырёхточечный коррелятор, содержащий конформный оператор вто-
рого порядка, задаётся интегралом

𝐼(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) =

∫︁
𝐶

𝑡𝑎(𝑡− 1)𝑏(𝑡− 𝑧)𝑐d𝑡,

для которого контур интегрирования 𝐶 должен быть выбран подходящим обра-
зом так, чтобы он охватывал точки 0, 1,∞.

В работе [3] В.С. Доценко и В.А. Фатеев рассматривают и подробно изучают
интеграл

𝐼(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑔; 𝑧) =

∫︁
𝐶1

∫︁
𝐶2

𝑡𝑎1(𝑡1 − 1)𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(𝑡2 − 1)𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐(𝑡1 − 𝑡2)
𝑔d𝑡1d𝑡2.

Предполагается, что мы можем интегрировать по частям, и концы контуров 𝐶1 и
𝐶2 при этом не дают вклада. Иными словами, предполагается, что интегралы все-
гда сходятся. Эта работа в последнее время привела к возникновению большого
количества работ, в которых решаются физические задачи, основанные на свой-
ствах этого интеграла [5,6]. В [3] приведено подробное описание корреляционных
функций, найдено дифференциальное уравнение третьего порядка, решением ко-
торого является приведённый выше интеграл. В [4] изучается четырёхточечный
коррелятор, его интегральное представление.

В настоящей работе изучается более высокомерный аналог интеграла Доценко–
Фатеева, который также востребован в физике, а именно интеграл следующего
типа

𝐼(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑔; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑔; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑔; 𝑧) ≡ 𝐼(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑔; 𝑧) =

=

∫︁
𝐶1

∫︁
𝐶2

∫︁
𝐶3

𝑡𝑎1(𝑡1 − 1)𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(𝑡2 − 1)𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎3(𝑡3 − 1)𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3,

который является интегральным представлением конформной функции, связан-
ной с коррелятором четвёртого порядка. Получено линейное дифференциальное
уравнение четвёртого порядка, решением которого является рассматриваемый ин-
теграл. Также получено разложение линейно независимых решений уравнения в
окрестности особых точек, которое представлено в виде схемы Римана.

2. Дифференциальное уравнение для четырёхточечного
коррелятора

В настоящем разделе будет получено обыкновенное дифференциальное урав-
нение, которому удовлетворяет многозначно-аналитическая функция переменной
𝑧 вида
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𝐶1

∫︁
𝐶2

∫︁
𝐶3

𝑡𝑎1(𝑡1 − 1)𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(𝑡2 − 1)𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎3(𝑡3 − 1)𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3. (1)

Для вывода этого уравнения используется метод неопределённых коэффициен-
тов. Предполагается, что оно имеет вид

𝐼(𝐼𝑉 ) +

(︂
𝐾1

𝑧 − 1
+
𝐾2

𝑧

)︂
𝐼 ′′′ +

(︂
𝐿1

(𝑧 − 1)2
+
𝐿2

𝑧2
+

𝐿3

𝑧(𝑧 − 1)

)︂
𝐼 ′′+

+

(︂
𝑀1

𝑧(𝑧 − 1)2
+

𝑀2

𝑧2(𝑧 − 1)
+
𝑀3

𝑧3
+

𝑀4

(𝑧 − 1)3

)︂
𝐼 ′+

+

(︂
𝑃1

𝑧3(𝑧 − 1)
+

𝑃2

𝑧2(𝑧 − 1)2
+

𝑃3

𝑧(𝑧 − 1)3

)︂
𝐼 = 0. (2)

Это гипотетическое уравнение имеет особые точки 𝑧 = 0, 1 и возможно 𝑧 = ∞
(в зависимости от его коэффициентов). Исследование начинается с получения
уравнения в окрестности особой точки 𝑧 = 0. Разложим интеграл (1) в ряд по
степеням 𝑧 вида

𝐼(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑔; 𝑧) = 𝑧𝜆
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛.

После дифференцирования этого ряда необходимое количество раз подставим его
в (2), после чего соберём члены при одинаковых степенях 𝑧. В частности, вы-
пишем коэффициенты при 𝑧𝜆. В результате получим следующее рекуррентное
соотношение, связывающее 𝑎0 и 𝑎1:

− [(𝜆+ 1)(𝜆)(𝜆− 1)(𝜆− 2) + (𝜆+ 1)(𝜆)(𝜆− 1)𝐾2 + (𝜆+ 1)𝜆𝐿2 + (𝜆+ 1)𝑀3] ·𝑎1+
+ [3𝜆(𝜆− 1)(𝜆− 2)(𝜆− 3) + 𝜆(𝜆− 1)(𝜆− 2)(𝐾1 + 3𝐾2)+

+ 𝜆(𝜆− 1)(3𝐿2 + 𝐿3) + 𝜆(𝑀2 + 3𝑀3) + 𝑃1] · 𝑎0 = 0. (3)

Выбираем в качестве линейно независимых решений гипотетического диффе-
ренциального уравнения (2) следующие четыре интеграла см. [7, 8]

𝐼01 =

∞∫︁
1

∞∫︁
1

∞∫︁
1

𝑡𝑎1(𝑡1 − 1)𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(𝑡2 − 1)𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎3(𝑡3 − 1)𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, (4)

𝐼02 =

∞∫︁
1

∞∫︁
1

𝑧∫︁
0

𝑡𝑎1(𝑡1 − 1)𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(𝑡2 − 1)𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎3(1− 𝑡3)
𝑏(𝑧 − 𝑡3)

𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧𝑎+𝑐+1

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, (5)
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𝐼03 =

∞∫︁
1

𝑧∫︁
0

𝑧∫︁
0

𝑡𝑎1(𝑡1 − 1)𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(1− 𝑡2)
𝑏(𝑧 − 𝑡2)

𝑐𝑡𝑎3(1− 𝑡3)
𝑏(𝑧 − 𝑡3)

𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧2𝑎+2𝑐+𝑔+2

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, (6)

𝐼04 =

𝑧∫︁
0

𝑧∫︁
0

𝑧∫︁
0

𝑡𝑎1(1− 𝑡1)
𝑏(𝑧 − 𝑡1)

𝑐𝑡𝑎2(1− 𝑡2)
𝑏(𝑧 − 𝑡2)

𝑐𝑡𝑎3(1− 𝑡3)
𝑏(𝑧 − 𝑡3)

𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧3𝑎+3𝑐+3𝑔+3

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛. (7)

Для нахождения коэффициентов 𝐾𝑖, 𝐿𝑖,𝑀𝑖, 𝑃𝑖 уравнения (2) необходимо со-
ставить 12 линейных уравнений. Напишем первые четыре уравнения. Для этого
воспользуемся рекуррентным соотношением (3), где 𝜆, 𝑎1, 𝑎0 находятся из (4), (5),
(6), (7) с помощью формул Сельберга и Аомото [9], а также соответствующей за-
мены переменных. Формула Сельберга

𝑆𝑛(𝛼, 𝛽, 𝛾) =

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑡𝛼−1
𝑖 (1− 𝑡𝑖)

𝛽−1
∏︁

16𝑖<𝑗6𝑛

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑗)
2𝛾d𝑡1 . . . d𝑡𝑛 =

=

𝑛−1∏︁
𝑗=0

Γ(𝛼+ 𝑗𝛾)Γ(𝛽 + 𝑗𝛾)Γ(1 + (𝑗 + 1)𝛾)

Γ(𝛼+ 𝛽 + (𝑛+ 𝑗 − 1)𝛾)Γ(1 + 𝛾)
,

где Γ — гамма функция. Формула Аомото

𝑆𝑛(𝛼, 𝛽, 𝛾) =

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

(︃
𝑘∏︁
𝑖=1

𝑡𝑖

)︃
𝑛∏︁
𝑖=1

𝑡𝛼−1
𝑖 (1− 𝑡𝑖)

𝛽−1
∏︁

16𝑖<𝑗6𝑛

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑗)
2𝛾d𝑡1 . . . d𝑡𝑛 =

= 𝑆𝑛(𝛼, 𝛽, 𝛾)

𝑘∏︁
𝑗=1

𝛼+ (𝑛− 𝑗)𝛾

𝛼+ 𝛽 + (2𝑛− 𝑗 − 1)𝛾
.

Сначала рассмотрим интеграл (4). Введём замену переменных 𝑡1 =
1

𝑢1
, 𝑡2 =

1

𝑢2
, 𝑡3 =

1

𝑢3
, якобиан замены равен 𝐽 = −d𝑢1d𝑢2d𝑢3

𝑢21𝑢
2
2𝑢

2
3

. Тогда интеграл принимает
вид

𝐼01 =

1∫︁
0

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑢−𝑎−𝑏−𝑐−2𝑔−2
1 (1− 𝑢1)

𝑏(1− 𝑢1𝑧)
𝑐𝑢−𝑎−𝑏−𝑐−2𝑔−2

2 (1− 𝑢2)
𝑏(1− 𝑢2𝑧)

𝑐×

× 𝑢−𝑎−𝑏−𝑐−2𝑔−2
3 (1− 𝑢3)

𝑏(1− 𝑢3𝑧)
𝑐(𝑢2 − 𝑢1)

𝑔(𝑢3 − 𝑢1)
𝑔(𝑢3 − 𝑢2)

𝑔d𝑢1d𝑢2d𝑢3.

Разлагая в ряд произведение (1− 𝑢1𝑧)
𝑐(1− 𝑢2𝑧)

𝑐(1− 𝑢3𝑧)
𝑐, получаем
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1∫︁
0

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑢−𝑎−𝑏−𝑐−2𝑔−2
1 (1− 𝑢1)

𝑏𝑢−𝑎−𝑏−𝑐−2𝑔−2
2 (1− 𝑢2)

𝑏×

× 𝑢−𝑎−𝑏−𝑐−2𝑔−2
3 (1− 𝑢3)

𝑏(𝑢2 − 𝑢1)
𝑔(𝑢3 − 𝑢1)

𝑔(𝑢3 − 𝑢2)
𝑔×

×
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

(−𝑐)𝑚(−𝑐)𝑛(−𝑐)𝑘
𝑚!𝑛!𝑘!

𝑢𝑚1 𝑢
𝑛
2𝑢

𝑘
3𝑧
𝑚+𝑛+𝑘d𝑢1d𝑢2d𝑢3, (8)

где (𝑎)𝑛 = 𝑎(𝑎+ 1) . . . (𝑎+ 𝑛− 1), (𝑎)0 = 1.
Найдём коэффициент 𝑎0, т.е. член с 𝑚,𝑛, 𝑘 = 0. Получаем

𝑎0 =
Γ(−𝑎− 𝑏− 𝑐− 2𝑔 − 1)Γ(𝑏+ 1)

Γ(−𝑎− 𝑐− 𝑔)
×

× Γ(−𝑎− 𝑏− 𝑐− 3𝑔/2− 1)Γ(𝑏+ 𝑔/2 + 1)Γ(𝑔 + 1)

Γ(−𝑎− 𝑐− 𝑔/2)Γ(1 + 𝑔/2)
×

× Γ(−𝑎− 𝑏− 𝑐− 𝑔 − 1)Γ(𝑏+ 𝑔 + 1)Γ(1 + 3𝑔/2)

Γ(−𝑎− 𝑐)Γ(𝑔/2 + 1)
.

Теперь найдём коэффициент 𝑎1. Тогда в (8) рассматриваем члены с индексами
𝑚 = 1, 𝑛 = 0, 𝑘 = 0 или 𝑚 = 0, 𝑛 = 1, 𝑘 = 0 или 𝑚 = 0, 𝑛 = 0, 𝑘 = 1. Имеем

𝑎1 = −3𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑔 + 1)

𝑎+ 𝑐
𝑎0.

Как видно из разложения (8) 𝜆 = 0, также можно положить 𝑎0 = 1. В резуль-
тате нашли 𝑎0, 𝑎1, 𝜆, которые необходимо подставить в (3) и записать первое из
12 уравнение для определения коэффициентов в (2). Оно принимает вид

3𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑔 + 1)

𝑎+ 𝑐
𝑀3 + 𝑃1 = 0.

Затем необходимо по той же схеме изучить интеграл (5) и в результате по-
лучить 𝜆, 𝑎0, 𝑎1, подставив которые в (3), получить второе уравнение из 12. Ана-
логично поступаем с (6), (7). В результате получим 4 уравнения из 12, которые
имеют вид

[(𝑎+ 𝑐+ 2)(𝑎+ 𝑐+ 1)(𝑎+ 𝑐)(𝑎+ 𝑐− 1) + (𝑎+ 𝑐+ 2)(𝑎+ 𝑐+ 1)(𝑎+ 𝑐)𝐾2+

+ (𝑎+ 𝑐+ 2)(𝑎+ 𝑐+ 1)𝐿2 + (𝑎+ 𝑐+ 2)𝑀3]×

×
(︂
𝑐(2𝑎+ 2𝑏+ 2𝑐+ 3𝑔 + 2)

𝑎+ 𝑐+ 𝑔)
+

𝑏(𝑎+ 1)

𝑎+ 𝑐+ 2
+
𝑔(𝑎+ 1)(2𝑎+ 2𝑏+ 2𝑐+ 3𝑔 + 2)

(𝑎+ 𝑐+ 2)(𝑎+ 𝑐+ 𝑔)

)︂
+

+3(𝑎+ 𝑐+1)(𝑎+ 𝑐)(𝑎+ 𝑐− 1)(𝑎+ 𝑐− 2) + (𝑎+ 𝑐+1)(𝑎+ 𝑐)(𝑎+ 𝑐− 1)(𝐾1 +3𝐾2)+

+ (𝑎+ 𝑐+ 1)(𝑎+ 𝑐)(3𝐿2 + 𝐿3) + (𝑎+ 𝑐+ 1)(𝑀2 + 3𝑀3) + 𝑃1 = 0,

[(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 3)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 2)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔)+

+ (2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 3)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 2)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)𝐾2+

+ (2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 3)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 2)𝐿2 + (2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 3)𝑀3]×

×
(︂
𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 2𝑔 + 1)

𝑎+ 𝑐+ 2𝑔)
+
𝑏(2𝑎+ 𝑔 + 2)

𝑎+ 𝑐+ 𝑔 + 2
+
𝑔(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 2𝑔 + 1)(2𝑎+ 𝑔 + 2)

(𝑎+ 𝑐+ 2𝑔)(𝑎+ 𝑐+ 𝑔 + 2)

)︂
+
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+ 3(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 2)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 − 1)+

+ (2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 2)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔)(𝐾1 + 3𝐾2)+

+(2𝑎+2𝑐+𝑔+2)(2𝑎+2𝑐+𝑔+1)(3𝐿2+𝐿3)+(2𝑎+2𝑐+𝑔+2)(𝑀2+3𝑀3)+𝑃1 = 0,

[(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 4)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 3)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)+

+ (3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 4)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 3)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2)𝐾2+

+ (3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 4)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 3)𝐿2 + (3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 4)𝑀3] ·
3𝑏(𝑎+ 𝑔 + 1)

𝑎+ 𝑐+ 2𝑔 + 2
+

+ 3(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 3)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔)+

+ (3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 3)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)(𝐾1 + 3𝐾2)+

+(3𝑎+3𝑐+3𝑔+3)(3𝑎+3𝑐+3𝑔+2)(3𝐿2+𝐿3)+(3𝑎+3𝑐+3𝑔+3)(𝑀2+3𝑀3)+𝑃1 = 0.

Следующий шаг — аналогичное исследование интегралов в окрестности особой
точки 𝑧 = 1 и 𝑧 = ∞. Как и при исследовании гипергеометрических уравнений
в окрестности особой точки 𝑧 = 1, сделаем замену переменных в (2) следующим
образом: 𝑧1 = 1− 𝑧. Тогда уравнение (2) принимает вид(︀

𝑧61 − 3𝑧51 + 3𝑧41 − 𝑧31
)︀
𝐼(𝐼𝑉 )+

+
(︀
(𝐾1 +𝐾2)𝑧

5
1 − (3𝐾1 + 2𝐾2)𝑧

4
1 + (3𝐾1 +𝐾2)𝑧

3
1 −𝐾1𝑧

2
1)
)︀
𝐼 ′′′+

+
(︀
(𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3)𝑧

4
1 − (3𝐿1 + 𝐿2 + 2𝐿3)𝑧

3
1 + (3𝐿1 + 𝐿3)𝑧

2
1 − 𝐿1𝑧1

)︀
𝐼 ′′+

+
(︀
(𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑀4)𝑧

3
1 − (2𝑀1 +𝑀2 + 3𝑀4)𝑧

2
1 + (3𝑀4 +𝑀1)𝑧1 −𝑀4

)︀
𝐼 ′+

+
(︀
(𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3)𝑧

2
1 − (2𝑃1 + 𝑃2)𝑧

2
1 + 𝑃3

)︀
𝐼 = 0. (9)

Рекуррентное соотношение, аналогичное (3), в этом случае принимает вид

− [(𝜆+ 1)(𝜆)(𝜆− 1)(𝜆− 2) + (𝜆+ 1)(𝜆)(𝜆− 1)𝐾1 + (𝜆+ 1)𝜆𝐿1 + (𝜆+ 1)𝑀4] ·𝑎1+
+ [3𝜆(𝜆− 1)(𝜆− 2)(𝜆− 3) + 𝜆(𝜆− 1)(𝜆− 2)(𝐾2 + 3𝐾1)+

+ 𝜆(𝜆− 1)(3𝐿1 + 𝐿3) + 𝜆(𝑀1 + 3𝑀4) + 𝑃3] · 𝑎0 = 0. (10)

Роль интегралов (4), (5), (6), (7) выполняют следующие линейно независимые
интегралы

𝐼11 =

∞∫︁
0

∞∫︁
0

∞∫︁
0

(−𝑡1)𝑎(1− 𝑡1)
𝑏(𝑧1 − 𝑡1)

𝑐(−𝑡2)𝑎(𝑧 − 𝑡2)
𝑏(𝑧1 − 𝑡2)

𝑐×

× (−𝑡3)𝑎(1− 𝑡3)
𝑏(𝑧1 − 𝑡3)

𝑐(𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛
1 ,

𝐼12 =

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑧∫︁
1

(−𝑡1)𝑎(1− 𝑡1)
𝑏(𝑧 − 𝑡1)

𝑐(−𝑡2)𝑎(1− 𝑡2)
𝑏(𝑧 − 𝑡2)

𝑐×

× 𝑡𝑎3(1− 𝑡3)
𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐(𝑡1 − 𝑡2)

𝑔(𝑡3 − 𝑡1)
𝑔(𝑡3 − 𝑡2)

𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧𝑏+𝑐+1
1

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛
1 ,
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𝐼13 =

∞∫︁
0

𝑧∫︁
1

𝑧∫︁
1

(−𝑡1)𝑎(1− 𝑡1)
𝑏(𝑧 − 𝑡1)

𝑐𝑡𝑎2(1− 𝑡2)
𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐×

× 𝑡𝑎3(1− 𝑡3)
𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐(𝑡2 − 𝑡1)

𝑔(𝑡3 − 𝑡1)
𝑔(𝑡2 − 𝑡3)

𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧2𝑏+2𝑐+𝑔+2
1

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛
1 ,

𝐼14 =

𝑧∫︁
1

𝑧∫︁
1

𝑧∫︁
1

𝑡𝑎1(1− 𝑡1)
𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(1− 𝑡2)

𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎3×

× (1− 𝑡3)
𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐(𝑡1 − 𝑡2)

𝑔(𝑡1 − 𝑡3)
𝑔(𝑡2 − 𝑡3)

𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧3𝑏+3𝑐+3𝑔+3
1

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛
1 .

Раскладывая каждый интеграл в ряд, находим коэффициенты разложения 𝑎0, 𝑎1
и показатель степени 𝜆, где положим 𝑎0 = 1. Далее подставляем эти выражения
в (9) и получаем ещё 4 уравнения из 12. Осталось найти последние 4 уравнения.
Для этого необходимо рассмотреть особую точку 𝑧 = ∞.

Введём в уравнении (2) замену переменной 𝑧1 =
1

𝑧
, после чего уравнение при-

нимает вид(︀
𝑧21 − 3𝑧31 + 3𝑧41 − 𝑧51

)︀
𝐼(𝐼𝑉 ) +

[︁
(𝐾2 − 12)𝑧41 + (36−𝐾1 − 3𝐾2)𝑧

3
1+

+ (2𝐾1 + 3𝐾2 − 36)𝑧21 + (12−𝐾1 −𝐾2)𝑧1

]︁
𝐼 ′′′+

+
[︁
(6𝐾2 − 𝐿2 − 36)𝑧31 ++(3𝐿2 + 𝐿3 − 6𝐾1 − 18𝐾2 + 108)𝑧21+

+ (12𝐾1 + 18𝐾2 − 𝐿1 − 3𝐿2 − 2𝐿3 − 108)𝑧1+

+ (𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3 − 6𝐾1 − 6𝐾2 + 36)
]︁
𝐼 ′′+

+
[︁
(6𝐾2 − 2𝐿2 +𝑀3 − 24)𝑧21 + (6𝐿2 + 2𝐿3 − 6𝐾1 − 18𝐾2 −𝑀2 − 3𝑀3 + 72)𝑧1+

+ (12𝐾1 + 18𝐾2 − 2𝐿1 − 6𝐿2 − 4𝐿3 +𝑀1 + 2𝑀2 + 3𝑀3 − 72)+

+ (2𝐿1 + 2𝐿2 + 2𝐿3 − 6𝐾1 − 6𝐾2 −𝑀1 −𝑀2 −𝑀3 −𝑀4 + 24)
1

𝑧1

]︁
𝐼 ′+

+
[︁
(𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3)

1

𝑧21
− (2𝑃1 + 𝑃2)

1

𝑧1
+ 𝑃1

]︁
𝐼 = 0. (11)

Рекуррентные соотношения между 𝑎0 и 𝑎1:[︁
(𝜆+ 1)(𝜆)(𝜆− 1)(𝜆− 2) + (𝜆+ 1)(𝜆)(𝜆− 1)(12−𝐾1 −𝐾2)+

(𝜆+ 1)𝜆(𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3 − 6𝐾1 − 6𝐾2 + 36)+

+ (𝜆+ 1)(2𝐿1 + 2𝐿2 + 2𝐿3 − 6𝐾1 + 6𝐾2 −𝑀1 −𝑀2 −𝑀3 −𝑀4 + 24)+

+ 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3)
]︁
· 𝑎1+

+
[︁
−3(𝜆(𝜆− 1)(𝜆− 2)(𝜆− 3) + 𝜆(𝜆− 1)(𝜆− 2)(2𝐾1 + 3𝐾2 − 36)+

+ 𝜆(𝜆− 1)(12𝐾1 + 18𝐾2 − 𝐿1 − 3𝐿2 − 2𝐿3 − 108)+
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+𝜆(12𝐾1+18𝐾2−2𝐿1−6𝐿2−4𝐿3+𝑀1+2𝑀2+3𝑀3−72)− (2𝑃1+𝑃2)
]︁
·𝑎0 = 0.

(12)

Линейно независимые интегралы записываем в виде

𝐼∞1 =

1∫︁
0

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑡𝑎1(1− 𝑡1)
𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(1− 𝑡2)

𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎3(1− 𝑡3)
𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = (−𝑧1)−3𝑐

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛
1 ,

𝐼∞2 =

1∫︁
0

1∫︁
0

∞∫︁
𝑧

𝑡𝑎1(1− 𝑡1)
𝑏(𝑧 − 𝑡1)

𝑐𝑡𝑎2(1− 𝑡2)
𝑏(𝑧 − 𝑡2)

𝑐𝑡𝑎3(𝑡3 − 1)𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡3 − 𝑡1)

𝑔(𝑡3 − 𝑡2)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧−𝑎−𝑏−3𝑐−2𝑔−1

1

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛
1 ,

𝐼∞3 =

1∫︁
0

∞∫︁
𝑧

∞∫︁
𝑧

𝑡𝑎1(1− 𝑡1)
𝑏(𝑧 − 𝑡1)

𝑐𝑡𝑎2(𝑡2 − 1)𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎3(𝑡3 − 1)𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐×

× (𝑡2 − 𝑡1)
𝑔(𝑡3 − 𝑡1)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧−2𝑎−2𝑏−3𝑐−2𝑔−2

1

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛
1 ,

𝐼∞4 =

∞∫︁
𝑧

∞∫︁
𝑧

∞∫︁
𝑧

𝑡𝑎1(𝑡1 − 1)𝑏(𝑡1 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎2(𝑡2 − 1)𝑏(𝑡2 − 𝑧)𝑐𝑡𝑎3(𝑡3 − 1)𝑏(𝑡3 − 𝑧)𝑐×

× (𝑡1 − 𝑡2)
𝑔(𝑡1 − 𝑡3)

𝑔(𝑡2 − 𝑡3)
𝑔d𝑡1d𝑡2d𝑡3 = 𝑧−3𝑎−3𝑏−3𝑐−3𝑔−3

1

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛
1 .

Проделывая аналогичные выкладки, получим ещё четыре уравнения. Далее,
решая систему из 12 найденных уравнений относительно коэффициентов в (2),
получаем следующий результат

𝐾1 = −4𝑔 − 6𝑏− 6𝑐,

𝐾2 = −4𝑔 − 6𝑎− 6𝑐,

𝐿1 = 4(𝑏+ 𝑐)(2𝑏+ 2𝑐+ 3𝑔 + 1) + 𝑔(3𝑔 + 1) + (𝑏+ 𝑐)(3𝑏+ 3𝑐+ 𝑔),

𝐿2 = 4(𝑎+ 𝑐)(2𝑎+ 2𝑐+ 3𝑔 + 1) + 𝑔(3𝑔 + 1) + (𝑎+ 𝑐)(3𝑎+ 3𝑐+ 𝑔),

𝐿3 = 6(𝑏+ 𝑐)(2𝑎+ 2𝑐+ 3𝑔) + 6(𝑎+ 𝑐)(2𝑏+ 2𝑐+ 3𝑔) + 5𝑔(3𝑔 + 1)−
− 2(𝑎+ 𝑐)(𝑏+ 𝑐) + 10𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑔 + 1),

𝑀1 = 2(𝑏− 𝑎)(𝑏+ 𝑐)(3𝑏+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)− 3(𝑏+ 𝑐)(2𝑏+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(𝑎+ 𝑐+ 𝑔)+
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+ (3𝑐− 1)(𝑏+ 𝑐− 1)(3𝑏+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)(2𝑎+ 2𝑏+ 2𝑐+ 3𝑔 + 2)−
− 3(𝑏+ 𝑐)(𝑐+ 𝑔)(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 2𝑔 + 1) + (3𝑏+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)(𝑎+ 𝑔 + 1)(3𝑔 + 2)(𝑐− 1)−

− 3𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑔 + 1)(2𝑏+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(3𝑏+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2),

𝑀2 = 2(𝑎− 𝑏)(𝑎+ 𝑐)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)− 3(𝑎+ 𝑐)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(𝑏+ 𝑐+ 𝑔)+

+ (3𝑐− 1)(𝑎+ 𝑐− 1)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)(2𝑎+ 2𝑏+ 2𝑐+ 3𝑔 + 2)−
− 3(𝑎+ 𝑐)(𝑐+ 𝑔)(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 2𝑔 + 1) + (3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)(𝑏+ 𝑔 + 1)(3𝑔 + 2)(𝑐− 1)−

− 3𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑔 + 1)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2),

𝑀3 = −(𝑎+ 𝑐)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2),

𝑀4 = −(𝑏+ 𝑐)(2𝑏+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(3𝑏+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2),

𝑃1 = 3𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑔 + 1)(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2),

𝑃2 = 3𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑔 + 1)
[︀
(2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(3𝑏+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1)+

+ (2𝑏+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 1) + 3(𝑐+ 𝑔)(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 2𝑔 + 1)
]︀
,

𝑃3 = 3𝑐(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑔 + 1)(2𝑏+ 2𝑐+ 𝑔 + 1)(3𝑏+ 3𝑐+ 3𝑔 + 2).

Таким образом доказана следующая теорема.

Теорема 1. Функция (1) является решением линейного дифференциального
уравнения четвёртого порядка вида

𝐼(𝐼𝑉 ) +

(︂
𝐾1

𝑧 − 1
+
𝐾2

𝑧

)︂
𝐼 ′′′ +

(︂
𝐿1

(𝑧 − 1)2
+
𝐿2

𝑧2
+

𝐿3

𝑧(𝑧 − 1)

)︂
𝐼 ′′+

+

(︂
𝑀1

𝑧(𝑧 − 1)2
+

𝑀2

𝑧2(𝑧 − 1)
+
𝑀3

𝑧3
+

𝑀4

(𝑧 − 1)3

)︂
𝐼 ′+

+

(︂
𝑃1

𝑧3(𝑧 − 1)
+

𝑃2

𝑧2(𝑧 − 1)2
+

𝑃3

𝑧(𝑧 − 1)3

)︂
𝐼 = 0,

где коэффициенты уравнения 𝐾𝑖, 𝐿𝑖,𝑀𝑖, 𝑃𝑖 выражаются через параметры функ-
ции (1).

При доказательстве теоремы было также получено разложение линейно неза-
висимых решений в окрестности особых точек, которые можно представить в виде
схемы Римана следующим образом⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 ∞
0 0 −3𝑐

𝑎+ 𝑐+ 1 𝑏+ 𝑐+ 1 −𝑎− 𝑏− 3𝑐− 2𝑔 − 1

2𝑎+ 2𝑐+ 𝑔 + 2 2𝑏+ 2𝑐+ 𝑔 + 2 −2𝑎− 2𝑏− 3𝑐− 2𝑔 − 2

3𝑎+ 3𝑐+ 3𝑔 + 3 3𝑏+ 3𝑐+ 3𝑔 + 3 −3𝑎− 3𝑏− 3𝑐− 3𝑔 − 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

3. Заключение
Обобщения гипергеометрических функций, которые возникли в конформной

теории поля и которые задаются интегралами рассматриваемого выше типа, от-
личаются от известных обобщений рядов. Для функций конформной теории поля
известны интегральные представления, а ряды неизвестны. Дифференциальные
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уравнения также в явном виде неизвестны. Полученное уравнение может быть
использовано для получения локальных разложений интеграла (1) в окрестности
особых точек уравнения (2).
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The integral of hypergeometric type is considered. This integral is met in the conformal
field theory. The ordinary linear differential equation is received which decision is the studied
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