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В работе рассматривается задача о нахождении необходимых и достаточных условий
выполнения весовых неравенств типа Харди для квазилинейных операторов на конусе
монотонных функций. Для этого выбирается композиция степенных интегральных опе-
раций и изучается вопрос о характеризации ее ограниченности в весовых (квази) нормах
Лебега на конусах неотрицательных монотонно убывающих функций на действительной
полуоси. Основным методом решения поставленной задачи является метод редукции ин-
тегральных неравенств на конусах монотонных функций к неравенствам на конусах всех
произвольных неотрицательных функций, допускающих эквивалентное описание в тер-
минах ограниченности подходящих функционалов, зависящих от ингредиентов исход-
ной задачи. Как правило мы получаем эквивалентность получаемых функционалов и
наилучших констант, участвующих в исходном неравенстве с точностью до мультипли-
кативных сомножителей, зависящих только от параметров суммирования. В отличие от
первоначальных задач в данной области мы рассматриваем многопараметрический слу-
чай, увеличивая количество весовых функций и параметров суммирования. Этот случай
является новым и для конусов монотонных функций рассматривается впервые.
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1. Введение

Пусть R+ := [0;+∞), M+ — множество всех неотрицательных измеримых
функций на R+, M↓ ⊂ M+(M↑ ⊂ M+) — подмножество всех невозрастающих
(неубывающих) функций. Пусть 0 < 𝑞, 𝑟 <∞, 1 6 𝑝 <∞.

В работе изучаются интегральные неравенства вида⎛⎝ ∞∫︁
0

[𝑅𝑓(𝑥)]𝑟𝜌(𝑥)d𝑥

⎞⎠ 1
𝑟

6 𝐶

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑓𝑝(𝑥)𝑣(𝑥)d𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

, 𝑓 ∈ M↓, (1)

где 𝜌(𝑥) и 𝑣(𝑥) — неотрицательные локально суммируемые функции на R+ и кон-
станта 𝐶, не зависящая от 𝑓, выбирается наименьшей из возможных. В качестве
оператора 𝑅 рассматриваются квазилинейные операторы

𝑇𝑓(𝑥) :=

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑓𝑢

⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

, 𝑓 ∈ M↓, (2)

𝒯 𝑓(𝑥) :=

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡

𝑓𝑢

⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

, 𝑓 ∈ M↓, (3)

𝑆𝑓(𝑥) :=

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡

𝑓𝑢

⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

, 𝑓 ∈ M↓, (4)
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𝒮𝑓(𝑥) :=

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑓𝑢

⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

, 𝑓 ∈ M↓, (5)

где 𝑢, 𝑤 — неотрицательные локально суммируемые функции на R+.
На основе работ [1–4] дана характеризация неравенства (1) для указанных

выше операторов. Эти неравенства играют важную роль в теории пространств
Морри [5,6].

2. Основные результаты для оператора 𝑇

Пусть

𝑉 (𝑡) :=

𝑡∫︁
0

𝑣, 𝑈(𝑡) :=

𝑡∫︁
0

𝑢, ̃︀𝑉 (𝑡) :=

∞∫︁
𝑡

𝑢

𝑉 2
,

𝑊 (𝑡) :=

∞∫︁
𝑡

𝑤, 𝑈(𝑠, 𝑡) :=

𝑠∫︁
𝑡

𝑢, 0 < 𝑡 < 𝑠 <∞.

Сначала докажем критерии дискретного типа.

Теорема 1. Пусть 1 6 𝑝 < ∞, 0 < 𝑞, 𝑟 < ∞, 1𝑠 :=
(︁

1
𝑟 − 1

𝑝

)︁
+
. Пусть 0 <∫︀ 𝑥

0
𝜌 < ∞, 𝑥 ∈ (0,∞),

∫︀∞
0
𝜌 = ∞ и последовательность {𝑎𝑛} ⊂ (0,∞) определена

из уравнений
∫︀ 𝑎𝑛

0
𝜌 = 2𝑛, 𝑛 ∈ Z. Положим Δ𝑛 := [𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1). Тогда для наилучшей

константы 𝐶 в неравенстве (1) с оператором вида (2) выполняются оценки
𝐶 ≈ 𝐴𝑖 +𝐵𝑖, где
1) 𝑝 = 1, 0 < 𝑞, 𝑟 <∞.

𝐴1 ≈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

2𝑛

⎛⎝ ∫︁
Δ𝑛

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟

, 𝐵1 ≈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

2𝑛

⎛⎝ ∫︁
Δ𝑛

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟

.

2) 1 < 𝑝 6 𝑞, 𝑟 <∞.

𝐴2 ≈ sup
𝑛∈Z

2
𝑛
𝑟 sup

𝑡∈Δ𝑛

⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁
𝑡

𝑤

⎞⎠
1
𝑞
⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

(︂
𝑈

𝑉

)︂𝑝′

𝑣

⎞⎠
1
𝑝′

+

+ sup
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘>𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟 ⎛⎝ 𝑎𝑛∫︁

0

(︂
𝑈

𝑉

)︂𝑝′

𝑣

⎞⎠ 1
𝑝′

,

𝐵2 ≈ sup
𝑛∈Z

2
𝑛
𝑟 sup

𝑡∈Δ𝑛

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠
1
𝑞
⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁

𝑡

𝑉 −𝑝′
𝑣

⎞⎠
1
𝑝′

+

+ sup
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘6𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟 ⎛⎝ ∞∫︁

𝑎𝑛+1

𝑉 −𝑝′
𝑣

⎞⎠ 1
𝑝′

.
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3) 0 < 𝑞 < 𝑝 <∞, 1 < 𝑝 6 𝑟 <∞,
1

κ
:=

1

𝑞
− 1

𝑝
.

𝐴3 ≈ sup
𝑛∈Z

2
𝑛
𝑟

⎛⎜⎝ ∫︁
Δ𝑛

⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁
𝑡

𝑤

⎞⎠
κ
𝑝
⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

(︂
𝑈

𝑉

)︂𝑝′

𝑣

⎞⎠
κ
𝑝′

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎟⎠
1
κ

+

+ sup
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘>𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟 ⎛⎝ 𝑎𝑛∫︁

0

(︂
𝑈

𝑉

)︂𝑝′

𝑣

⎞⎠ 1
𝑝′

,

𝐵3 ≈ sup
𝑛∈Z

2
𝑛
𝑟

⎛⎜⎝ ∫︁
Δ𝑛

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠
κ
𝑝
⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁

𝑡

𝑉 −𝑝′
𝑣

⎞⎠
κ
𝑝′

𝑈𝑞(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎟⎠
1
κ

+

+ sup
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘6𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟 ⎛⎝ ∞∫︁

𝑎𝑛+1

𝑉 −𝑝′
𝑣

⎞⎠ 1
𝑝′

.

4) 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑟 < 𝑝 6 𝑞 <∞,
1

𝑠
:=

1

𝑟
− 1

𝑝
.

𝐴4 ≈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎡⎢⎣2𝑛
𝑟 sup

𝑡∈Δ𝑛

⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁
𝑡

𝑤

⎞⎠
1
𝑞
⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

(︂
𝑈

𝑉

)︂𝑝′

𝑣

⎞⎠
1
𝑝′
⎤⎥⎦
𝑠⎞⎟⎠

1
𝑠

+

+

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘>𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
𝑠
𝑝 ⎛⎝ 𝑎𝑛∫︁

0

(︂
𝑈

𝑉

)︂𝑝′

𝑣

⎞⎠ 𝑠
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑠

,

𝐵4 ≈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎡⎢⎣2𝑛
𝑟 sup

𝑡∈Δ𝑛

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠
1
𝑞
⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁

𝑡

𝑉 −𝑝′
𝑣

⎞⎠
1
𝑝′
⎤⎥⎦
𝑠⎞⎟⎠

1
𝑠

+

+

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘6𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
𝑠
𝑝 ⎛⎝ ∞∫︁

𝑎𝑛+1

𝑉 −𝑝′
𝑣

⎞⎠ 𝑠
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑠

.

5) 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑞, 𝑟 < 𝑝.

𝐴5 ≈

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

2
𝑠𝑛
𝑟

⎛⎜⎝∫︁
Δ𝑛

⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁
𝑡

𝑤

⎞⎠
κ
𝑝
⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

(︂
𝑈

𝑉

)︂𝑝′

𝑣

⎞⎠
κ
𝑝′

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎟⎠
𝑠
κ
⎞⎟⎟⎠

1
𝑠

+

+

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘>𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
𝑠
𝑝 ⎛⎝ 𝑎𝑛∫︁

0

(︂
𝑈

𝑉

)︂𝑝′

𝑣

⎞⎠ 𝑠
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑠

,
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𝐵5 ≈

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

2
𝑠𝑛
𝑟

⎛⎜⎝∫︁
Δ𝑛

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠
κ
𝑝
⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁

𝑡

𝑉 −𝑝′
𝑣

⎞⎠
κ
𝑝′

𝑈𝑞(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎟⎠
𝑠
κ
⎞⎟⎟⎠

1
𝑠

+

+

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘6𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑈𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
𝑠
𝑝 ⎛⎝ ∞∫︁

𝑎𝑛+1

𝑉 −𝑝′
𝑣

⎞⎠ 𝑠
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑠

.

Доказательство. По теореме 2.1 из [2] неравенство (1) эквивалентно⎛⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝑇
⎛⎝ ∞∫︁

𝑦

𝑔

⎞⎠⎤⎦𝑟

𝜌

⎞⎠
1
𝑟

6 𝐶

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑉 𝑝𝑣1−𝑝

⎞⎠ 1
𝑝

, 𝑔 ∈ M+,

𝑇

⎛⎝ ∞∫︁
𝑦

𝑔

⎞⎠ (𝑥) =

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
𝑦

𝑔

⎞⎠𝑢(𝑦)d𝑦

⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

.

Имеем

𝑇

⎛⎝ ∞∫︁
𝑦

𝑔

⎞⎠ (𝑥) ≈

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑔𝑈

⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

+

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡

𝑔

⎞⎠𝑞

𝑈𝑞(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

.

Тогда (1) эквивалентно двум неравенствам на M+

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑔𝑈

⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
𝑟
𝑞

𝜌(𝑥)d𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑟

6 𝐶1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑉 𝑝𝑣1−𝑝d𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

, (6)

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡

𝑔

⎞⎠𝑞

𝑈𝑞(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
𝑟
𝑞

𝜌(𝑥)d𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑟

6 𝐶2

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑉 𝑝𝑣1−𝑝d𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

. (7)

и, следовательно, 𝐶 ≈ 𝐶1 + 𝐶2. Для оценки наилучших констант 𝐶1 и 𝐶2 вос-
пользуемся теоремой 1 из [4]. Неравенства (6) и (7) эквивалентны с точностью до
переобозначений неравенствам (1)и (3) из [4], критерии для которых приводят к
результатам нашей теоремы. �

Далее получим интегральные критерии для выполнения неравенства (1) с опе-
ратором вида (2). Для этого предположим, что 0 <

∫︀ 𝑥

0
𝜌 < ∞, 𝑥 ∈ (0;∞) и опре-

делим функцию 𝜎 : [0;∞) → [0;∞) формулой

𝜎(𝑥) := inf

⎧⎨⎩𝑦 > 0 :

𝑦∫︁
0

𝜌 > 2

𝑥∫︁
0

𝜌

⎫⎬⎭ , 𝑥 > 0.

Теорема 2. Пусть 1 6 𝑝 < ∞, 0 < 𝑟 < ∞, 0 < 𝑞 6 ∞. Для выполнения
неравенства (1) с оператором вида (2) необходимо и достаточно выполнение
неравенств на M+
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⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

𝜌(𝑥)

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

𝑤1

⎞⎠ 𝑟
𝑞
⎛⎝ 𝑥∫︁

0

𝑔

⎞⎠𝑟

d𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑟

6 𝐷1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑣1−𝑝
1

⎞⎠ 1
𝑝

,

⎛⎜⎜⎝
∞∫︁
0

𝜌(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝜎2(𝑥)∫︁
𝑥

𝑤2

⎞⎟⎠
𝑟
𝑞
⎛⎜⎝ 𝑥∫︁
𝜎2(𝑥)

𝑔

⎞⎟⎠
𝑟

d𝑥

⎞⎟⎟⎠
1
𝑟

6 𝐷2

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑣1−𝑝
2

⎞⎠ 1
𝑝

и конечности констант
1) 1 < 𝑝 6 𝑞, 𝑟 <∞.

𝐴1 := sup
𝑡>0

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝜌

⎞⎠
1
𝑟

(𝐵1 +𝐵2) ,

где

𝐵1 := sup
𝑠>𝑡

⎛⎝ ∞∫︁
𝑠

𝑤1

⎞⎠ 1
𝑞
⎛⎝ 𝑠∫︁

0

𝑣1−𝑝′

1

⎞⎠ 1
𝑝′

, 𝐵2 := sup
𝑠>𝑡

⎛⎝ 𝑠∫︁
0

𝑤2

⎞⎠ 1
𝑞
⎛⎝ ∞∫︁

𝑠

𝑣1−𝑝′

2

⎞⎠ 1
𝑝′

.

2) 0 < 𝑞 < 𝑝 <∞, 1 < 𝑝 6 𝑟 <∞, 1
κ := 1

𝑞 − 1
𝑝 .

𝐴2 := sup
𝑡>0

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝜌

⎞⎠
1
𝑟

(𝐵1 +𝐵2),

где

𝐵1 :=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
𝑡

⎛⎝ ∞∫︁
𝑠

𝑤1

⎞⎠κ
𝑞
⎛⎝ 𝑠∫︁

0

𝑣1−𝑝′

1

⎞⎠ κ
𝑞′

𝑣1−𝑝′

1 (𝑠)d𝑠

⎞⎟⎠
1
κ

,

𝐵2 :=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
𝑡

⎛⎝ 𝑠∫︁
0

𝑤2

⎞⎠κ
𝑞
⎛⎝ ∞∫︁

𝑠

𝑣1−𝑝′

2

⎞⎠ κ
𝑞′

𝑣1−𝑝′

2 (𝑠)d𝑠

⎞⎟⎠
1
κ

.

3) 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑟 < 𝑝 6 𝑞 <∞,
1

𝑠
:=

1

𝑟
− 1

𝑝
.

𝐴3 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∫︁
0

𝜌(𝑥)

⎡⎢⎣ 𝜎(𝑥)∫︁
𝜎−1(𝑥)

𝜌(𝑦) (𝐵1(𝑥, 𝑦) +𝐵2(𝑥, 𝑦)) d𝑦

⎤⎥⎦
𝑠
𝑝

d𝑥

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1
𝑠

,

где

𝐵1(𝑥, 𝑦) :=

⎛⎜⎜⎝ sup
𝜎−1(𝑦)<𝑡<𝜎(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝜎(𝑥)∫︁
𝑡

𝑤

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜎−2(𝑦)

𝑣1−𝑝′

1

⎞⎟⎠
1
𝑝′
⎞⎟⎟⎠

𝑝

,
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𝐵2(𝑥, 𝑦) :=

⎛⎜⎜⎝ sup
𝜎−1(𝑦)<𝑡<𝜎(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜎−1(𝑦)

𝑤

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ 𝜎2(𝑥)∫︁

𝑡

𝑣1−𝑝′

2

⎞⎟⎠
1
𝑝′
⎞⎟⎟⎠

𝑝

.

4) 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑟, 𝑞 < 𝑝,
1

𝑠
:=

1

𝑟
− 1

𝑝
,
1

κ
:=

1

𝑞
− 1

𝑝
.

𝐴3 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∫︁
0

𝜌(𝑥)

⎡⎢⎣ 𝜎(𝑥)∫︁
𝜎−1(𝑥)

𝜌(𝑦) (𝐵1(𝑥, 𝑦) +𝐵2(𝑥, 𝑦)) d𝑦

⎤⎥⎦
𝑠
𝑝

d𝑥

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1
𝑠

,

где

𝐵1(𝑥, 𝑦) :=

⎛⎜⎜⎝
𝜎(𝑥)∫︁

𝜎−1(𝑦)

⎛⎜⎝ 𝜎(𝑥)∫︁
𝑡

𝑤

⎞⎟⎠
κ
𝑞
⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜎−2(𝑦)

𝑣1−𝑝′

1

⎞⎟⎠
κ
𝑞′

𝑣1−𝑝′

1 (𝑡)d𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑝
κ

,

𝐵2(𝑥, 𝑦) :=

⎛⎜⎜⎝
𝜎(𝑥)∫︁

𝜎−1(𝑦)

⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜎−1(𝑦)

𝑤

⎞⎟⎠
κ
𝑞
⎛⎜⎝ 𝜎2(𝑥)∫︁

𝑡

𝑣1−𝑝′

2

⎞⎟⎠
κ
𝑞′

𝑣1−𝑝′

2 (𝑡)d𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑝
κ

.

Более того, 𝐶 ≈ 𝐷1 +𝐷2 +𝐴𝑖.

Доказательство. Так как выполнение неравенства (1) для оператора (2) эк-
вивалентно выполнению неравенств (6) и (7), то доказательство теоремы следует
из теорем 2 и 3 работы [4]. �

Рассмотрим случай 0 < 𝑝 6 𝑞, 𝑟 <∞, 0 < 𝑝 6 1.

Теорема 3. Пусть 0 < 𝑝 6 𝑞, 𝑟 < ∞, 0 < 𝑝 6 1. Тогда для наилучшей
константы 𝐶 в неравенстве (1) с оператором вида (2) выполнена оценка

𝐶 ≈ sup
𝑡>0

⎡⎣ ∞∫︁
0

(𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡))
𝑟
𝜌(𝑥)d𝑥

⎤⎦ 1
𝑟

𝑉 − 1
𝑝 (𝑡),

где

𝐴(𝑥, 𝑡) := 𝜒[0,𝑡](𝑥)

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑥

𝑈𝑞𝑤 + 𝑈𝑞(𝑡)𝑊 (𝑡)

⎞⎠
1
𝑞

, 𝐵(𝑥, 𝑡) := 𝜒[𝑡,∞)(𝑥)𝑈(𝑡)𝑊
1
𝑞 (𝑥).

Доказательство. Покажем, что для оператора (2) выполнено условие

𝑇

(︃∑︁
𝑛

𝑓𝑛

)︃
≪
(︃∑︁

𝑛

[𝑇𝑓𝑛]
𝑝

)︃ 1
𝑝

. (8)

Действительно, применяя неравенства Йенсена при 0 < 𝑝 6 1 и Минковского при
𝑞

𝑝
> 1, получаем
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𝑇

(︃∑︁
𝑛

𝑓𝑛

)︃]︃𝑝
=

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

𝑤(𝑦)

⎛⎝ 𝑦∫︁
0

(︃∑︁
𝑛

𝑓𝑛

)︃
𝑢

⎞⎠𝑞

d𝑦

⎞⎠
𝑝
𝑞

=

=

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

𝑤(𝑦)

⎛⎝∑︁
𝑛

𝑦∫︁
0

𝑓𝑛𝑢

⎞⎠𝑞

d𝑦

⎞⎠
𝑝
𝑞

=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
𝑥

𝑤(𝑦)

⎡⎣⎛⎝∑︁
𝑛

𝑦∫︁
0

𝑓𝑛𝑢

⎞⎠𝑝⎤⎦
𝑞
𝑝

d𝑦

⎞⎟⎠
𝑝
𝑞

6

6

⎛⎜⎝ ∞∫︁
𝑥

𝑤(𝑦)

⎡⎣∑︁
𝑛

⎛⎝ 𝑦∫︁
0

𝑓𝑛𝑢

⎞⎠𝑝⎤⎦
𝑞
𝑝

d𝑦

⎞⎟⎠
𝑝
𝑞

6
∑︁
𝑛

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

𝑤(𝑦)

⎛⎝ 𝑦∫︁
0

𝑓𝑛𝑢

⎞⎠𝑞

d𝑦

⎞⎠
𝑝
𝑞

=

=
∑︁
𝑛

[𝑇𝑓𝑛]
𝑝
.

Далее, применяя теорему 3.1 из [3], утверждение теоремы следует пересчетом
соответствующих функционалов. �

3. Основные результаты для оператора 𝑆

Докажем критерии дискретного типа.

Теорема 4. Пусть 1 6 𝑝 < ∞, 0 < 𝑞, 𝑟 < ∞,
1

𝑠
:=

(︂
1

𝑟
− 1

𝑝

)︂
+

. Пусть 0 <∫︀ 𝑥

0
𝜌 < ∞, 𝑥 ∈ (0,∞),

∫︀∞
0
𝜌 = ∞ и последовательность {𝑎𝑛} ⊂ (0,∞) определена

из уравнений
∫︀ 𝑎𝑛

0
𝜌 = 2𝑛, 𝑛 ∈ Z. Положим Δ𝑛 := [𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1). Тогда для наилучшей

константы 𝐶 в неравенстве (1) с оператором вида (4) выполняются оценки
𝐶 ≈ 𝐴𝑖 +𝐵𝑖, где
1) 𝑝 = 1, 0 < 𝑞, 𝑟 <∞.

𝐴1 ≈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

2𝑛

⎛⎝∫︁
Δ𝑛

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟

, 𝐵1 ≈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

2𝑛

⎛⎝∫︁
Δ𝑛

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟

.

2) 1 < 𝑝 6 𝑞, 𝑟 <∞.

𝐴2 ≈ sup
𝑛∈Z

2
𝑛
𝑟 sup

𝑡∈Δ𝑛

⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁
𝑡

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠
1
𝑞
⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑣𝑉 𝑝′

⎞⎠
1
𝑝′

+

+ sup
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘>𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟 ⎛⎝ 𝑎𝑛∫︁

0

𝑣𝑉 𝑝′

⎞⎠ 1
𝑝′

,

𝐵2 ≈ sup
𝑛∈Z

2
𝑛
𝑟 sup

𝑡∈Δ𝑛

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑤

⎞⎠
1
𝑞
⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁

𝑡

̃︀𝑉 𝑝′
𝑉 𝑝′

𝑣

⎞⎠
1
𝑝′

+

+ sup
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘6𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟 ⎛⎝ ∞∫︁

𝑎𝑛+1

̃︀𝑉 𝑝′
𝑉 𝑝′

𝑣

⎞⎠ 1
𝑝′

.



40 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 4. 2013. С. 33–44

3) 0 < 𝑞 < 𝑝 <∞, 1 < 𝑝 6 𝑟 <∞,
1

κ
:=

1

𝑞
− 1

𝑝
.

𝐴3 ≈ sup
𝑛∈Z

2
𝑛
𝑟

⎛⎜⎝∫︁
Δ𝑛

⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁
𝑡

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠
κ
𝑝
⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑣𝑉 𝑝′

⎞⎠
κ
𝑝′ ̃︀𝑉 𝑞(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎟⎠
1
κ

+

+ sup
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘>𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟 ⎛⎝ 𝑎𝑛∫︁

0

𝑣𝑉 𝑝′

⎞⎠ 1
𝑝′

,

𝐵3 ≈ sup
𝑛∈Z

2
𝑛
𝑟

⎛⎜⎝∫︁
Δ𝑛

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑤

⎞⎠
κ
𝑝
⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁

𝑡

̃︀𝑉 𝑝′
𝑉 𝑝′

𝑣

⎞⎠
κ
𝑝′

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎟⎠
1
κ

+

+ sup
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘6𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
1
𝑟 ⎛⎝ ∞∫︁

𝑎𝑛+1

̃︀𝑉 𝑝′
𝑉 𝑝′

𝑣

⎞⎠ 1
𝑝′

.

4) 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑟 < 𝑝 6 𝑞 <∞,
1

𝑠
:=

1

𝑟
− 1

𝑝
.

𝐴4 ≈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎡⎢⎣2𝑛
𝑟 sup

𝑡∈Δ𝑛

⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁
𝑡

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠
1
𝑞
⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑣𝑉 𝑝′

⎞⎠
1
𝑝′
⎤⎥⎦
𝑠⎞⎟⎠

1
𝑠

+

+

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘>𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
𝑠
𝑝 ⎛⎝ 𝑎𝑛∫︁

0

𝑣𝑉 𝑝′

⎞⎠ 𝑠
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑠

,

𝐵4 ≈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎡⎢⎣2𝑛
𝑟 sup

𝑡∈Δ𝑛

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑤

⎞⎠
1
𝑞
⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁

𝑡

̃︀𝑉 𝑝′
𝑉 𝑝′

𝑣

⎞⎠
1
𝑝′
⎤⎥⎦
𝑠⎞⎟⎠

1
𝑠

+

+

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘6𝑛

2−𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
𝑠
𝑝 ⎛⎝ ∞∫︁

𝑎𝑛+1

̃︀𝑉 𝑝′
𝑉 𝑝′

𝑣

⎞⎠ 𝑠
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑠

.

5) 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑞, 𝑟 < 𝑝.

𝐴5 ≈

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

2
𝑠𝑛
𝑟

⎛⎜⎝∫︁
Δ𝑛

⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁
𝑡

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠
κ
𝑝
⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑣𝑉 𝑝′

⎞⎠
κ
𝑝′ ̃︀𝑉 𝑞(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎟⎠
𝑠
κ
⎞⎟⎟⎠

1
𝑠

+
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+

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘>𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

̃︀𝑉 𝑞𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
𝑠
𝑝 ⎛⎝ 𝑎𝑛∫︁

0

𝑣𝑉 𝑝′

⎞⎠ 𝑠
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑠

.

𝐵5 ≈

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

2
𝑠𝑛
𝑟

⎛⎜⎝∫︁
Δ𝑛

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝑎𝑛

𝑤

⎞⎠
κ
𝑝
⎛⎝ 𝑎𝑛+1∫︁

𝑡

̃︀𝑉 𝑝′
𝑉 𝑝′

𝑣

⎞⎠
κ
𝑝′

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎟⎠
𝑠
κ
⎞⎟⎟⎠

1
𝑠

+

+

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎝∑︁
𝑘6𝑛

2𝑘

⎛⎝∫︁
Δ𝑘

𝑤

⎞⎠ 𝑟
𝑞

⎞⎟⎠
𝑠
𝑝 ⎛⎝ ∞∫︁

𝑎𝑛+1

̃︀𝑉 𝑝′
𝑉 𝑝′

𝑣

⎞⎠ 𝑠
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑠

.

Доказательство. По теореме 2.2 из [2] неравенство (1) эквивалентно⎛⎝ ∞∫︁
0

⎛⎝𝑇
⎛⎝ 1

𝑉 2(𝑥)

𝑥∫︁
0

𝑔𝑉

⎞⎠⎞⎠𝑟

𝜌(𝑥)d𝑥

⎞⎠
1
𝑟

6 𝐶

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑣1−𝑝

⎞⎠ 1
𝑝

, 𝑔 ∈ M+,

𝑇

⎛⎝ 1

𝑉 2(𝑦)

𝑦∫︁
0

𝑔𝑉

⎞⎠ (𝑥) =

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡

⎛⎝ 1

𝑉 2(𝑦)

𝑦∫︁
0

𝑔𝑉

⎞⎠𝑢(𝑦)d𝑦

⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

.

Имеем

𝑇

⎛⎝ 1

𝑉 2(𝑦)

𝑦∫︁
0

𝑔𝑉

⎞⎠ (𝑥) ≈

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑔𝑉

⎞⎠𝑞 ̃︀𝑉 𝑞(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

+

+

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡

𝑔𝑉 ̃︀𝑉
⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
1
𝑞

.

Тогда (1) эквивалентно двум неравенствам на M+

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑔𝑉

⎞⎠𝑞 ̃︀𝑉 𝑞(𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
𝑟
𝑞

𝜌(𝑥)d𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑟

6 𝐶1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑣1−𝑝

⎞⎠ 1
𝑝

, (9)

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡

𝑔𝑉 ̃︀𝑉
⎞⎠𝑞

𝑤(𝑡)d𝑡

⎞⎠
𝑟
𝑞

𝜌(𝑥)d𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑟

6 𝐶2

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑣1−𝑝

⎞⎠ 1
𝑝

(10)

и, следовательно, 𝐶 ≈ 𝐶1 + 𝐶2. Для оценки наилучших констант 𝐶1 и 𝐶2 вос-
пользуемся теоремой 1 из [4]. Неравенства (9), (10) эквивалентны с точностью до
переобозначений неравенствам (1), (3) из [4], критерии для которых приводят к
результатам нашей теоремы . �

Далее получим интегральные критерии для выполнения неравенства (1) с опе-
ратором вида (4), для этого предположим 0 <

∫︀ 𝑥

0
𝜌 <∞, 𝑥 ∈ (0;∞).
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Теорема 5. Пусть 1 6 𝑝 < ∞, 0 < 𝑟 < ∞, 0 < 𝑞 6 ∞. Для выполнения
неравенства (1) с оператором вида (4) необходимо и достаточно выполнение
неравенств⎛⎜⎝ ∞∫︁

0

𝜌(𝑥)

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

𝑤1

⎞⎠ 𝑟
𝑞
⎛⎝ 𝑥∫︁

0

𝑔

⎞⎠𝑟

d𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑟

6 𝐷1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑣1−𝑝
1

⎞⎠ 1
𝑝

, 𝑔 ∈ M+,

⎛⎜⎜⎝
∞∫︁
0

𝜌(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝜎2(𝑥)∫︁
𝑥

𝑤2

⎞⎟⎠
𝑟
𝑞
⎛⎜⎝ 𝑥∫︁
𝜎2(𝑥)

𝑔

⎞⎟⎠
𝑟

d𝑥

⎞⎟⎟⎠
1
𝑟

6 𝐷2

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔𝑝𝑣1−𝑝
2

⎞⎠ 1
𝑝

, 𝑔 ∈ M+

и конечности констант
1) 1 < 𝑝 6 𝑞, 𝑟 <∞.

𝐴1 := sup
𝑡>0

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝜌

⎞⎠
1
𝑟

(𝐵1 +𝐵2),

где

𝐵1 := sup
𝑠>𝑡

⎛⎝ ∞∫︁
𝑠

𝑤1

⎞⎠ 1
𝑞
⎛⎝ 𝑠∫︁

0

𝑣1−𝑝′

1

⎞⎠ 1
𝑝′

, 𝐵2 := sup
𝑠>𝑡

⎛⎝ 𝑠∫︁
0

𝑤2

⎞⎠ 1
𝑞
⎛⎝ ∞∫︁

𝑠

𝑣1−𝑝′

2

⎞⎠ 1
𝑝′

.

2) 0 < 𝑞 < 𝑝 <∞, 1 < 𝑝 6 𝑟 <∞,
1

κ
:=

1

𝑞
− 1

𝑝
.

𝐴2 := sup
𝑡>0

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝜌

⎞⎠
1
𝑟

(𝐵1 +𝐵2),

где

𝐵1 :=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
𝑡

⎛⎝ ∞∫︁
𝑠

𝑤1

⎞⎠κ
𝑞
⎛⎝ 𝑠∫︁

0

𝑣1−𝑝′

1

⎞⎠ κ
𝑞′

𝑣1−𝑝′

1 (𝑠)d𝑠

⎞⎟⎠
1
κ

,

𝐵2 :=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
𝑡

⎛⎝ 𝑠∫︁
0

𝑤2

⎞⎠κ
𝑞
⎛⎝ ∞∫︁

𝑠

𝑣1−𝑝′

2

⎞⎠ κ
𝑞′

𝑣1−𝑝′

2 (𝑠)d𝑠

⎞⎟⎠
1
κ

.

3) 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑟 < 𝑝 6 𝑞 <∞,
1

𝑠
:=

1

𝑟
− 1

𝑝
.

𝐴3 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∫︁
0

𝜌(𝑥)

⎡⎢⎣ 𝜎(𝑥)∫︁
𝜎−1(𝑥)

𝜌(𝑦)(𝐵1(𝑥, 𝑦) +𝐵2(𝑥, 𝑦))d𝑦

⎤⎥⎦
𝑠
𝑝

d𝑥

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1
𝑠

,
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где

𝐵1(𝑥, 𝑦) :=

⎛⎜⎜⎝ sup
𝜎−1(𝑦)<𝑡<𝜎(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝜎(𝑥)∫︁
𝑡

𝑤

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜎−2(𝑦)

𝑣1−𝑝′

1

⎞⎟⎠
1
𝑝′
⎞⎟⎟⎠

𝑝

,

𝐵2(𝑥, 𝑦) :=

⎛⎜⎜⎝ sup
𝜎−1(𝑦)<𝑡<𝜎(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜎−1(𝑦)

𝑤

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ 𝜎2(𝑥)∫︁

𝑡

𝑣1−𝑝′

2

⎞⎟⎠
1
𝑝′
⎞⎟⎟⎠

𝑝

.

4) 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑟, 𝑞 < 𝑝, 1
𝑠 :=

1

𝑟
− 1

𝑝
,
1

κ
:=

1

𝑞
− 1

𝑝
.

𝐴4 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∫︁
0

𝜌(𝑥)

⎡⎢⎣ 𝜎(𝑥)∫︁
𝜎−1(𝑥)

𝜌(𝑦)(𝐵1(𝑥, 𝑦) +𝐵2(𝑥, 𝑦)d𝑦

⎤⎥⎦
𝑠
𝑝

d𝑥

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1
𝑠

,

где

𝐵1(𝑥, 𝑦) :=

⎛⎜⎜⎝
𝜎(𝑥)∫︁

𝜎−1(𝑦)

⎛⎜⎝ 𝜎(𝑥)∫︁
𝑡

𝑤

⎞⎟⎠
κ
𝑞
⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜎−2(𝑦)

𝑣1−𝑝′

1

⎞⎟⎠
κ
𝑞′

𝑣1−𝑝′

1 (𝑡)d𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑝
κ

,

𝐵2(𝑥, 𝑦) :=

⎛⎜⎜⎝
𝜎(𝑥)∫︁

𝜎−1(𝑦)

⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜎−1(𝑦)

𝑤

⎞⎟⎠
κ
𝑞
⎛⎜⎝ 𝜎2(𝑥)∫︁

𝑡

𝑣1−𝑝′

2

⎞⎟⎠
κ
𝑞′

𝑣1−𝑝′

2 (𝑡)d𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑝
κ

.

Более того, 𝐶 ≈ 𝐷1 +𝐷2 +𝐴𝑖.

Доказательство. Так как выполнение неравенства (1) для оператора (4) эк-
вивалентно выполнению неравенств (9) и (10), то доказательство теоремы следует
из теорем 2 и 3 работы [4]. �

Рассмотрим случай 0 < 𝑝 6 𝑞, 𝑟 <∞, 0 < 𝑝 6 1.

Теорема 6. Пусть 0 < 𝑝 6 𝑞, 𝑟 < ∞, 0 < 𝑝 6 1. Тогда для наилучшей
константы 𝐶 в неравенстве (1) с оператором вида (4) выполнена оценка

𝐶 ≈ sup
𝑡>0

⎡⎢⎣ ∞∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

𝑈𝑞(𝑡, 𝑦)𝑤(𝑦)d𝑦

⎞⎠ 𝑟
𝑞

𝜌(𝑥)d𝑥

⎤⎥⎦
1
𝑟

𝑉 − 1
𝑝 (𝑡).

Доказательство. Так как для оператора вида (4) выполнено условие (8), то
утверждение теоремы следует по теореме 3.1 из [3]. �

4. Заключительные замечания
Аналогично предыдущим теоремам находятся дискретные и интегральные

критерии ограниченности сублинейных операторов 𝒯 и 𝒮, а также соответству-
ющие результаты для конуса неубывающих функций. Детали опускаем.
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Weighted Inequalities for Quasilinear Integral Operators on
the Cone of Monotone Functions

G. E. Shambilova

Mathematical Analysis and Functiona Theory Department
Peoples’ Friendship University of Russia

Miklukho Maklai str., 6, Moscow 117198, Russia

Criteria for the Hardy-type inequalities with quasi-linear operators on the cones of mono-
tone functions on the semiaxis are obtained. We study the problem of finding necessary and
sufficient conditions for the weighted Hardy-type inequalities for the quasi-linear operators on
the cone of monotone functions. To this end we choose a composition of power type integral
operations and investigate the characterization problem on its boundedness in the weighted
Lebesgue (quasi) norms on the cones of non-negative monotone decrasing functions on the
real semiaxis. The main method of the solution of the problem is the reduction method
which allows to reduce the inequality on the cones of monotone functions to the correspond-
ing inequalities on the cones of arbitrary non-negative functions, which adopt equivalent
description in terms of the boundedness appropriated functionals depending on ingredients
of the initial problem. As usual we obtain equivalence of the functionals and the best con-
stants involving into initial inequalities, where the mulpiple constants of equivalence depend
only of the parameters of summation. Unlike the initial problems of this area we study mul-
tiparametrical case increasing the number of weight functions and summation parameters.
This case is new for the weighted inequalities on the cones of monotone functions.

Key words and phrases: Hardy inequality, weighted Lebesgue space, quasi-linear op-
erator, cones of monotone functions, boundedness.




