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Введение

Понятие борнологии аналогично понятию топологии с заменой открытого мно-
жества на ограниченное. Теория топологических векторных пространств наиболее
активно развивалась в 50-е гг. прошлого века и основные её направления были
определены к 1957 г. Но, как оказалось, в ряде вопросов концепция топологиче-
ского векторного пространства является слишком узкой, а рассмотрение наряду
с топологией или вместо неё борнологии позволяет продвинуть решение конкрет-
ных задач.

Имеются многочисленные примеры, где без борнологий обойтись практиче-
ски невозможно. Например, если H — ненормируемое локально выпуклое про-
странство, ℒ(H) — алгебра линейных непрерывных операторов в H, то на ℒ(H)
не существует никакой 𝜎-топологии, при которой операция умножения была бы
непрерывна. Также неизвестно ни одной 𝜎-топологии на ℒ(H), при которой мно-
жество обратимых элементов в ℒ(H) было бы открыто. С другой стороны, на
ℒ(H) существуют естественные борнологии, где операция умножения ограниче-
на, а множество обратимых элементов борнологически открыто.

В данной работе мы установим связь между порядком и типом последова-
тельности линейных непрерывных операторов и борнологической сходимостью в
пространстве ℒ(H1,H2) всех линейных непрерывных операторов, действующих
из локально выпуклого пространства H1 в локально выпуклое пространство H2.1

1. Необходимые сведения из борнологии

Пусть X — непустое множество. Говорят, что система B подмножеств множе-
ства X задаёт на X борнологию, если выполняются следующие условия:
1) объединение любых двух множеств из B принадлежит B;
2) любое подмножество любого множества из B принадлежит B;
3) любое одноточечное множество принадлежит B.

Статья поступила в редакцию 27 января 2010 г.
1Как известно (см. [1]), на пространстве ℒ(H1,H2) можно рассматривать различные борнологии
и, соответственно, различные борнологические сходимости. В данной работе мы под борноло-
гической сходимостью последовательности линейных непрерывных операторов (операторных
рядов) в ℒ(H1,H2) будем понимать сходимость относительно равностепенно непрерывной бор-
нологии. Эта сходимость, очевидно, сильнее равномерной сходимости на всех ограниченных
подмножествах в H1 и, следовательно, сильнее поточечной сходимости.
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X называется борнологическим множеством, а элементы семейства B — огра-
ниченными.

Например, если H1, H2 — линейные топологические пространства, ℒ(H1,H2) —
пространство линейных непрерывных операторов, то множество B всех равносте-
пенно непрерывных семейств пространства ℒ(H1,H2) задаёт на нем борнологию,
называемую равностепенно непрерывной борнологией.

Отображение 𝑓 : X → Y называется ограниченным, если ограниченные в X
множества оно переводит в ограниченные в Y.

Множество X называется линейным (векторным) борнологическим простран-
ством, если
1) X — линейное пространство;
2) X — борнологическое множество;
3) операции сложения и умножения на число ограничены.

Например, линейное пространство ℒ(H1,H2) всех линейных непрерывных опе-
раторов, действующих из линейного топологического пространства H1 в линейное
топологическое пространство H2, является борнологическим относительно равно-
степенно непрерывной борнологии.

Пусть X — борнологическое векторное пространство, {𝑥𝜆} — обобщённая по-
следовательность элементов этого пространства. Говорят, что {𝑥𝜆} борнологиче-
ски сходится к нулю, если найдётся ограниченное множество 𝑀 ⊂ X, такое, что
для всякого 𝜀 > 0 существует 𝜆0 ∈ Λ, такое, что 𝑥𝜆 ∈ 𝜀𝑀, ∀𝜆 ≻ 𝜆0. Говорят, что
{𝑥𝜆} борнологически сходится к 𝑥, если {𝑥𝜆−𝑥} борнологически сходится к нулю.

Последовательность {𝑥𝑛} ⊂ X называется последовательностью Коши–Макки,
если двойная последовательность {𝑥𝑛 − 𝑥𝑚} борнологически сходится к нулю.

Всякая последовательность Коши–Макки ограничена. Всякая сходящаяся по-
следовательность является последовательностью Коши–Макки.

Отделимое борнологическое векторное пространство X называется полупол-
ным, если в нем борнологически сходится всякая последовательность Коши–Макки.

Пусть X — борнологическое векторное пространство. Ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛 называется

борнологически сходящимся в X, если борнологически сходится в X последова-
тельность его частичных сумм. Если X полуполное борнологическое векторное

пространство, то ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛 борнологически сходится в X тогда и только тогда,

когда двойная последовательность
𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝑥𝑛 борнологически сходится к нулю в X.

Борнологическое векторное пространство X называется выпуклым, если его
борнология обладает базой, состоящей из выпуклых уравновешенных множеств
(дисков). Диск 𝑀 в борнологическом векторном выпуклом пространстве X на-
зывается наполняющим, если подпространство X𝑀 , порождённое этим диском,
является банаховым.

Отделимое борнологическое векторное выпуклое пространство X называется
полным, если его борнология обладает базой, состоящей из наполняющих дисков.
Всякое полное борнологическое векторное выпуклое пространство является также
полуполным.

Теорема 1. Пусть H1 — топологическое векторное пространство, H2 —
полное локально выпуклое пространство. Тогда пространство ℒ(H1,H2) всех
линейных непрерывных операторов, действующих из H1 в H2, наделённое рав-
ностепенно непрерывной борнологией, является полным борнологическим век-
торным выпуклым пространством.

Подробные доказательства этой и других теорем, касающихся борнологиче-
ских векторных выпуклых пространств, можно найти, например, в монографии
Я.В. Радыно [1].
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Алгебра X называется борнологической алгеброй, если она является борно-
логическим векторным пространством и произведение элементов из X ограни-
чено. Выпуклой борнологической алгеброй называется борнологическая алгебра,
являющаяся борнологическим векторным выпуклым пространством. Выпуклая
борнологическая алгебра X называется полной, если полно борнологическое век-
торное выпуклое пространство X.

Например, если H — квазиполное отделимое локально выпуклое пространство,
то алгебра ℒ(H) линейных непрерывных операторов, действующих из H в H,
наделённая равностепенно непрерывной борнологией, является полной выпуклой
борнологической алгеброй (см. [1]).

2. Порядок и тип последовательности операторов

Пусть H1 и H2 — отделимые локально выпуклые пространства, топологии ко-
торых задаются соответственно мультинормами {‖ · ‖1𝑞} и {‖ · ‖2𝑝}, где индексы 𝑝
и 𝑞 пробегают соответственно направленные множества 𝒫 и 𝒬. Не ограничивая
общности, можно считать мультинормы монотонными функциями своих индек-
сов.

Обозначим 𝒜 = {𝐴𝑛} — последовательность линейных непрерывных операто-
ров, действующих из локально выпуклого пространства H1 в локально выпуклое
пространство H2. Будем говорить, что последовательность 𝒜 имеет порядок, если
найдётся последовательность положительных чисел {𝑐𝑛}, такая, что будет спра-
ведливо неравенство

∀𝑝, ∃𝐶𝑝, ∃𝑞(𝑝), ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑛 : ‖𝑐𝑛𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝 6 𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞, (1)

то есть, семейство операторов {𝑐𝑛𝐴𝑛} будет равностепенно непрерывным. В дан-
ной работе рассматриваются последовательности, для которых можно взять
𝑐𝑛 = 𝑛𝑎𝑛, 𝑎 ∈ R (они встречаются в приложениях наиболее часто).

Пусть

𝜗(𝑝, 𝑞, 𝑛) = sup
‖𝑥‖1

𝑞 ̸=0

{︂
‖𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝

‖𝑥‖1𝑞

}︂
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

(случай 𝜗(𝑝, 𝑞, 𝑛) = +∞ не исключается).
Обозначим

𝛽𝑝,𝑞(𝒜) = lim
𝑛→∞

ln𝜗(𝑝, 𝑞, 𝑛)

𝑛 ln𝑛
.

Определение 1. Число 𝛽𝑝(𝒜) = inf
𝑞∈𝒬

𝛽𝑝,𝑞(𝒜), 𝑝 ∈ 𝒫 называется 𝑝-порядком

последовательности операторов 𝒜, а число 𝛽(𝒜) = sup
𝑝∈𝒫

{𝛽𝑝(𝒜)} — её порядком.

Если последовательность операторов 𝒜 имеет 𝑝-порядок 𝛽𝑝(𝒜) ̸= ±∞, то для
неё вводится более тонкая характеристика. Обозначим

𝛼𝑝,𝑞(𝒜) = lim
𝑛→∞

𝑛−𝛽𝑝(𝒜) 𝑛
√︀
𝜗(𝑝, 𝑞, 𝑛).

Определение 2. Число 𝛼𝑝(𝒜) = inf
𝑞∈𝒬

𝛼𝑝,𝑞(𝒜), 𝑝 ∈ 𝒫 называется 𝑝-типом по-

следовательности операторов 𝒜 при 𝑝-порядке 𝛽𝑝(𝒜), а число

𝛼(𝒜) =

{︃
sup
𝑝∈𝒫

{𝛼𝑝(𝒜)}, 𝛽𝑝(𝒜) = 𝛽(𝒜), ∀𝑝

0, 𝛽𝑝(𝒜) < 𝛽(𝒜), ∀𝑝
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её типом при порядке 𝛽(𝒜).2

Из определений 𝑝-порядка и 𝑝-типа последовательности операторов следуют
оценки

∀𝑝, ∀𝜀 > 0, ∃𝐶𝑝(𝜀), ∃𝑞(𝑝, 𝜀), ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑛 : ‖𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝 < 𝐶𝑝𝑛
(𝛽𝑝(𝒜)+𝜀)𝑛‖𝑥‖1𝑞, (2)

∀𝑝, ∀𝜀 > 0, ∀𝐶, ∀𝑞, ∃𝑛𝑘 → ∞, ∃{𝑥𝑘(𝑝, 𝜀)} ⊂ H1 :

‖𝐴𝑛𝑘
(𝑥𝑘)‖2𝑝 > 𝐶𝑛

(𝛽𝑝(𝒜)−𝜀)𝑛𝑘

𝑘 ‖𝑥𝑘‖1𝑞 , (3)

∀𝑝, ∀𝜀 > 0, ∃𝐶𝑝(𝜀), ∃𝑞(𝑝, 𝜀), ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑛 :

‖𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝 < 𝐶𝑝 (𝛼𝑝(𝒜) + 𝜀)
𝑛
𝑛𝛽𝑝(𝒜)𝑛‖𝑥‖1𝑞, (4)

∀𝑝, ∀𝜀 > 0, ∀𝐶, ∀𝑞, ∃𝑛𝑘 → ∞, ∃{𝑥𝑘(𝑝, 𝜀)} ⊂ H1 :

‖𝐴𝑛𝑘
(𝑥𝑘)‖2𝑝 > 𝐶(𝛼𝑝(𝒜)− 𝜀)𝑛𝑘𝑛

𝛽𝑝(𝒜)𝑛𝑘

𝑘 ‖𝑥𝑘‖1𝑞 . (5)

Из определений порядка и типа последовательности операторов следуют оценки

∀𝑝, ∀𝜀 > 0, ∃𝐶𝑝(𝜀), ∃𝑞(𝑝, 𝜀), ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑛 : ‖𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝 < 𝐶𝑝𝑛
(𝛽(𝒜)+𝜀)𝑛‖𝑥‖1𝑞, (6)

∀𝜀 > 0, ∀𝐶, ∀𝑞, ∃𝑝, ∃𝑛𝑘 → ∞, ∃{𝑥𝑘(𝑝, 𝜀)} ⊂ H1 :

‖𝐴𝑛𝑘
(𝑥𝑘)‖2𝑝 > 𝐶𝑛

(𝛽(𝒜)−𝜀)𝑛𝑘

𝑘 ‖𝑥𝑘‖1𝑞 , (7)

∀𝑝, ∀𝜀 > 0, ∃𝐶𝑝(𝜀), ∃𝑞(𝑝, 𝜀), ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑛 :

‖𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝 < 𝐶𝑝 (𝛼(𝒜) + 𝜀)
𝑛
𝑛𝛽(𝒜)𝑛‖𝑥‖1𝑞, (8)

∀𝜀 > 0, ∀𝐶, ∀𝑞, ∃𝑝, ∃𝑛𝑘 → ∞, ∃{𝑥𝑘(𝑝, 𝜀)} ⊂ H1 :

‖𝐴𝑛𝑘
(𝑥𝑘)‖2𝑝 > 𝐶(𝛼(𝒜)− 𝜀)𝑛𝑘𝑛

𝛽(𝒜)𝑛𝑘

𝑘 ‖𝑥𝑘‖1𝑞 . (9)

Если пространства H1 и H2 совпадают алгебраически, 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛 и вложение
H1 ⊂ H2 непрерывно, то говорим о порядке и типе оператора 𝐴 : H1 → H2.

Будем говорить, что оператор 𝐴 (последовательность операторов 𝒜) является
оператором (последовательностью операторов) класса L𝒫

H1,H2
[𝑏, 𝑎], если его (её)

𝑝-порядки меньше 𝑏, либо равны 𝑏, но тогда соответствующие 𝑝-типы не превосхо-
дят 𝑎; оператором (последовательностью операторов) класса L𝒫

H1,H2
[𝑏, 𝑎), если его

(её) 𝑝-порядки меньше 𝑏, либо равны 𝑏, но тогда соответствующие 𝑝-типы меньше
𝑎; оператором (последовательностью операторов) класса L𝒫

H1,H2
[𝑏, 0), если все его

(её) 𝑝-порядки меньше 𝑏; оператором (последовательностью операторов) класса
LH1,H2 [𝑏, 𝑎], если его (её) порядок меньше 𝑏, либо равен 𝑏, но тогда тип не пре-
восходит 𝑎; оператором (последовательностью операторов) класса LH1,H2 [𝑏, 𝑎),

2Можно показать (см. [2]), что случай, когда равенство 𝛽𝑝(𝒜) = 𝛽(𝒜) справедливо не для всех
𝑝, а лишь для некоторых, сводится к случаю, когда 𝛽𝑝(𝒜) = 𝛽(𝒜), ∀𝑝 заменой мультинормы на
эквивалентную. Эта замена не изменяет ни порядка, ни типа последовательности операторов.
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если его (её) порядок меньше 𝑏, либо равен 𝑏, но тогда тип меньше 𝑎; операто-
ром (последовательностью операторов) класса LH1,H2 [𝑏, 0), если его (её) порядок
меньше 𝑏.

3. Необходимые и достаточные условия борнологической
сходимости последовательности линейных непрерывных

операторов и операторных рядов
Пусть H1 и H2 — отделимые локально выпуклые пространства с топологиями,

задаваемыми соответственно мультинормами {‖ · ‖1𝑞}, 𝑞 ∈ 𝒬 и {‖ · ‖2𝑝}, 𝑝 ∈ 𝒫, при-
чём H2 — полное пространство. Пусть ℒ(H1,H2) — пространство всех линейных
непрерывных операторов, действующих из H1 в H2.

Как уже отмечалось выше, множество всех равностепенно непрерывных се-
мейств операторов задаёт на ℒ(H1,H2) равностепенно непрерывную борнологию,
обращая его в полное борнологическое векторное выпуклое пространство.

Теорема 2 (Критерий борнологической сходимости). Последователь-
ность {𝐴𝑛} линейных непрерывных операторов борнологически сходится к нулю
в ℒ(H1,H2) тогда и только тогда, когда найдутся семейство {𝐶𝑝}𝑝∈𝒫 положи-
тельных чисел и семейство {𝑞𝑝}𝑝∈𝒫 индексов полунорм в H1, такие что

∀𝜀 > 0, ∃𝑛0(𝜀), ∀𝑛 > 𝑛0, ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∀𝑥 ∈ H1 : ‖𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝 6 𝜀𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 . (10)

Доказательство. Пусть последовательность {𝐴𝑛} борнологически сходит-
ся к нулю. Тогда найдётся равностепенно непрерывное семейство A, такое что
∀𝜀 > 0, ∃𝑛0(𝜀), ∀𝑛 > 𝑛0 : 𝐴𝑛 ∈ 𝜀A. Из равностепенной непрерывности семейства
A следует, что существуют семейство {𝐶𝑝}𝑝∈𝒫 положительных чисел и семейство
{𝑞𝑝}𝑝∈𝒫 индексов полунорм в H1, такие что ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝐴 ∈ A : ‖𝐴(𝑥)‖2𝑝 6
𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 . Тогда ∀𝜀 > 0, ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝐵 ∈ 𝜀A : ‖𝐵(𝑥)‖2𝑝 6 𝜀𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 .

𝐴𝑛 ∈ 𝜀A, ∀𝑛 > 𝑛0(𝜀), следовательно, ∀𝜀 > 0, ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑛 > 𝑛0(𝜀) :
‖𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝 6 𝜀𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 .

Пусть существуют семейство {𝐶𝑝}𝑝∈𝒫 положительных чисел и семейство
{𝑞𝑝}𝑝∈𝒫 индексов полунорм в H1, такие что выполняется неравенство (10). Дока-
жем, что {𝐴𝑛} сходится к нулю борнологически.

Пусть A — семейство всех операторов 𝐴 ∈ ℒ(H1,H2), удовлетворяющих усло-
вию ‖𝐴(𝑥)‖2𝑝 6 𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 , ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑝 ∈ 𝒫. Из (10) для 𝜀 = 1 имеем:

∀𝑝 ∈ 𝒫, ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑛 > 𝑛1 : ‖𝐴𝑛(𝑥)‖2𝑝 6 𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 . (11)

Из (11) следует, что подпоследовательность {𝐴𝑛}, 𝑛 = 𝑛1 +1, . . . содержится в A.
Возьмём произвольное 𝜀 > 0. Из (10) следует ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∀𝑥 ∈ H1, ∀𝑛 > 𝑛𝜀 :⃦⃦⃦

𝐴𝑛

𝜀
(𝑥)
⃦⃦⃦2
𝑝
6 𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 . Тогда

𝐴𝑛
𝜀

∈ A, ∀𝑛 > 𝑛0 = max{𝑛𝜀, 𝑛1}, то есть, ∀𝑛 >

𝑛0, 𝐴𝑛 ∈ 𝜀A. Таким образом существует равностепенно непрерывное семейство
A, такое что ∀𝜀 > 0, ∃𝑛0(𝜀), ∀𝑛 > 𝑛0 : 𝐴𝑛 ∈ 𝜀A, следовательно {𝐴𝑛} сходится к
нулю борнологически в ℒ(H1,H2). �

Следующие две теоремы описывают достаточные условия борнологической
сходимости операторных рядов в ℒ(H1,H2). Но сначала докажем две вспомога-
тельные леммы.

Лемма 1.
∀𝜀 > 0, ∃𝑛0(𝜀), ∀𝑛 > 𝑛0, ∀𝑏 > 0 : 𝑛!−𝑏 <

𝜀

𝑏
. (12)
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Доказательство. Так как 𝑛!−𝑏 6 𝑛−𝑏, ∀𝑛, ∀𝑏 > 0, то достаточно показать,
что

∀𝜀 > 0, ∃𝑛0(𝜀), ∀𝑛 > 𝑛0, ∀𝑏 > 0 : 𝑛−𝑏 <
𝜀

𝑏
. (13)

Действительно, функция 𝑓𝜀(𝑏) = (𝑏/𝜀)
1/𝑏 ограничена на луче (0;+∞) при каж-

дом фиксированном 𝜀, поэтому достаточно взять
𝑛0 > sup

𝑏>0
𝑓𝜀(𝑏) и неравенство (13) будет выполнено.

Лемма 2.
∀𝜀 > 0, ∃𝑛0(𝜀), ∀𝑛 > 𝑛0, ∀0 < 𝑎 < 1 : 𝑎𝑛 <

𝜀

1− 𝑎
. (14)

Доказательство. Действительно, функция 𝑔𝜀(𝑎) =
ln 𝜀

1−𝑎

ln 𝑎
ограничена сверху

на интервале (0; 1) при каждом фиксированном 𝜀, поэтому достаточно взять 𝑛0 >
sup

0<𝑎<1
𝑔𝜀(𝑎) и неравенство (14) будет выполнено.

Теорема 3. Пусть {𝐴𝑛} ⊂ ℒ(H1,H2). Если

∀𝑝 ∈ 𝒫, ∃𝐶𝑝, 𝑏𝑝 > 0, ∃𝑞𝑝 ∈ 𝒬, ∀𝑛, ∀𝑥 ∈ H1 : ‖𝐴𝑛(𝑥)‖𝑝 6 𝐶𝑝𝑛!−𝑏𝑝‖𝑥‖𝑞𝑝 , (15)

то ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 борнологически сходится в ℒ(H1,H2).

Доказательство. Возьмём произвольные 𝑚, 𝑘 ∈ N. Из неравенства (15) сле-
дует ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∃𝐶𝑝, 𝑏𝑝 > 0, ∃𝑞𝑝 ∈ 𝒬, ∀𝑚, 𝑘, ∀𝑥 ∈ H1 :⃦⃦⃦⃦

⃦ 𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝐴𝑛(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝑝

6 𝐶𝑝
𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝑛!−𝑏𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 , (16)

𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝑛!−𝑏𝑝 = 𝑘!−𝑏𝑝
[︀
1 + (𝑘 + 1)−𝑏𝑝 + (𝑘 + 1)−𝑏𝑝(𝑘 + 2)−𝑏𝑝 + . . .+

+(𝑘 + 1)−𝑏𝑝(𝑘 + 2)−𝑏𝑝 . . .𝑚−𝑏𝑝
]︀
. (17)

Выражение в квадратных скобках в (17) ограничено при каждом 𝑝, то есть,

𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝑛!−𝑏𝑝 6𝑀𝑝𝑘!
−𝑏𝑝 , ∀𝑘,𝑚.

По лемме 1 ∀𝜀 > 0, ∃𝑘0(𝜀), ∀𝑘 > 𝑘0, ∀𝑝 ∈ 𝒫 : 𝑘!−𝑏𝑝 <
𝜀

𝑏𝑝
. Таким образом, суще-

ствуют семейство положительных чисел { ̃︀𝐶𝑝 = 𝐶𝑝𝑀𝑝

𝑏𝑝
} и семейство {𝑞𝑝} индексов

полунорм в H1, такие что

∀𝜀 > 0, ∃𝑘0(𝜀), ∀𝑘,𝑚 > 𝑘0, ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∀𝑥 ∈ H1 :

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝐴𝑛(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝑝

6 𝜀 ̃︀𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 . (18)



32 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 4. 2010. С. 26–34

Из (18) следует, что двойная последовательность
𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝐴𝑛 борнологически сходится

к нулю по теореме 2, то есть, ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 борнологически сходится.

Теорема 4. Пусть {𝐴𝑛} ⊂ ℒ(H1,H2). Если

∀𝑝 ∈ 𝒫, ∃𝐶𝑝 > 0, ∃0 < 𝑎𝑝 < 1, ∃𝑞𝑝 ∈ 𝒬, ∀𝑛, ∀𝑥 ∈ H1 : ‖𝐴𝑛(𝑥)‖𝑝 6 𝐶𝑝𝑎𝑛𝑝‖𝑥‖𝑞𝑝 ,
(19)

то ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 борнологически сходится в ℒ(H1,H2).

Доказательство. Возьмём произвольные 𝑚, 𝑘 ∈ N. Из неравенства (19) сле-
дует ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∃𝐶𝑝, 𝑏𝑝 > 0, ∃𝑞𝑝 ∈ 𝒬, ∀𝑚, 𝑘, ∀𝑥 ∈ H1 :⃦⃦⃦⃦

⃦ 𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝐴𝑛(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝑝

6 𝐶𝑝
𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝑎𝑛𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 , (20)

𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝑎𝑛𝑝 = 𝑎𝑘𝑝
(︀
1 + 𝑎𝑝 + 𝑎2𝑝 + . . .+ 𝑎𝑚−𝑘

𝑝

)︀
6

𝑎𝑘𝑝
1− 𝑎𝑝

. (21)

По лемме 2 ∀𝜀 > 0, ∃𝑘0(𝜀), ∀𝑘 > 𝑘0, ∀𝑝 ∈ 𝒫 : 𝑎𝑘𝑝 <
𝜀

1− 𝑎𝑝
. Таким образом,

существуют семейство положительных чисел
{︂ ̃︀𝐶𝑝 = 𝐶𝑝

(1− 𝑎𝑝)2

}︂
и семейство {𝑞𝑝}

индексов полунорм в H1 такие, что

∀𝜀 > 0, ∃𝑘0(𝜀), ∀𝑘,𝑚 > 𝑘0, ∀𝑝 ∈ 𝒫, ∀𝑥 ∈ H1 :

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝐴𝑛(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝑝

6 𝜀 ̃︀𝐶𝑝‖𝑥‖1𝑞𝑝 . (22)

Из (22) следует, что двойная последовательность
𝑚∑︁
𝑛=𝑘

𝐴𝑛 борнологически сходится

к нулю по теореме 2, то есть ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 борнологически сходится.

Следующие две теоремы описывают достаточные условия борнологической
расходимости операторных рядов в ℒ(H1,H2).

Теорема 5. Пусть {𝐴𝑛} ⊂ ℒ(H1,H2). Если для некоторого 𝑝 ∈ 𝒫 найдётся
𝑏𝑝 > 0 такое, что

∀𝐶, ∀𝑞 ∈ 𝒬, ∃𝑛𝑘 → ∞, ∃{𝑥𝑘} ⊂ H1 : ‖𝐴𝑛𝑘
(𝑥𝑘)‖𝑝 > 𝐶𝑛𝑘!

𝑏𝑝‖𝑥𝑘‖𝑞, (23)

то ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 борнологически расходится в ℒ(H1,H2).

Теорема 6. Пусть {𝐴𝑛} ⊂ ℒ(H1,H2). Если для некоторого 𝑝 ∈ 𝒫 найдётся
𝑎𝑝 > 1 такое, что

∀𝐶, ∀𝑞 ∈ 𝒬, ∃𝑛𝑘 → ∞, ∃{𝑥𝑘} ⊂ H1 : ‖𝐴𝑛𝑘
(𝑥𝑘)‖𝑝 > 𝐶𝑎𝑛𝑘

𝑝 ‖𝑥𝑘‖𝑞, (24)
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то ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 борнологически расходится в ℒ(H1,H2).

Доказательство. Действительно, в условиях теорем 5 и 6 семейство {𝐴𝑛}

не является равностепенно непрерывным, и следовательно, ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 не может

борнологически сходиться в ℒ(H1,H2). �

Из теорем 3–6 следует, что необходимым условием борнологической сходимо-

сти ряда
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 в ℒ(H1,H2) является принадлежность последовательности 𝒜 =

{𝐴𝑛} классу L𝒫
H1,H2

[0, 1], а достаточным — принадлежность классу L𝒫
H1,H2

[0, 1).

В случае, когда 𝛽(𝒜) = 0, 𝛼(𝒜) = 1, вопрос о борнологической сходимости ряда
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 в ℒ(H1,H2) остаётся открытым.

Из теорем 3–6 также следует, что необходимым условием борнологической
сходимости последовательности операторов 𝒜 = {𝐴𝑛} к ненулевому оператору 𝐴
является равенство нулю её порядка и равенство единицы её типа.

Проиллюстрируем доказанные теоремы на примере дифференциального опе-
ратора бесконечного порядка.

Пусть 𝐷 — выпуклая односвязная область, 𝐺 — её сужение на 0 6 𝑑 < 𝑑0, т.е.
область, для которой 𝐷 является 𝑑-окрестностью (𝑑0 — «верхняя граница сужа-
емости» области 𝐷, то есть верхняя грань чисел 𝑑, таких что сужение области 𝐷
на 𝑑 непусто). Пусть H1 = H(𝐷) — пространство всех функций, аналитических в
𝐷 с мультинормой

‖𝐹‖1𝑞 = max
𝑧∈𝐷𝑞

|𝐹 (𝑧)|, ∀𝐹 ∈ H(𝐷), 𝐷1 ⊂ 𝐷2 ⊂ . . . ,
∞⋃︁
𝑞=1

𝐷𝑞 = 𝐷, (25)

H2 = H(𝐺) — пространство всех функций, аналитических в 𝐺 с мультинормой

‖𝐹‖2𝑝 = max
𝑧∈𝐺𝑝

|𝐹 (𝑧)|, ∀𝐹 ∈ H(𝐺), 𝐺1 ⊂ 𝐺2 ⊂ . . . ,
∞⋃︁
𝑝=1

𝐺𝑝 = 𝐺, (26)

Пусть H𝐺(𝐷) — пространство всех функций, аналитических в 𝐷 с мультинор-
мой (26).

Рассмотрим ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧)
d𝑛

d𝑧𝑛
, (27)

где 𝑐𝑛(𝑧) ∈ H(𝐺). Обозначим

𝛾𝑝 = lim
𝑛→∞

− ln ‖𝑐𝑛(𝑧)‖2𝑝
𝑛 ln𝑛

, κ𝑝 = lim
𝑛→∞

𝑛−𝛾𝑝

𝑛
√︀

‖𝑐𝑛(𝑧)‖2𝑝
.

Из определения нижнего предела следует оценка

∀𝑝, ∀𝜀 > 0, ∃𝐾𝑝(𝜀), ∀𝑛 : ‖𝑐𝑛(𝑧)‖2𝑝 < 𝐾𝑝

(︂
1

κ𝑝
+ 𝜀

)︂𝑛
𝑛−𝛾𝑝𝑛. (28)
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Пусть 𝑑𝑝 — расстояние от границы области 𝐺𝑝 до границы области 𝐷. Оператор
d

d𝑧
: H(𝐷) → H𝐺(𝐷) имеет 𝑝-порядки 𝛽𝑝

(︂
d

d𝑧

)︂
= 1 и 𝑝-типы 𝛼𝑝

(︂
d

d𝑧

)︂
=

1

𝑒𝑑𝑝
<

1

𝑒𝑑

(см. [2, 3]), т.е. справедлива оценка ∀𝑝,∀𝜀 > 0, ∃𝐶𝑝(𝜀), ∃𝑞(𝑝, 𝜀), ∀𝐹 ∈ H(𝐷), ∀𝑛 :

‖𝐹 (𝑛)(𝑧)‖2𝑝 < 𝐶𝑝

(︂
1

𝑒𝑑𝑝
+ 𝜀

)︂𝑛
𝑛𝑛‖𝐹‖1𝑞. (29)

Из (29) и (28) следует ∀𝑝, ∀𝜀 > 0, ∃𝑀𝑝(𝜀), ∃𝑞(𝑝, 𝜀), ∀𝐹 ∈ H(𝐷), ∀𝑛 :

‖𝑐𝑛(𝑧)𝐹 (𝑛)(𝑧)‖2𝑝 < 𝑀𝑝

(︂
1

𝑒𝑑𝑝κ𝑝
+ 𝜀

)︂𝑛
𝑛(1−𝛾𝑝)𝑛‖𝐹‖1𝑞. (30)

Пусть при каждом 𝑝 либо 𝛾𝑝 > 1, либо 𝛾𝑝 = 1, κ𝑝 >
1

𝑒𝑑𝑝
. Тогда последовательность

операторов 𝒜 =

{︂
𝑐𝑛(𝑧)

d𝑛

d𝑧𝑛

}︂
, действующих из H(𝐷) в H(𝐺), имеет 𝑝-порядки

𝛽𝑝(𝒜) 6 1 − 𝛾𝑝 6 0, причём в случае равенства справедлива оценка на 𝑝-типы

𝛼𝑝(𝒜) 6
1

𝑒𝑑𝑝κ𝑝
< 1, то есть 𝒜 ∈ L𝒫

H(𝐷),H(𝐺)[0, 1). Из теорем 3–4 следует, что

ряд (27) борнологически сходится в пространстве ℒ(H(𝐷),H(𝐺)) к линейному
непрерывному оператору 𝐵 : H(𝐷) → H(𝐺).
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The connection between characteristics (order and type) of sequence of linear continuous
operators with convergence by equicontinuous bornology is considered.
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