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В статье с помощью асимптотических методов исследуются решения краевой задачи
для релятивистского конечно-разностного уравнения Шрёдингера с сингулярным осцил-
ляторным квазипотенциалом. Для собственных функций и собственных значений этой
задачи получены соответствующие нерелятивистские пределы.
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1. Введение

Сингулярный гармонический осциллятор является одной из немногих задач
нерелятивистской квантовой механики, имеющих точное решение [1]. Эта модель
используется при описании многих явлений — взаимодействие многих тел, кван-
товый эффекта Холла и т.д.

В данной статье с помощью асимптотических методов исследуются решения
краевой задачи для релятивистского конечно-разностного уравнения Шрёдин-
гера [2–7] с сингулярным осцилляторным квазипотенциалом, которое является
линейным дифференциальным уравнением бесконечного порядка с малыми па-
раметрами при старших производных. Таким образом, для построения решений,
представляющих собой набор собственных функций и собственных значений, воз-
можно использование методов, применяемых в теории сингулярно возмущённых
дифференциальных уравнений [8–13].

От дифференциального уравнения бесконечного порядка можно перейти к
уравнению конечного (но высокого) порядка путём отбрасывания производных
больше порядка 2m. В данной работе также исследовано поведение собственных
функций и собственных значений при неограниченном возрастании порядка урав-
нения m→∞.

Статья поступила в редакцию 17 марта 2008 г.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим релятивистское конечно-разностное уравнение Шрёдингера [5–7]
в релятивистском конфигурационном пространстве для радиальных волновых
функций связанных состояний двух одинаковых элементарных частиц[
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где m, q и l — масса, импульс и момент элементарных частиц, а V (r) — квазипо-
тенциал.

Если в этом уравнении формально устремить величину скорости света к бес-
конечности (c → ∞), то это уравнение переходит в нерелятивистское уравнение
Шрёдингера [

−~2D2 + ~2l(l + 1)/r2 +mV (r)− q2
]
ψ(r) = 0. (2)

Для удобства перейдём к системе единиц, в которой ~ = 1, m = 1. Пусть далее
l = 0 (случай S-волны) и

ε =
1
c
, λε,∞ = 2q2/

√
1 + ε2q2 + 1, v(r) = V (r), q2 =

(
1 + 0, 25ε2λε,∞

)
λε,∞,

тогда уравнение (1) можно переписать в виде:[
L̃ε∞ − λε,∞

]
ψε,∞(r) = 0, (3)

L̃ε∞ = L2 + ε2Lε∞ + v(r) =
∞∑
p=1

ε2p−2L2p, L2p =
2(−1)p

(2p)!!
D2p, ε ∈ (0, 1],

L2 = L2 = −D2 + v(r), Lε∞ =
∞∑
p=1

ε2p−2L2p+2 =
∞∑
p=1

2(−1)p+1

(2p+ 2)!!
ε2p−2D2p+2.

Это дифференциальное уравнение бесконечного порядка с малым параметром
(ε� 1) при старших производных и поэтому его можно отнести к классу сингу-
лярно возмущённых уравнений.

Если в уравнении (3) ограничиться конечным порядком m > 1, то можно
записать: [

L̃ε2m − λε,2m
]
ψε,2m(r) = 0,

L̃ε2m = L2 + ε2Lε2m =
m∑
p=1

ε2p−2L2p + v(r),

Lε2m =
m−1∑
p=1

ε2p−2L2p+2 =
m−1∑
p=1

2(−1)p+1

(2p+ 2)!!
ε2p−2D2p+2,

где L2 — эллиптический самосопряжённый оператор порядка 2, L̃ε2m — эллипти-
ческий самосопряжённый оператор порядка 2m, ψε,2m(r) — решение дифферен-
циального уравнения порядка 2m.

Для этого дифференциального уравнения сформулируем краевые задачи A2m
ε

на отрезке [0, r0] и B2m
ε на полупрямой [0,+∞) для нахождения собственных

функций [ψε,2m,γ ]∞γ=1 и собственных значений [λε,2m,γ ]∞γ=1 следующим образом:
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краевые условия задачи A2m
ε :[

L̃2m − λε,2m
]
ψε,2m(r) = 0, (4)

Diψε,2m(0) = Diψε,2m(r0) = 0, i = 0, 1, . . . ,m− 1; (5)

краевые условия задачи B2m
ε :

Diψε,2m(0) = Diψε,2m(+∞) = 0, i = 0, 1, . . . ,m− 1. (6)

Если положить ε = 0, то получим вырожденные задачи A0 и B0 для нахож-
дения собственных функций [ψ0,γ ]∞γ=1 и собственных значений [λ0,γ ]∞γ=1 такого
вида:

краевые условия задачи A0:

[L2 − λ0]ψ0(r) = 0, (7)

ψ0(0) = ψ0(r0) = 0; (8)

краевые условия задачи B0:

ψ0(0) = ψ0(+∞) = 0. (9)

В связи с этим возникает вопрос о поведении собственных функций
[ψε,2m,γ ]∞γ=1 и собственных значений [λε,2m,γ ]∞γ=1 задач A2m

ε и B2m
ε , во-первых,

при устремлении малого параметра к нулю (ε→ 0) при фиксированном порядке
m оператора L̃2m, во-вторых, при возрастании порядка m и фиксированном ε.

Собственные функции [ψε,2m,γ ]∞γ=1 и [ψ0,γ ]∞γ=1 (решения соответствующих
задач A2m

ε , A0 и B2m
ε , B0) являются элементами гильбертова пространства

H (ΩΓ) (Γ = A,B) со скалярным произведением (ψ,ϕ)H(ΩΓ) =
∫
ΩΓ
ψ(r)ϕ(r) dr

(ψ,ϕ ∈ H(ΩΓ)), в котором действует множество линейных непрерывных са-
мосопряжённых операторов A (ΩΓ) : H (ΩΓ) → H (ΩΓ) задач A2m

ε , B2m
ε , A0, B0

(L̃ε2m, L2 ∈ A, m > 2), где ΩΓ,Γ = A,B — область определения операторов (ин-
декс A соответствует отрезку [0, r0], а индекс B — полупрямой [0,+∞)). Через
‖A (ΩΓ)‖H обозначим норму операторов A (ΩΓ)

‖A (ΩΓ)‖H = sup
ψ∈H,ψ 6=0

‖Aψ‖H
||ψ||H

, ||ψ||H = (ψ,ψ)1/2
H .

Приведём достаточные условия разрешимости задач A0, B0 и A2m
ε , B2m

ε [9].
Условие 1. Оператор L2 при граничных условиях задач A0 или B0 должен

быть положительно определённым, т.е.

(L2(ψ0), ψ0)H(ΩΓ) =
∫

ΩΓ

L2(ψ0)ψ0 dr =
∫

ΩΓ

|Dψ0|2 dr +
∫

ΩΓ

v(r)ψ2
0 dr > 0,

для любых функций v(r) ∈ C∞(Γ) и функций ψ0 ∈ H(ΩΓ) из области определе-
ния ΩΓ, удовлетворяющих краевым условиям соответствующих вырожденных
задач (A0 или B0).

Условие 2. Оператор Lε2m при граничных условиях задач A2m
ε или B2m

ε дол-
жен быть положительным, т.е.

(Lε2mψε,2m, ψε,2m)H(ΩΓ) =
m−1∑
p=1

2(−1)p+1

(2p+ 2)!!
ε2p−2

∫
ΩΓ

(
D2p+2ψε,2m

)
ψε,2m dr =
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=
m−1∑
p=1

2
(2p+ 2)!!

ε2p−2

∫
ΩΓ

∣∣Dp+1ψε,2m
∣∣2 dr > 0,

для любых ψε,2m ∈ H(ΩΓ) из области определения ΩΓ, удовлетворяющих краевым
условиям соответствующих сингулярно возмущённых задач (A2m

ε или B2m
ε ).

Известно, что вырождение задач A2m
ε , B2m

ε в задачи A0, B0 будет регулярным,
если число корней с отрицательной вещественной частью и положительной веще-
ственной частью дополнительного характеристического уравнения, имеющего в
нашем случае вид

P(α2m) =
m∑
p=1

(−1)p

(2p)!!
(α2m)2p−2 = 0,

совпадает с числом краевых условий выпадающих слева и, соответственно, справа
при переходе от задач A2m

ε , B2m
ε к задачам A0, B0.

Для нашего случая достаточное условие регулярности вырождения задач
A2m
ε , B2m

ε в задачи A0, B0 имеет место, если выполняется следующее условие.
Условие 3. Для вещественной части обобщённой характеристической фор-

мы оператора
m∑
p=1

ε2p−2L2p, которая получается заменой в нем D2p на (iξ)2p

πε(ξ) =
m∑
p=1

2(−1)p

(2p)!!
ε2p−2(iξ)2p,

должно выполняться неравенство

Re (πε(ξ)) =
m∑
p=1

2
(2p)!!

ε2p−2ξ2p > C
m∑
p=1

ε2p−2|ξ|2p > 0,

где C не зависит от ξ, тогда задачи A2m
ε и B2m

ε регулярно вырождаются в
задачи A0 и B0.

Пусть далее λε,2m,1 6 λε,2m,2 6 . . . 6 λε,2m,n 6 . . . и λ0,1 6 λ0,2 6 . . . 6 λ0,n 6
. . . — упорядоченные в порядке возрастания собственные значения [λε,2m,γ ]∞γ=1,
[λ0,γ ]∞i=1 , которым соответствуют полные ортонормированные системы собствен-
ных функций [ψε,2m,γ ]∞γ=1, [ψ0,γ ]∞γ=1 .

Так как для задач A2m
ε и A0 область определения ΩA операторов L̃2m и L2

совпадает и для любой функции ψε,2m ∈ ΩA, удовлетворяющей краевым условиям
задачи A2m

ε , в силу условия 2 выполняется

(Lε2mψε,2m, ψε,2m)H(ΩA) > (L2ψε,2m, ψε,2m)H(ΩA) ,

то из минимаксной теории собственных значений Куранта [9] следует:

λε,2m,γ > λ0,γ , γ = 1, 2, . . . .

Аналогичная оценка имеет место и для задач B2m
ε и B0.

3. Формализм построения асимптотического
решения краевой задачи для случая

произвольного потенциала v(r)

3.1. Общая схема построения асимптотики. Регулярный и
пограничный ряды

Для поиска решений задач A2m
ε и B2m

ε здесь привлекаются методы, приме-
няемые в рамках теории сингулярных возмущений дифференциальных уравне-
ний [8–13].
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Будем искать формальное решение ψε,2m(r) рассматриваемых задач в виде
такого асимптотического ряда

Θψε,2m(r) = ψ̄2m(r, ε) + Π2mψ (ρ1, ε) +Q2mψ (ρ2, ε) =

=
∞∑
k=0

εk
(
ψ̄2m,k(r) + Π2m,kψ(ρ1) +Q2m,kψ(ρ2)

)
, (10)

что его частичная сумма

Θjψε,2m(r) =
j∑

k=0

εk
(
ψ̄2m,k(r) + Π2m,kψ(ρ1) +Q2m,kψ(ρ2)

)
будет удовлетворять неравенствам для решения задачи A2m

ε

max
r∈[δA,r0−δA]

|ψε,2m −Θjψε,2m| < MA ε
j+1

и задачи B2m
ε

max
r∈[δB,∞+)

|ψε,2m −Θjψε,2m| < MB ε
j+1,

а также аналогичным неравенствам для краевых условий данных задач, где MA,
MB и δA � 1, δB � 1 — положительные постоянные, независимые от r и ε. Тогда
для ψε,2m асимптотическое решение будет иметь вид:

ψε,2m(r) =
j∑

k=0

εk
(
ψ̄2m,k(r) + Π2m,kψ(ρ1) +Q2m,kψ(ρ2)

)
+ z̄2m

j (r),

где z̄2m
j (r) = εj+1z2m

j (r) — погрешность асимптотического приближения решения
ψε,2m частичной суммой Θjψε,2m

z̄2m
j (r) = ψε,2m −Θjψε,2m.

Здесь ψ̄2m(r, ε) ≡ ψ̄2m,0(r)+εψ̄2m,1(r)+ε2ψ̄2m,2(r)+ . . . — регулярная часть разло-
жения, Π2mψ(ρ1, ε) ≡ Π2m,0ψ(ρ1)+εΠ2m,1ψ(ρ1)+ε2Π2m,2ψ(ρ1)+. . .— пограничный
ряд, описывающий поведение решения на левом краю отрезка [0, r0] или полу-
прямой [0,+∞), Q2mψ (ρ2, ε) ≡ Q2m,0ψ(ρ2) + εQ2m,1ψ(ρ2) + ε2Q2m,2ψ(ρ2) + . . . —
пограничный ряд, описывающий поведение решения задачи A2m

ε на правом краю
отрезка [0, r0] (для задачи B2m

ε Q2mψ(ρ2, ε) заведомо равно нулю, так как решение
задачи B0 выбирается таким образом, чтобы оно стремилось к нулю при r → +∞
вместе со всеми своими производными, но для сохранения общности мы все-таки
будем выписывать задачи для нахождения Q2mψ(ρ2, ε) и в этом случае).

Для пограничных функций Π2m,kψ, Q2m,kψ здесь введены новые независимые
(растянутые) переменные ρ1 = r/ε и ρ2 = (r0 − r) /ε.

Асимптотику собственных значений λε,2m будем искать в виде следующего
асимптотического ряда по степеням ε:

λε,2m ≡ λ2m,0 + ελ2m,1 + ε2λ2m,2 + . . . , (11)

где частичная сумма

Θjλε,2m =
j∑

k=0

εkλ2m,k

будет удовлетворять неравенству |λε,2m −Θjλε,2m| < M̃ εj+1 (M̃ — положитель-
ная постоянная, независимая от r и ε).
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Асимптотическое приближение собственного значения λε,2m будет иметь вид:

λε,2m =
j∑

k=0

εkλ2m,k + ∆̄2m
j , где ∆̄2m

j = εj+1∆2m
j , ∆̄2m

j = λε,2m −Θjλε,2m

— погрешность асимптотического приближения собственного значения λε,2m ча-
стичной суммой.

Кроме того, будем предполагать возможность разложения функции v(r) в виде
сходящегося ряда в окрестности точки r = 0 и окрестности точки r = r0

v(r) =
∞∑

s=−1

v1
sr
s, v(r) =

∞∑
s=−1

v2
s(r − r0)s,

или, переходя к растянутым переменным, получим:

v(ρ1) =
∞∑

s=−1

v1
sε
sρs1, v(ρ2) =

∞∑
s=−1

(−1)|s|v2
sε
sρs2. (12)

Главные члены асимптотики.
Подставим разложения (10), (11) и (12) в уравнение (4) и краевые условия (5)
задачи A2m

ε , а также в уравнение (4) и краевые условия (6) задачи B2m
ε , и при-

равняем члены, стоящие при одинаковых степенях ε, таким образом, чтобы полу-
чить краевые задачи для нахождения членов разложения ψ̄2m,k, Π2m,kψ, Q2m,kψ
и λ2m,k соответствующих задач.

При этом на пограничные функции Π2m,kψ и Q2m,kψ мы накладываем такие
дополнительные условия, которые обеспечивают стремление этих функций к ну-
лю вне пограничного слоя, т. е.

Π2m,kψ(ρ1)→ 0, Q2m,kψ(ρ2)→ 0, k = 0, 1, 2, . . .

при ε→ 0 и фиксированном r.
Нулевое приближение.

В нулевом приближении мы получим систему для нахождения ψ̄2m,0, Π2m,0ψ,
Q2m,0ψ и λ2m,0 задач A2m

ε и B2m
ε такого вида:

[L2 − λ2m,0]ψ̄2m,0 = 0, L2 = −D2 + v(r), (13)

L1
2mΠ2m,0ψ = 0, L1

2m =
m∑
p=1

2(−1)p

(2p)!!
d2p

dρ2p
1

,

L2
2mQ2m,0ψ = 0, L2

2m =
m∑
p=1

2(−1)p

(2p)!!
d2p

dρ2p
2

,

Di(ψ̄2m,0(0) + Π2m,0ψ(0)) = Di(ψ̄2m,0(r̄) +Q2m,0ψ(r̄)) = 0,

Π2m,0ψ(ρ1)→ 0, Q2m,0ψ(ρ2)→ 0, ε→ 0, i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1,

где r̄ = r0 для A2m
ε и r̄ = +∞ для B2m

ε .
Как известно [9], собственные функции

[
ψ̄2m,0,γ

]∞
γ=1

и собственные значения
[λ2m,0,γ ]∞γ=1 совпадают с решениями соответствующих вырожденных задач A0

или B0.
Таким образом, пограничные функции Π2m,0ψ(ρ1), Q2m,0ψ(ρ2) можно найти

как решения следующих краевых задач:

L1
2mΠ2m,0ψ = 0, (14)
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DiΠ2m,0ψ(0) = −Diψ̄2m,0(0),Π2m,0ψ(ρ1)→ 0, ε→ 0, i = 0, 1, 2, . . . ,m−1, (15)

L2
2mQ2m,0ψ = 0, (16)

DiQ2m,0ψ(r̄) = −Diψ̄2m,0(r̄), Q2m,0ψ(ρ2)→ 0, ε→ 0, i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1, (17)

Π2m,0ψ(ρ1) и Q2m,0ψ(ρ2) будем искать в таком виде:

Π2m,0ψ(ρ1) =
m−1∑
ζ=1

C2m,1
ζ,0 exp(−α2m

ζ ρ1), Q2m,0ψ(ρ2) =
m−1∑
ζ=1

C2m,2
ζ,0 exp

(
−α2m

ζ ρ2

)
.

Здесь мы имеем столько же произвольных постоянных C2m,1
ζ,0 и C2m,2

ζ,0 , сколько
граничных условий задач A2m

ε или B2m
ε выпадает при переходе к вырожденным

задачам A0 или B0.
Значения α2m

ζ ( ζ = 1, . . . , 2m− 2) являются корнями дополнительного харак-
теристического уравнения [9]

P(α2m) =
m∑
p=1

(−1)p

(2p)!!
(α2m)2p−2 = 0,

которые могут быть найдены численно.
Известно, что у данного алгебраического уравнения число корней с положи-

тельной и отрицательной вещественной частью одинаково [14]

Re
(
α2m
ζ

)
> 0, ζ = 1,m− 1, Re

(
α2m
ζ

)
< 0, ζ = m,m− 2.

Из краевых условий

DiΠ2m,0ψ(0) = −Diψ̄2m,0(0), DiQ2m,0ψ(r̄) = −Diψ̄2m,0(r̄), i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1

получим систему из 2m линейных уравнений для нахождения коэффициентов
C2m,1
ζ,0 , C2m,2

ζ,0 (ζ = 1, 2, . . . ,m) вида:

D2m~C 2m = ~b 2m, D2m =

(
D2m

11 0
0 D2m

22

)
, (18)

где блочные матрицы

D2m
11 = (d1,rζ)mr,ζ=1, d1,rζ = (−α2m

ζ )r−1,

D2m
22 = (d2,rζ)mr,ζ=1, d2,rζ = (α2m

ζ )r−1,

~C 2m> =
(
C2m,1

1,0 , . . ., C2m,1
m,0 , C2m,2

1,0 , . . ., C2m,2
m,0

)
,

~b 2m> = (p2m
1 , . . . , p2m

m , q2m
1 , . . . , q2m

m ),

p2m
i = −Diψ̄2m,0(0), q2m

i = −Diψ̄2m,0(r̄), i = 1, . . . ,m− 1.

Так как значения α2m
ζ (ζ = 1, 2m− 2) попарно различны, то матрицы

D2m
11 ,D

2m
22 ,D

2m являются невырожденными и существует обратная к D2m мат-
рица (D2m)−1. Тогда единственное решение алгебраической системы (18) суще-
ствует и имеет вид: ~C 2m = (D2m)−1~b 2m.

Таким образом, мы полностью построили нулевое приближение ψ̄2m,0, Π2m,0ψ,
Q2m,0ψ, λ2m,0 задач A2m

ε и B2m
ε .
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Нахождение следующих членов асимптотических рядов.
В случае k > 0 для задач A2m

ε и B2m
ε мы получим системы уравнений и дополни-

тельные условия для нахождения ψ̄2m,k, Π2m,kψ, Q2m,kψ и λ2m,k такого вида:

[L2 − λ2m,0]ψ̄2m,k = λ2m,kψ̄2m,0 − h2m
k (r), (19)

L1
2mΠ2m,kψ = g2m

1k (ρ1), L2
2mQ2m,kψ = g2m

2k (ρ2), (20)

Di
(
ψ̄2m,k(0) + Π2m,kψ(0)

)
= Di

(
ψ̄2m,k(r̄) +Q2m,kψ(r̄)

)
= 0, (21)

Π2m,kψ(ρ1)→ 0, Q2m,kψ(ρ2)→ 0, ε→ 0, k = 1, 2, . . . , i = 0,m− 1,

h2m
k (r) =

[k/2]62m∑
p=1

2(−1)p+1

(2p+ 2)!!
D2p+2ψ̄2m,k−2p −

k−1∑
p=1

λ2m,pψ̄2m,k−p,

g2m
1k (ρ1) = −

v1
−1

ρ1
Π2m,k−1ψ +

k−2∑
p=0

(
λ2m,p − v1

pρ
p
1

)
Π2m,k−p−2ψ,

g2m
2k (ρ2) =

v2
−1

ρ2
Q2m,k−1ψ +

k−2∑
p=0

(
λ2m,p − (−1)pv2

pρ
p
2

)
Q2m,k−p−2ψ.

Известно [9], что если λ — простое собственное значение самосопряжённого
оператора A, действующего в гильбертовом пространстве H(ΩΓ), и ψ ∈ H(ΩΓ) —
соответствующая нормированная собственная функция ||ψ||H(ΩΓ) = 1, то в
H1(ΩΓ) — ортогональном дополнении к ψ в H(ΩΓ) — оператор A − λI имеет
ограниченный обратный (A− λI)−1

H1(ΩΓ) (псевдорезольвенту ). Уравнение

Aϕ− λϕ = ωψ − h, h ∈ H(ΩΓ)

относительно ϕ ∈ H1(ΩΓ) и числа ω разрешимо, именно

ω = (h, ψ)H(ΩΓ), ϕ = (A− λI)−1
H1(ΩΓ)(ωψ − h),

где (ωψ − h) ∈ H1(ΩΓ).
Таким образом, при k > 0 для λ2m,k,n и ψ̄2m,k,n получим

λ2m,k,n = (h2m
k , ψ0,n)H(ΩΓ) =

∫
ΩΓ

h2m
k (r)ψ0,n(r) dr, n = 1, 2, . . . ,

ψ̄2m,k,n = (L2 − λ2m,0,n)−1
H1(ΩΓ)h

2m
k ,

где H1(ΩΓ) — ортогональное дополнение к собственным функциям ψ0,n ∈ H(ΩΓ),
(Γ = A,B) вырожденной краевой задачи (A0 или B0) при условии ||ψ0,n||H(ΩΓ) = 1.

Пограничные функции Π2m,kψ(ρ1), Q2m,kψ(ρ2) при k > 0 могут быть найдены
из краевых задач следующего вида:

L1
2mΠ2m,kψ = g2m

1k , (22)

DiΠ2m,kψ(0) = −Diψ̄2m,k(0), Π2m,kψ(ρ1)→ 0, ε→ 0, i = 0,m− 1, (23)

L2
2mQ2m,kψ = g2m

2k , (24)

DiQ2m,kψ(r̄) = −Diψ̄2m,k(r̄), Q2m,kψ(ρ2)→ 0, ε→ 0, i = 0,m− 1. (25)
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Решения этих краевых задач будем искать в виде:

Π2m,kψ(ρ1) = Π2m,kψ̃(ρ1) + Π2m,kψ
∗(ρ1), (26)

Q2m,kψ(ρ2) = Q2m,kψ̃(ρ2) +Q2m,kψ
∗(ρ2), (27)

где

Π2m,kψ̃(ρ1) =
m−1∑
ζ=1

C2m,1
ζ,k e−α

2m
ζ ρ1 , Q2m,kψ̃(ρ2) =

m−1∑
ζ=1

C2m,2
ζ,k e−α

2m
ζ ρ2

— общие решения однородных уравнений (22), (24), а

Π2m,kψ
∗(ρ1) =

m−1∑
ζ=1

C̄2m,1
ζ,k (ρ1) e−α

2m
ζ ρ1 , Q2m,kψ

∗(ρ2) =
m−1∑
ζ=1

C̄2m,2
ζ,k (ρ2) e−α

2m
ζ ρ2

— частные решения данных неоднородных уравнений.
Так как α2m

i попарно различны, то определители Вронского
W
[
e−α

2m
1 ρ1 , . . . , e−α

2m
m−1ρ1

]
и W

[
e−α

2m
1 ρ2 , . . . , e−α

2m
m−1ρ2

]
, составленные из си-

стем функций
(

e−α
2m
ζ ρ1

)m−1

ζ=1
и
(

e−α
2m
ζ ρ2

)m−1

ζ=1
, отличны от нуля. Это означает,

что частные решения неоднородных уравнений (22), (24) можно найти методом
вариации постоянных, т.е.

D2m
11
~Ω1 = ~F1, D2m

22
~Ω2 = ~F2,

~Ω>1 =

(
dC̄2m,1

ζ,1 (ρ1)
dρ1

, . . . ,
dC̄2m,1

ζ,m−1(ρ1)
dρ1

)
, ~Ω>2 =

(
dC̄2m,2

ζ,1 (ρ2)
dρ2

, . . . ,
dC̄2m,2

ζ,m−1(ρ2)
dρ2

)
,

~F>1 =
(
0, . . . , 0, g2m

1k

)
, ~F>2 =

(
0, . . . , 0, g2m

2k

)
,

где, как показано выше, det
∣∣D2m

11

∣∣ 6= 0, det
∣∣D2m

22

∣∣ 6= 0. Тогда неизвестные функции
C̄2m,1
ζ,k (ρ1) и C̄2m,2

ζ,k (ρ2) могут быть найдены из систем вида: ~Ω1 =
(
D2m

11

)−1 ~F1,

~Ω2 =
(
D2m

22

)−1 ~F2.После интегрирования и подстановки найденных неоднородных
решений в (26), (19), будем иметь столько же произвольных постоянных, сколько
граничных условий задач A2m

ε или B2m
ε выпадает при переходе к вырожденным

задачам A0 или B0.
Таким образом, описанный алгоритм позволяет найти асимптотическое реше-

ние задач A2m
ε и B2m

ε для любого порядка j.

3.2. Обоснование асимптотики
Сформулируем следующую теорему.

Теорема 1. Если самосопряжённые эллиптические операторы L2 , L2m удо-
влетворяют условиям 1–3 для задач A2m

ε , B2m
ε , A0, B0 и функция v(r) ∈ C∞ пред-

ставима в виде равномерно сходящихся рядов в окрестности точки r = 0 и
окрестности точки r = r0

v(r) =
∞∑

s=−1

v1
sr
s, v(r) =

∞∑
s=−1

v2
s(r − r0)s,

то решение краевых задач A2m
ε и B2m

ε существует.



64 Амирханов И.В. и др.

Соответствующее n-е собственное значение λε,2m,n и соответствующая n-я соб-
ственная функция ψε,2m,n(r) оператора L̃2m имеют следующие асимптотические
представления:

λε,2m,n ≡ λ2m,0,n + ελ2m,1,n + ε2λ2m,2,n + . . .+ εj+1∆2m
j , (28)

ψε,2m,n(r) =
∞∑
k=0

εj(ψ̄2m,k,n(r) + Π2m,k,nψ(ρ1) +Q2m,k,nψ(ρ2)) + εj+1z2m
j (r), (29)

где λ2m,0,n = λ0,n — n-е собственные значение (которое предполагается простым)
и ψ̄2m,0,n(r) = ψ0,n(r) — n-я собственная функция оператора L2 для краевых
задач A0 и B0; функции ψ̄2m,k,n(r), Π2m,k,nψ, Q2m,k,nψ и значения λ2m,k,n при
k > 0 определяются из систем уравнений и краевых условий, приведённых в
пункте 2.

Для остаточных членов z̄2m
j (r) и ∆2m

j справедлива оценка∥∥∥Dz̄2m
j

∥∥∥
H

+
∥∥∥z̄2m
j

∥∥∥
H

= O(εj+1), ∆2m
j = O(1),

а для производной порядка p от частичной суммы Θjψε,2m,n:∥∥∥Dq+2z̄2m
j

∥∥∥
H

= O(εj−q+1), 1 6 q 6 s, s > 2m− 2,

точнее во внутренней подобласти [δ, r0 − δ]:∥∥∥Dq+2z̄2m
j

∥∥∥
H

= O(εj+1), |q| 6 s,

а в погранслойных областях (0, δ] и [r0 − δ, r0):∥∥∥Dq+2z̄2m
j

∥∥∥
H

= O(εj−q+1), 1 6 |q| 6 s.

Доказательство. Построенная функция Θjψε,2m,n(r) удовлетворяет краевым
условиям задач A2m

ε и B2m
ε . Далее, так как

‖ψ0‖H =
∥∥ψ̄2m,0

∥∥
H

= 1, то ‖ψε,2m|H = 1 +O(ε).

В силу наших построений[
L̃ε2m −Θjλε,2m

]
Θjψε,2m(r) = εj+1f̄2m

j ,

где f̄2m
j — ограниченная функция (

∥∥∥f̄2m
j

∥∥∥
H

= O(1).) Но тогда, согласно оценки [9],

inf
n
|λ− λε,2m,n| 6

∥∥∥L̃ε2mψ − λψ∥∥∥
H
/||ψ||H ,

где ψ ∈ ΩΓ — произвольная функция из области определения оператора L̃ε2m , а
λ > 0 — произвольное вещественное число [9], и в силу оценки

‖ψε,2m‖H = 1 +O(ε)

получим

λε,2m,n −Θjλε,2m = εj+1∆2m
j , где

∣∣∣∆2m
j

∣∣∣ 6 ∥∥f̄j∥∥H / ‖Θjψε,2m‖H ,

откуда вытекает оценка ∆2m
j = O(1).
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Пусть T 0
d — замкнутая линейная оболочка, состоящая из собственных функций

Θjψε,2m,n(r), отвечающих соответствующим собственным значениям Θjλε,2m,n,
лежащим на отрезке [λ0,n − d, λ0,n + d], где d — некоторое число d >

σ
(∥∥∥L̃ε2mΘjψε,2m −Θjλε,2m Θjψε,2m

∥∥∥
H

)
6 σ. Тогда существует такая функция

ψ̃T ∈ T 0
d ,
∥∥∥ψ̃T∥∥∥

H
= 1, для которой

∥∥∥Θjψε,2m − ψ̃T
∥∥∥
H

6 2σ/d [9].
Положим 3d = min [λ0,n − λ0,n−1;λ0,n+1 − λ0,n] , тогда при достаточно малом ε

имеют место следующие неравенства

λε,2m,n−1 − λ0,n−1 6 d, λε,2m,n − λ0,n 6 d, λε,2m,n+1 − λ0,n+1 6 d.

Таким образом, на отрезке [λ0,n−d, λ0,n+d] заключено единственное собствен-
ное значение λε,2m,n оператора L̃ε2m, которому отвечает единственная нормиро-
ванная собственная функция ψε,2m,n(r), совпадающая с нормированной функци-
ей ψ̃T , и справедлива оценка∥∥ψε,2m,n −Θjψε,2m,n/ ‖Θjψε, 2m,n‖H

∥∥
H

6 O
(
εj+1

)
.

Теперь, если положить ψ̄ε,2m,n = ‖Θjψε,2m,n‖H ψε,2m,n, то получим, что z̄2m
j =

εj+1z2m
j = ψ̄ε,2m,n −Θjψε,2m,n и для z2m

j справедливо
∥∥∥z2m
j

∥∥∥
H

= O(1).
В силу наших построений и того, что λε,2m,γ > λ0,γ , γ = 1, 2, . . . , а также[

L̃ε2m −Θjλε,2m
]

Θjψε,2m(r) = εj+1f̄2m
j ,

∥∥∥f̄2m
j

∥∥∥
H

= O(1),

получим ∥∥∥[L̃ε2m − λε,2m] z̄2m
j

∥∥∥
H

= O(εj+1)

и, значит,∥∥∥L̃ε2mz̄2m
j

∥∥∥
H

6
∥∥∥[L̃ε2m − λε,2m] z̄2m

j

∥∥∥
H

+ |λε,2m|
∥∥∥z̄2m
j

∥∥∥
H

= O(εj+1).

Так как z̄2m
j удовлетворяют граничным условиям задач A2m

ε и B2m
ε и в силу

условий 1-3 имеем∥∥∥z̄2m
j

∥∥∥2

H
6
m−1∑
p=1

ε2p
∥∥∥Dpz̄2m

j

∥∥∥2

H
+
∥∥∥Dz̄2m

j

∥∥∥2

H
+
∥∥∥z̄2m
j

∥∥∥2

H
6 C̄ ε2(j+1)

∥∥∥w̄2m
j

∥∥∥2

H
,

где w̄2m
j — ограниченная функция

(∥∥∥w̄2m
j

∥∥∥
H

= O(1)
)
, а C̄ > 0 — положитель-

ная константа, не зависящая от r и ε. Отсюда сразу вытекают оценки для z̄2m
j ,

приведённые в условиях теоремы.

4. Поведение собственных функций и
собственных значений при неограниченном

возрастании порядка уравнения m→∞
Исследуем некоторые вопросы поведения собственных функций и собственных

значений задач A2m
ε и B2m

ε при неограниченном возрастании порядка уравнения[
L̃ε2m − λε,2m

]
ψε,2m(r) = 0, m→∞.

Рассмотрим задачи A2m
ε , B2m

ε и A2m+2
ε , B2m+2

ε для нахождения [ψε,2m,γ ]∞γ=1,
[λε,2m,γ ]∞γ=1 и [ψε,2m+2,γ ]∞γ=1, [λε,2m+2,γ ]∞γ=1 (собственные значения занумерованы
с учётом монотонности).
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Пусть ∆2m+2
2m ψε,n = ψε,2m+2,n − ψε,2m,n и ∆2m+2

2m λε,n = λε,2m+2,n − λε,2m,n, где
‖ψε,2m+2‖H = 1, ‖ψε,2m‖H = 1.

Сформулируем следующую теорему.
Теорема 2. Если положительные самосопряжённые эллиптические опера-

торы, действующие в H(ΩΓ), L2 , L2m удовлетворяют условиям 1-3 для задач
A2m
ε , B2m

ε , A0, B0, то справедливы следующие оценки при m→∞∣∣∣∆2m+2
2m λε,n

∣∣∣ 6 ∥∥∥L̃ε2m+2 − L̃ε2m
∥∥∥
H

6
2ε2m

(2m+ 2)!!
,
∥∥∥∆2m+2

2m ψε,n
∥∥∥
H

6
2ε2m

(2m+ 2)!!
.

Доказательство. Положим ∆2m+2
2m L = L̃ε2m+2 − L̃ε2m = 2(−1)m+1ε2m

(2m+2)!! D2m+2. Из
вариационной теории собственных значений получим

λε,2m+2,n 6 sup
ϕ

[
((∆2m+2

2m L+ L̃ε2m)ϕ,ϕ)H
]
, ‖ϕ‖H = 1,

(ϕ,ψε,2m,γ)H = 0, γ = 1, n− 1 6 λε,2m,n + λ̄,

где λ̄ — наибольшее положительное собственное значение оператора ∆2m+2
2m L. По-

скольку λ̄ 6
∥∥∥∆2m+2

2m L
∥∥∥
H
, имеем

∣∣∣∆2m+2
2m λε,n

∣∣∣ 6 ∥∥∥L̃ε2m+2 − L̃ε2m
∥∥∥
H
, откуда следует

оценка
∣∣∣∆2m+2

2m λε,n
∣∣∣ 6 2ε2m/(2m+ 2)!!.

Для ∆2m+2
2m ψε имеет место[

L̃ε2m+2 − λε,2m+2

]
∆2m+2

2m ψε =
2ε2m

(2m+ 2)!!
v̄2m,

где v̄2m — ограниченная функция (||v̄2m||H = O(1)), причём (v̄2m,∆2m+2
2m ψε)H =

0, значит оператор (L̃ε2m+2 − λε,2m+2) имеет ограниченный обратный (L̃ε2m+2 −
λε,2m+2)−1

H1
(псевдорезольвенту). Таким образом

∆2m+2
2m ψε =

2ε2m

(2m+ 2)!!

(
L̃ε2m+2 − λε,2m+2

)−1

H1
v̄2m,

откуда следует, что ∥∥∥∆2m+2
2m ψε,n

∥∥∥
H

6
2ε2m

(2m+ 2)!!
.

5. Построение асимптотического решения в
случае линейного сингулярного осцилляторного

квазипотенциала

Рассмотрим краевую задачу B2m
ε на оси [0,∞+) для v(r) = kr2 + g/r2. Реше-

нием вырожденной краевой задачи B0 является система функций:

ψ0,n = Nn exp(−0, 5
√

2kr)(
√

2kr)sF (−n, 2s+ 1, 5,
√

2kr), s = 0, 25[−1 +
√

1 + 8g],

λn =
√

0, 5 k[4n+ 2 +
√

1 + 8g], n = 1, 3, 5, . . . .

Как было показано выше, для нулевого приближения ψ̄2m,0,n = ψ0,n. Отсюда
найдём Π2m,0,nψ(ρ1) и Q2m,0,nψ(ρ2)

Π2m,0,nψ̄(ρ1) =
m−1∑
k=1

C0kn exp(−αkρ1), Q2m,0,nψ(ρ2) = 0,
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C0kn =
m−1∑
s=1

εs−1Ak,s
dsψ̄2m,0,n(0)

drs
,

A1,s =
1∏

l 6=s
(αl − αs)

, l, s = 1, . . . ,m− 1,

A2q,s = A2q+1,s = −

2q∑
r=1

(−1)r

(2r)! α
2r−2
s∏

l 6≡s
(αl − αs)

, q = 1, 2, . . . , (m− 1)/2, l, s = 1, . . . ,m− 1.

В первом приближении мы получим ψ̄2m,1,n = ψ0,n, λ2m,1,n = 0. Решением
типа погранслоя в этом приближении будет функция:

Π2m,1,nψ̄(ρ1) =
m−1∑
k=1

C1kn exp(−αkρ), Q2m,1,nψ(ρ2) = 0,

C1kn =
m−1∑
s=1

εs−1Ak,s
dsψ̄2m,1,n(0)

drs
.

В следующем приближении мы получим ψ̄2m,2,n = ψ0,n, λ2m,2,n = ε1
4λ

2
n, n =

1, 3, 5, . . . , погранслойные функции в этом приближении имеют вид:

Π2m,1,nψ̄(ρ1) =
m−1∑
k=1

Fkn(r, ε) exp(−ε−1αkr), Q2m,2,nψ(ρ2) = 0,

Fkn(r, ε) = Rkn + ρ1Tkn,

Rkn = C1kn − λ2m,0,n

m−1∑
p=0

C1pnBp,k, Tkn = −C1knλ2m,0,nB̄k,k,

B̄k,k =
1∏

j 6≡k
(αj − αk)

, Bk,k =

m−1∑
j=1,j 6≡k

(αk − αj)∏
j 6≡k

(αj − αk)2 , Bp,k =
1

(αp − αk)
∏
j 6≡k

(αj − αk)
.

Таким образом, процедуру построения асимптотического ряда можно продол-
жить далее и построить асимптотическое решение рассматриваемой задачи с точ-
ностью до любого заданного порядка ε.

6. Заключение

На основе методов теории сингулярно возмущённых дифференциальных урав-
нений были рассмотрены краевые задачи для сингулярно возмущённого диффе-
ренциального уравнения высокого порядка. Полученные результаты свидетель-
ствуют об эффективности метода пограничных функций для данного класса за-
дач.

В рамках этой работы проведено исследование дифференциального уравнения
порядка 2m с малым параметром при старшей производной и было получено
следующее:

1) был применён метод пограничных функций и получена асимптотика соб-
ственных функций и собственных значений по малому параметру, отражаю-
щая погранслойный характер решений этого уравнения;

2) показана сходимость асимптотических решений к решениям соответствую-
щих вырожденных краевых задач при ε→ 0;
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3) исследовано поведение собственных функций и собственных значений при
неограниченном возрастании порядка уравнения m→∞;

4) рассмотрена задача на полупрямой для случая осцилляторного потенциала
и построено асимптотическое приближение её решений для произвольного
порядка m.
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