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В работе продемонстрирована Гамильтонова природа обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, описывающих эволюцию монохроматических линейно поляризованных
плоских электромагнитных волн в стратифицированной среде. Установлена возмож-
ность и необходимость использования симплектических численных методов интегриро-
вания полученной системы уравнений Гамильтона.
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Хорошо известно, что для плоских линейно поляризованных монохроматиче-
ских волн, распространяющихся в стратифицированной среде, система уравнений
Максвелла редуцируется к двум независимым подсистемам обыкновенных диф-
ференциальных уравнений для ТЕ- и ТМ- мод. Однако менее широко известно,
что эти подсистемы образуют пары уравнений Гамильтона, так что вся систе-
ма является системой уравнений Гамильтона с двумя степенями свободы. Нали-
чие гамильтоновой структуры диктует выбор такого численного метода решения
системы ОДУ, который сохраняет гамильтонову структуру для получающихся
при численном решении сеточных функций и обычно называется гамильтоновым
(симплектическим) интегратором.

Напомним выбор системы координат и обозначения. Среда стратифицирована
вдоль оси 𝑂𝑧: 𝜀 = 𝜀 (𝑧), 𝜇 = 𝜇 (𝑧), так что тангенциальными являются векторы, ле-
жащие в плоскости 𝑥𝑂𝑦. Волновой вектор 𝑘⃗ падающей монохроматической плос-
кой однородной линейно поляризованной волны лежит в плоскости 𝑧𝑂𝑥, следова-
тельно, в этой же плоскости лежат волновые векторы электромагнитной волны,
распространяющейся в стратифицированной среде: 𝑘𝑥 = 𝑘0

√︀
𝜀 (𝑧)𝜇 (𝑧) sin𝛼 (𝑧),

𝑘𝑦 = 0.
Система уравнений Максвелла в диэлектрической среде в отсутствие сторон-

них токов и зарядов имеет вид

rot 𝐸⃗ = −𝜇

𝑐

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
, rot 𝐻⃗ =

𝜀

𝑐

𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
. (1)

Для полей вида

𝐸⃗ = 𝐸⃗0𝑒
𝑖(𝜔 𝑡−𝑘⃗ 𝑟⃗), 𝐻⃗ = 𝐻⃗0𝑒

𝑖(𝜔 𝑡−𝑘⃗ 𝑟⃗), 𝑘⃗ = 𝑘0
√︀
𝜀(𝑧)𝜇(𝑧) 𝑠⃗ (2)

в выбранной системе координат выполняются соотношения:

𝜕𝐸⃗/𝜕𝑦 = 0⃗, 𝜕𝐻⃗/𝜕𝑦 = 0⃗, 𝜕𝐸⃗/𝜕𝑥 = −𝑖𝑘𝑥𝐸⃗, 𝜕𝐻⃗/𝜕𝑥 = −𝑖𝑘𝑥𝐻⃗. (3)
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С учётом (2) и (3) из уравнений (1) получается следующая система уравнений:

−𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑧
= −𝑖𝑘0𝜇𝐻𝑥, −𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑧
= 𝑖𝑘0𝜀𝐸𝑥,

𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑧
+ 𝑖𝑘𝑥𝐸𝑧 = −𝑖𝑘0𝜇𝐻𝑦,

𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑧
+ 𝑖𝑘𝑥𝐻𝑧 = 𝑖𝑘0𝜀𝐸𝑦,

−𝑖𝑘𝑥𝐸𝑦 = −𝑖𝑘0𝜇𝐻𝑧, −𝑖𝑘𝑥𝐻𝑦 = 𝑖𝑘0𝜀𝐸𝑧.

(4)

Система (4) распадается на две независимые системы уравнений для танген-
циальных компонент [1]: для ТЕ-моды

d𝐸𝑦

d𝑧
= 𝑖𝑘0𝜇𝐻𝑥,

d𝐻𝑥

d𝑧
= 𝑖𝑘0

(︂
𝜀− 1

𝜇

𝑘2𝑥
𝑘20

)︂
𝐸𝑦, (5)

и для ТМ-моды

d𝐻𝑦

d𝑧
= −𝑖𝑘0𝜀𝐸𝑥,

d𝐸𝑥

d𝑧
= −𝑖𝑘0

(︂
𝜇− 1

𝜀

𝑘2𝑥
𝑘20

)︂
𝐻𝑦. (6)

Известно, что существуют две инвариантные комбинации из компонент элек-
тромагнитного поля. Через напряжённости полей они выражаются следующим
образом [2]:

𝐼1 = 𝜀
(︁
𝐸⃗, 𝐸⃗

)︁
− 𝜇

(︁
𝐻⃗, 𝐻⃗

)︁
и 𝐼2 = 𝜀𝜇

(︁
𝐸⃗, 𝐻⃗

)︁
,

причём 𝐼1 — скалярный, а 𝐼2 — псевдоскалярный инварианты. Функция Лагранжа
𝐿 ≡ 𝐼1/2 в записи через декартовы компоненты напряжённостей поля имеет вид:

𝐿 =
𝜀

2

(︀
𝐸2

𝑥 + 𝐸2
𝑦 + 𝐸2

𝑧

)︀
− 𝜇

2

(︀
𝐻2

𝑥 +𝐻2
𝑦 +𝐻2

𝑧

)︀
≡

≡ 1

2

(︀
𝜀𝐸2

𝑦 − 𝜇𝐻2
𝑥 − 𝜇𝐻2

𝑧

)︀
− 1

2

(︀
𝜇𝐻2

𝑦 − 𝜀𝐸2
𝑥 − 𝜀𝐸2

𝑧

)︀
. (7)

С учётом алгебраических уравнений системы (4) выражение (7) переписыва-
ется в виде:

𝐿 =
1

2

(︂(︂
𝜀− 1

𝜇

𝑘2𝑥
𝑘20

)︂
𝐸2

𝑦 − 𝜇𝐻2
𝑥

)︂
− 1

2

(︂(︂
𝜇− 1

𝜀

𝑘2𝑥
𝑘20

)︂
𝐻2

𝑦 − 𝜀𝐸2
𝑥

)︂
≡ 𝐿1 + 𝐿2. (8)

Введём обозначения

𝑞1 ≡ −𝐸𝑦, 𝑞2 ≡ 𝑖𝐻𝑦, 𝑝1 ≡ 𝜕𝐿1/𝜕 (d𝑞1/d𝑧), 𝑝2 ≡ 𝜕𝐿2/𝜕 (d𝑞2/d𝑧),

после чего проделаем преобразование Лежандра относительно введённых пере-
менных:

𝐻 = (𝑝1 (d𝑞1/d𝑧)− 𝐿1) + (𝑝2 (d𝑞2/d𝑧)− 𝐿2) = 𝐻1 +𝐻2,

так что

𝐻1 =
1

2

(︂(︂
𝜀− 1

𝜇

𝑘2𝑥
𝑘20

)︂
𝑞21 +

(︀
𝜇𝑘20

)︀
𝑝21

)︂
, 𝐻2 =

1

2

(︂(︂
𝜇− 1

𝜀

𝑘2𝑥
𝑘20

)︂
𝑞22 +

(︀
𝜀𝑘20
)︀
𝑝22

)︂
. (9)

Тогда системы уравнений (5) и (6) примут вид:

d𝑞1
d𝑧

= 𝜇𝑘20𝑝1,
d𝑝1
d𝑧

= −
(︂
𝜀− 1

𝜇

𝑘2𝑥
𝑘20

)︂
𝑞1,

d𝑞2
d𝑧

= 𝜀𝑘0𝑝2,
d𝑝2
d𝑧

= −
(︂
𝜇− 1

𝜀

𝑘2𝑥
𝑘20

)︂
𝑞2.

(10)
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Уравнения (10) имеют канонический вид уравнений Гамильтона:

d𝑞1
d𝑧

=
𝜕𝐻1

𝜕𝑝1
,
d𝑝1
d𝑧

= −𝜕𝐻1

𝜕𝑞1
,

d𝑞2
d𝑧

=
𝜕𝐻2

𝜕𝑝2
,

d𝑝2
d𝑧

= −𝜕𝐻2

𝜕𝑞2
(11)

Уравнения можно также переписать в виде:

d𝑞1
d𝑧

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝1
,

d𝑝1
d𝑧

= −𝜕𝐻

𝜕𝑞1
,

d𝑞2
d𝑧

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝2
,

d𝑝2
d𝑧

= −𝜕𝐻

𝜕𝑞2
(12)

Системы уравнений (11) являются системами уравнений Гамильтона для двух
систем с одной степенью свободы, а именно для ТЕ- моды и ТМ- моды. Систе-
ма уравнений (12) является системой уравнений Гамильтона для одной системы с
двумя степенями свободы, а именно для монохроматической плоской однородной
линейно поляризованной волны, состоящей из ТЕ- моды и ТМ- моды. Функции
𝐻1, 𝐻2, 𝐻 при этом являются функциями Гамильтона соответствующих физиче-
ских систем.

В последние годы для систем уравнений Гамильтона разработаны эффек-
тивные численные алгоритмы решения, приводящие к сеточным функциям 𝑞𝑁1 ,
𝑝𝑁1 и 𝑞𝑁2 , 𝑝𝑁2 размерности 𝑁 , образующим попарно дискретные переменные, ка-
нонически сопряжённые относительно дискретных функций Гамильтона 𝐻𝑁 =
𝐻𝑁

1 +𝐻𝑁
2 . В частности, вследствие представления функций Гамильтона (9) для

ТЕ- и ТМ- мод в виде 𝐻 (𝑞, 𝑝) = 𝐻 (𝑞)+𝐻 (𝑝), существует семейство симплектиче-
ских методов Рунге-Кутта различного порядка точности [3,4] решения систем (11)
и (12).
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The paper demonstrates the Hamiltonian nature of ordinary differential equations de-
scribing the evolution of monochromatic linearly polarized plane electromagnetic waves in a
stratified medium. The possibility and necessity of using symplectic numerical methods for
integrating the resulting system of Hamilton equations is established.
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