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Символьно-численным методом решено одномерное уравнение Шрёдингера с потен-
циалом с двумя и тремя ямами в виде степенных рядов. В зависимости от параметров
потенциала вычислены энергетические спектры и волновые функции. Показано, что
величина расщепления энергетических уровней из-за эффекта туннелирования чрезвы-
чайно чувствительна к форме потенциальной функции.
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1. Введение

В настоящее время объектами интенсивных экспериментальных и теоретиче-
ских исследований являются твердотельные наноструктуры (см. например, [1–3]),
в которых движение электронов ограничено, и в результате существенно меняет-
ся большинство электронных свойств из-за возникновения так называемых раз-
мерных эффектов. Свободные электроны оказываются локализованными в од-
ном, двух или трёх направлениях в области с размерами порядка дебройлевской
длины волны и поэтому необходимо использовать законы квантовой механики.
Энергетический спектр из-за ограниченного пространства движения становится
дискретным.

Например, при соединении двух или более полупроводников с различными
запрещёнными зонами носители заряда локализованы в плоскости, их движе-
ние происходит в так называемых квантовых ямах. Для описания таких систем
можно использовать математическую модель как, например, ангармонический ос-
циллятор с несколькими локальными минимумами. Протекание электрического
тока из одной ямы в другую происходит из-за туннелирования — чисто кванто-
вого эффекта. К таким устройствам относятся, например, резонансные туннель-
ные диоды и триоды. Физические характеристики таких наноустройств крайне
чувствительны к спектральным параметрам носителей заряда в потенциальной
яме. Положением энергетических уровней, а значит и величиной протекающего
электрического тока можно управлять, изменяя нужным образом значения пара-
метров ангармонических осцилляторов. В связи с этим возникает необходимость
теоретического исследования энергетического спектра и волновых функций.
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Для описания квантовых ям в наноструктурах в настоящей работе рассмот-
рены потенциалы с двумя и тремя минимумами, для которых решается соответ-
ствующее уравнение Шрёдингера. Известно, что если ангармонический потенци-
ал имеет форму двойной ямы, то возникает квазипересечение кривых собствен-
ных значений. Следует отметить, что этот эффект является экспоненциально ма-
лым относительно высоты барьера [4, 5]. Это означает, что обычная теория воз-
мущений, которая реально является разложением по степеням малого параметра,
неспособна правильно описать этот эффект.

Имеются различные методы и подходы, например [6–8], для интегрирования
уравнения Шрёдингера. В работе [9] были вычислены энергетические уровни и
волновые функции для симметричного двойного потенциала. В работе [3] в квази-
классическом приближении, а в работах [10,11] на основе уравнения Гойна были
получены и исследованы избегнутые пересечения энергетических уровней в асим-
метричном двухъямном потенциале.

В настоящей работе для асимметричного потенциала с двумя и симметричного
с тремя ямами решено уравнение Шрёдингера с использованием степенных рядов
и применением системы компьютерной алгебры Maple и проведено исследование
зависимости первых энергетических уровней от величины асимметрии.

2. Общая схема решения уравнения Шрёдингера
Пусть дано уравнение

d2𝜓(𝑥)

d𝑥2
+ 𝐹 (𝑥,𝐸)𝜓(𝑥) = 0, 𝐹 (𝑥,𝐸) = 2(𝐸 − 𝑉 (𝑥)), (1)

где функция 𝐹 (𝑥,𝐸) может иметь полюс не выше второго порядка в окрестности
точки 𝑥 = 𝑥0, которое надо решить на собственные значения 𝐸 с заданными
граничными условиями 𝜓(±∞) = 0.

Для решения задачи (1) на собственные значения вначале находим два линей-
но независимых решения 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) задачи Коши

d2𝑦(𝑥)

d𝑥2
+ 𝐹 (𝑥,𝐸)𝑦(𝑥) = 0 (2)

со следующими начальными условиями

𝑦1(𝑥0) = 1,
d𝑦1(𝑥)

d𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥0

= 0, 𝑦2(𝑥0) = 0,
d𝑦2(𝑥)

d𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥0

= 1. (3)

Так как в нашей работе потенциальная функция 𝑉 (𝑥) не содержит особенно-
стей, то решения 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) ищем в виде следующих степенных рядов

𝑦1(𝑥) = 1 +
𝑁∑︁

𝑘=2

𝑐
(1)
𝑘 (𝑥− 𝑥0)

𝑘, 𝑦2(𝑥) = (𝑥− 𝑥0) +
𝑁∑︁

𝑘=2

𝑐
(2)
𝑘 (𝑥− 𝑥0)

𝑘, (4)

которые автоматически удовлетворяют начальным условиям (3). Коэффициенты
𝑐
(1)
𝑘 и 𝑐

(2)
𝑘 определяются единственным образом посредством подстановки рядов

(4) в уравнение (2) и приравниванием к нулю коэффициентов при различных
степенях независимой переменной в левой части полученного равенства.

Как известно (см., например, [12]), общее решение уравнения (2) находится по
формуле

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑦1(𝑥) + 𝐶2𝑦2(𝑥), (5)

где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные постоянные, которое содержит и решение 𝜓(𝑥) зада-
чи (1).
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Согласно условиям исходной краевой задачи её собственные значения 𝐸 и соб-
ственные функции 𝜓(𝑥) определяются из следующей однородной линейной систе-
мы алгебраических уравнений

𝐶1(𝐸) · 𝜓1(−𝑅,𝐸) + 𝐶2(𝐸) · 𝜓2(−𝑅,𝐸) = 0,

𝐶1(𝐸) · 𝜓1(+𝑅,𝐸) + 𝐶2(𝐸) · 𝜓2(+𝑅,𝐸) = 0,
(6)

где бесконечный интервал (−∞,+∞) редуцируется на отрезок [−𝑅,+𝑅], и вели-
чина 𝑅 является варьируемым параметром.

Нетривиальное решение алгебраической системы (6) определяется из равен-
ства нулю соответствующего детерминанта 𝐷(𝐸):

𝐷(𝑅,𝐸) =

⃒⃒⃒⃒
𝜓1(−𝑅,𝐸) 𝜓2(−𝑅,𝐸)

𝜓1(+𝑅,𝐸) 𝜓2(+𝑅,𝐸)

⃒⃒⃒⃒
= 0, (7)

которое выполняется не при всех, а при определённых значениях энергии 𝐸 = 𝐸𝑛,
составляющих энергетический спектр уравнения Шрёдингера (1). Для построе-
ния волновых функций 𝜓𝑛(𝑥) необходимо решить однородную линейную систему
алгебраических уравнений

𝐶1(𝐸𝑛) · 𝜓1(−𝑅,𝐸𝑛) + 𝐶2(𝐸𝑛) · 𝜓2(−𝑅,𝐸𝑛) = 0,

𝐶1(𝐸𝑛) · 𝜓1(+𝑅,𝐸𝑛) + 𝐶2(𝐸𝑛) · 𝜓2(+𝑅,𝐸𝑛) = 0
(8)

относительно 𝐶1(𝐸𝑛), 𝐶2(𝐸𝑛) и удовлетворить условию нормировки

+𝑅∫︁
−𝑅

|𝜓(𝑥)|2d𝑥 = 1. (9)

Волновые функции представляются аналитически в виде сходящихся степенных
рядов с заданным числом членов 𝑁 .

3. Ангармонический осциллятор с двумя минимумами

Приведённый выше метод был применён для вычисления энергетических уров-
ней и волновых функций асимметричного ангармонического осциллятора четвёр-
той степени, для которого в уравнении (1) потенциальная функция равна

𝑉 (𝑥) = −2𝑥2 +
1

4
𝑥4 − 𝑝𝑥, (10)

где 𝑝 — параметр. На рис. 1 показано поведение потенциальной функции (10) в
зависимости от значений параметра 𝑝. Этот потенциал был исследован в работе [6]
и выбран нами для сравнения.

При помощи разработанной программы EWA [9] для уравнения Шрёдингера
(1) с потенциалом (10) найдены энергетические спектры и волновые функции в
виде степенных рядов. Вычисленные значения уровней энергии представлены в
табл. 1, и их структура в потенциале (10) при двух значениях параметра 𝑝 пока-
зана на рис. 2, а волновые функции нижайших состояний при этих же значениях
параметра — на рис. 3, 4.

На рис. 5 приведена зависимость значений энергетических уровней от пара-
метра 𝑝 в диапазоне от −3 до 3 для асимметричного ангармонического осциллято-
ра (10). Как видно из этого рисунка, в поведении энергетических линий возникают
избегнутые пересечения (квазипересечения), для которых величина расщепления
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Рис. 1. Поведение потенциальной функции (10) в зависимости от значений
параметра 𝑝

Таблица 1
Энергетический спектр асимметричного ангармонического осциллятора

(10) при различных значениях параметра 𝑝 при 𝑅 = 3.7, 𝑁 = 116

𝑛 𝐸𝑛 𝑝 = 0 𝑝 = 0, 5 𝑝 = 1 𝑝 = 1, 5 𝑝 = 2 𝑝 = 2, 5 𝑝 = 3

0 𝐸0 −2, 6613 −3, 5984 −4, 5775 −5, 5895 −6, 6312 −7, 7004 −8, 7945

1 𝐸1 −2, 6516 −1, 7594 −1, 8745 −2, 7340 −3, 6454 −4, 6011 −5, 5789

2 𝐸2 −0, 5098 −1, 0791 −0, 9166 −0, 4105 −1, 0762 −1, 8918 −2, 6537

3 𝐸3 −0, 1796 0, 2082 0, 1927 −0, 0692 0, 4609 0, 2269 −0, 1346

4 𝐸4 1, 1717 1, 0806 1, 1259 1, 2321 1, 0524 1, 2551 1, 5660

5 𝐸5 2, 3734 2, 3971 2, 3941 2, 3267 2, 2676 2, 2897 2, 5742

6 𝐸6 3, 8617 3, 8606 3, 8141 3, 6282 3, 5327 3, 7079 4, 0931

Рис. 2. Структура спектра асимметричного ангармонического осциллятора
(10) при 𝑝 = 0 и 𝑝 = 0, 7

является экспоненциально малым относительно высоты барьера. Полученная кар-
тина поведения энергетических уровней от параметра 𝑝 полностью согласуется с
результатами работы [6], в которой авторы получили эту зависимость только для
первых пяти уровней энергии.

Потенциал (10) можно представить в виде 𝑉 (𝑥) = 𝛼(𝑥2 − 𝑎2)2 − 𝑝𝑥 − 4, при
𝛼 = 0, 25 и 𝑎 = 2. Тогда величина расщепления между энергиями основного и
первого возбуждённого состояний Δ𝐸 = 𝐸1−𝐸0 при 𝑝 = 0 может быть вычислена
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Рис. 3. Потенциал и волновая функция асимметричного ангармонического
осциллятора (10) для 𝐸0 = −2, 6613, 𝐸1 = −2, 6516 и 𝐸2 = −0, 5098 при 𝑝 = 0

Рис. 4. Потенциал и волновая функция асимметричного ангармонического
осциллятора (10) для 𝐸0 = −3, 9859, 𝐸1 = −1, 4373 и 𝐸2 = −1, 3646 при 𝑝 = 0, 7.

Рис. 5. Зависимость значений энергетических уровней от параметра 𝑝
асимметричного ангармонического осциллятора (10)

по асимптотической формуле из работ [4, 5]:

Δ𝐸 = 16𝑎2
(︂
2𝑎2𝛼3

𝜋2

)︂1/4

exp
(︁
−4

3
𝑎3(2𝛼)1/2

)︁
. (11)

Из наших расчётов следует, что для потенциала (10) величина расщепления
Δ𝐸 = 0, 0097, в то время как вычисления по формуле (11) приводят к величине
равной 0, 0114, отличаясь на 15%.

Далее рассмотрим ещё один асимметричный ангармонический осциллятор чет-
вёртой степени с двухъямным потенциалом

𝑉 (𝑥) = 𝛼(𝑥2 − 𝑎2)2 − 𝑝𝑥, (12)
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при 𝛼 = 0, 8, 𝑎 = 2, 𝑝 — параметр. На рис. 6 показано поведение потенциаль-
ной функции (12) в зависимости от значений параметра 𝑝. Второе слагаемое в
потенциале (12) описывает внешнее возмущение, амплитуда которого управляет
положением энергетических уровней.

Рис. 6. Поведение потенциальной функции (12) в зависимости от значений
параметра 𝑝

При помощи той же символьно-численной программы [9] для уравнения Шрё-
дингера (1) с функциями (12) найдены волновые функции в виде степенных рядов
и энергетические спектры, представленные в табл. 2.

Заметим, что для симметричного потенциала с двойной ямой (12) величина
расщепления между уровнями энергии основного и первого возбуждённого со-
стояний, полученная в нашей работе, равна Δ𝐸 = 0, 000066, в то время как эта
величина, вычисленная по формуле (11), равна Δ𝐸 = 0, 000070 и отличие этих
значений в 6%.

Таблица 2
Энергетический спектр асимметричного ангармонического осциллятора

(12) при различных значениях параметра 𝑝 при 𝑅 = 3, 𝑁 = 132

𝑛 𝐸𝑛 𝑝 = 0 𝑝 = 0, 5 𝑝 = 1 𝑝 = 1, 5 𝑝 = 2 𝑝 = 2, 5 𝑝 = 3

0 𝐸0 2, 4755 1, 5126 0, 5391 −0, 4444 −1, 4378 −2, 4406 −3, 4524

1 𝐸1 2, 4756 3, 4274 4, 3677 4, 5380 3, 6416 2, 7340 1, 8158

2 𝐸2 7, 1458 6, 2932 5, 4221 5, 2959 6, 2112 7, 1130 6, 7854

3 𝐸3 7, 1538 7, 9906 8, 8134 9, 0991 8, 3458 7, 5735 8, 0003

4 𝐸4 11, 0875 10, 5361 9, 8339 9, 6185 10, 3954 11, 1298 11, 1462

5 𝐸5 11, 3693 11, 8720 12, 3917 12, 5787 12, 2624 11, 7751 11, 9021

6 𝐸6 13, 8651 13, 7634 13, 5367 13, 4745 13, 7607 14, 0467 14, 1609

На рис. 7–14 приведена зависимость значений энергетических уровней от па-
раметра 𝑝, который принимает значения от −9 до 9, для асимметричного ангар-
монического осциллятора (12), а также структура расположения энергетических
уровней для некоторых параметров 𝑝 и волновые функции.
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Рис. 7. Зависимость значений энергетических уровней от параметра 𝑝
асимметричного ангармонического осциллятора (12)

Рис. 8. Структура спектра асимметричного ангармонического осциллятора
(12) при 𝑝 = 0 и 𝑝 = 1, 25

Рис. 9. Потенциал и волновая функция асимметричного ангармонического
осциллятора (12) для 𝐸0 = 2, 4755, 𝐸1 = 2, 4756 при 𝑝 = 0

4. Ангармонический осциллятор с тремя минимумами
Рассмотрим симметричный ангармонический осциллятор шестой степени, для

которого в уравнении (1) потенциальная функция равна

𝑉 (𝑥) = 𝐴𝑥2 −𝐵𝑥4 + 𝐶𝑥6, (13)

при 𝐴 > 0, 𝐵 > 0, 𝐶 > 0.
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Рис. 10. Потенциал и волновая функция асимметричного ангармонического
осциллятора (12) для 𝐸2 = 7, 1458, 𝐸3 = 7, 1538 при 𝑝 = 0

Рис. 11. Потенциал и волновая функция асимметричного ангармонического
осциллятора (12) для 𝐸4 = 11, 0875, 𝐸5 = 11, 3693 и 𝐸6 = 13, 8651 при 𝑝 = 0

Рис. 12. Потенциал и волновая функция асимметричного ангармонического
осциллятора (12) для 𝐸0 = 0, 0486, 𝐸1 = 4, 8334 и 𝐸2 = 4, 9816 при 𝑝 = 1, 25

Условие 𝐶 > 0 обеспечивает дискретность энергетического спектра. При 𝐵2 >
3𝐴𝐶 и 𝐵 > 0, 𝐴 > 0 потенциал (13) имеет три локальных минимума в точках
𝑥 = 0, 𝑥 = ±

√︀
𝐴(1 +

√
1− 𝜉)/𝐵𝜉, два максимума в точках 𝑥 = ±

√︀
𝐴(1−

√
1− 𝜉)/𝐵𝜉,

в которых значения функции (13) равны, соответственно, 𝐴2/(3𝐵𝜉2)(3𝜉−2+2(1−
𝜉)
√
1− 𝜉) и −𝐴2/(3𝐵𝜉2)(−1 +

√
1− 𝜉)(2𝜉 − 1 +

√
1− 𝜉).
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Рис. 13. Потенциал и волновая функция асимметричного ангармонического
осциллятора (12) для 𝐸3 = 9, 2154, 𝐸4 = 9, 4729 при 𝑝 = 1, 25

Рис. 14. Потенциал и волновая функция асимметричного ангармонического
осциллятора (12) для 𝐸5 = 12, 5550, 𝐸6 = 13, 4551 при 𝑝 = 1, 25

Ниже проведённые расчёты выполнены при 𝜉 = 3/4 и 𝐴 = 16, 2, 𝐵 = 10, 2,
𝐶 = 𝐵2/4𝐴, для которых значения потенциальной функции в точках минимума
равны нулю. При помощи символьно-численной программы [9] для уравнения
Шрёдингера (1) с функцией (13) найдены волновые функции в виде степенных
рядов и энергетические спектры (см. табл. 3).

Таблица 3
Энергетический спектр симметричного ангармонического осциллятора

шестой степени (13), где 𝐴 = 16, 2, 𝐵 = 10, 2, 𝐶 = 𝐵2/4𝐴 при 𝑅 = 2, 2, 𝑁 = 220

𝑛 0 1 2 3 4 5 6

𝐸𝑛 2, 5278 4, 9156 5, 0886 7, 2667 10, 4400 13, 1899 16, 4806

На рис.15 приведена структура расположения энергетических уровней для
ангармонического осциллятора шестой степени (13).

Как видно, в симметричном потенциале с тройной ямой (13) избегнутое пе-
ресечение из-за квантового эффекта туннелирования наблюдается для первого и
второго возбуждённых уровней и величина расщепления очень большая, что су-
щественно отличается от случая симметричного потенциала с двойной ямой. В
самом деле, из численных расчётов волновых функций (см. рис. 16, 17) следует,
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Рис. 15. Структура спектра симметричного ангармонического осциллятора
шестой степени (13)

Рис. 16. Потенциал и волновая функция симметричного ангармонического
осциллятора шестой степени (13) для 𝐸0 = 2, 5278, 𝐸1 = 4, 9156

Рис. 17. Потенциал и волновая функция симметричного ангармонического
осциллятора шестой степени (13) для 𝐸2 = 5, 0886, 𝐸3 = 7, 2667

что избегнутое пересечение уровней случается именно для первых двух возбуж-
дённых состояний, в которых, соответственно, их волновые функции обращаются
в нуль один и два раза, а волновая функция основного состояния узлов не имеет.
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5. Заключение

В работе получены энергетические спектры и волновые функции одномерных
уравнений Шрёдингера с потенциальной функцией, имеющей два и три локаль-
ных минимума. Показано, что в этих системах имеет место квазипересечения
энергетических уровней, и величина расщепления уровней из-за эффекта тунне-
лирования крайне чувствительна к виду потенциальной функции.
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By symbolic-numeric power series method the one-dimensional Shrödinger’s equation with
double- and triple-well potentials is solved. The energy spectra and wave function depending
on the potential parameters are calculated. It is shown that magnitude of energy splitting is
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