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В работе получены упрощённые аналитические зависимости, выраженные элементар-
ными функциями, позволяющие при решении прикладных (инженерных) задач с вы-
сокой степенью точности (≪ 1%) определять значения эллиптических функции Якоби,
что открывает новые возможности для расширения теоретических методов исследова-
ний задач математической физики, механики и др.
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Эллиптические функции Якоби — функции обратные к эллиптическим инте-
гралам, являются двоякопериодичными мероморфными функциями комплексно-
го переменного. Они играют чрезвычайно важную роль в теории функции ком-
плексного переменного и непосредственно используются при аналитических ре-
шениях множества задач математической физики, механики, в том числе, в тео-
рии фильтрации, гидро- и аэродинамике, теории упругости, механике сплошной
среды, термодинамике, электромагнетизме, микроэлектронике и т.д.

В качестве примеров ниже перечислены лишь некоторые из многочисленных
расчётных схем фильтрационных потоков в теле и основаниях гидросооружений,
решения которых выражаются через эллиптические функции Якоби:

– фильтрация под прямоугольной подошвой бетонной плотины при неограни-
ченной и ограниченной мощности проницаемого основания [1];

– фильтрация через земляные плотины на проницаемом основании при прямо-
линейном и криволинейном очертании водоупора [2];

– фильтрация из каналов при ограниченной мощности проницаемого основа-
ния [1];

– фильтрация через земляные плотины с дренажной призмой на непроницае-
мом основании [2] и др.

В то же время следует отметить, что эллиптические функции Якоби в об-
щем виде не выражаются через элементарные функции, а потому определение
их значений представляет собой весьма сложный и трудоёмкий процесс, связан-
ный, в частности, с использованием вспомогательных более быстросходящихся
тэта-функций, понижающего (повышающего) преобразований Ландена, интерпо-
ляции (прямой и обратной) табличных данных по двум переменным, разложе-
ний в ряды по параметру Якоби и степеням комплексного переменного, мето-
да арифметико-геометрического среднего с итерационным расчётом и др. [3–5].
Кроме этого, трудоёмкость представления эллиптических функций Якоби через
элементарные ограничивает возможности аналитического выражения взаимосвя-
зи физических параметров решаемых задач при заданных граничных условиях,
рассмотрения более сложных расчётных схем, а также использования их при со-
здании программ для ЭВМ.

Изложенное существенно сдерживает развитие теоретических методов иссле-
дований инженерных задач, связанных с движением потенциальных потоков в
самых различных областях техники.

В данной работе приводится новый, практически точный, метод определения
значений эллиптических функций Якоби путём выражения их через элементар-
ные. Как известно [6,7], эллиптический синус Якоби (синус амплитуды) sn(𝑊,𝜆)
даёт точное конформное отображение прямоугольника с горизонтальной 2𝐾 и
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вертикальной 𝐾 ′ сторонами в комплексной области 𝑊 = 𝜑+ 𝑖𝜓 на полуплоскость
𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂 (рис. 1), т.е.

𝜁 = sn(𝑊,𝜆) = sn𝑊, (1)
где 𝜙, 𝜓 и 𝜉, 𝜂 — соответственно, координаты областей 𝑊 и 𝜁; 𝐾 = 𝐾(𝜆) и
𝐾 ′ = 𝐾 ′(𝜆′) — полные эллиптические интегралы первого рода при модуле 𝜆 и
дополнительном модуле 𝜆′, равном 𝜆′ =

√
1− 𝜆2.

Рис. 1. Конформное отображение (точное) прямоугольника на полуплоскость
эллиптическим синусом Якоби sn(𝑊,𝜆): а) комплексный прямоугольник 1-2-3-4

𝑊 = 𝜙+ 𝑖𝜓; б) комплексная полуплоскость 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂; К и К′ — полные
эллиптические интегралы первого рода при модуле 𝜆 и дополнительном модуле

𝜆′ =
√

1− 𝜆2

Для определения функции 𝜁 можно также использовать расчётные зависи-
мости (7) и (12), полученные в [8] в результате конформного отображения эле-
ментарными функциями прямоугольника, имеющего сторону с незначительной
выпуклостью, на полуплоскость. Причём максимальная погрешность, вносимая
этой выпуклостью, соответствует прямоугольнику с равными сторонами — квад-
рату (𝐾

′

2𝐾 = 1 или 𝜆 = 0, 171259) и составляет 0, 118%. При увеличении же одной из
сторон указанная погрешность становится исчезающе малой, например, при отно-
шении сторон прямоугольника, равном 1, 35–0, 01%; 1, 67–0, 001%; 2, 0–0, 0001% [8].

Подставляя в формулу (1) величину 𝜁 из [8, формулы (7), (12)], получим зна-
чения эллиптического синуса Якоби в виде:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

sn𝑊 =
2
𝜆𝑅

·
sin
(︀
𝜋𝑊
2𝐾

)︀
1 +𝑅−2 sin2

(︀
𝜋𝑊
2𝐾

)︀ (при
𝐾 ′

2𝐾
> 1 или 𝜆 6 0, 171259);

sn𝑊 =
(𝜁* − 𝑛) (1−𝑚)

𝜁* (1 +𝑚− 2𝑛) + 𝑛 (1 +𝑚)− 2𝑚
(при

𝐾 ′

2𝐾
< 1 или 𝜆 > 0, 171259),

(2)

в которых ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑅 = ch

(︂
𝜋𝐾 ′

2𝐾

)︂
; 𝜁* =

2
𝑟
·

ch
[︀
𝜋
𝐾′ (𝑊 +𝐾)

]︀
1 + 𝑟−2 ch2 [︀ 𝜋

𝐾′ (𝑊 +𝐾)
]︀ ;

𝑟 = ch
(︂

2𝜋𝐾
𝐾 ′

)︂
; 𝑚 =

2𝑟
1 + 𝑟2

; 𝑛 =
2
𝑟
·

ch
(︀
𝜋𝐾
𝐾′

)︀
1 + 𝑟−2 ch2 (︀𝜋𝐾

𝐾′

)︀ . (3)

Отделяя в формулах (2) и (3) вещественную и мнимую части, окончательно
получим расчётные зависимости для определения эллиптического синуса Якоби
sn𝑊 = sn(𝜙+ 𝑖𝜓, 𝜆) в виде:
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– для 𝜆6 0, 141259⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sn𝑊 = 𝑎1 + 𝑖𝑏1; 𝑎1 =
2
𝜆𝑅

· 𝑎2𝑎3 + 𝑏2𝑏3
𝑎2
2 + 𝑏22

; 𝑏1 =
2
𝜆𝑅

· 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2
𝑎2
2 + 𝑏22

;

𝑎2 = 1 + (𝑎2
3 − 𝑏23)𝑅

−2; 𝑎3 = sin
(︂
𝜋𝜙

2𝐾

)︂
ch
(︂
𝜋𝜓

2𝐾

)︂
;

𝑏2 = 2𝑎3𝑏3𝑅
−2; 𝑏3 = cos

(︂
𝜋𝜙

2𝐾

)︂
sh
(︂
𝜋𝜓

2𝐾

)︂
;

(4)

– для 𝜆 > 0, 141259⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sn𝑊 = 𝑐1 + 𝑖𝑑1; 𝑐1 =
𝑐2𝑐3 + 𝑑2𝑑3

𝑐23 + 𝑑2
3

; 𝑑1 =
𝑐3𝑑2 − 𝑐2𝑑3

𝑐23 + 𝑑2
3

;

𝑐2 = (𝑐4 − 𝑛)(1−𝑚); 𝑐3 = 𝑐4(1 +𝑚− 2𝑛) + 𝑛(1 +𝑚)− 2𝑚;

с4 =
2
𝑟
· 𝑐5𝑐6 + 𝑑5𝑑6

𝑐25 + 𝑑2
5

; 𝑐5 = 1 + (𝑐26 − 𝑑2
6)𝑟

−2; 𝑐6 = ch
(︂
𝜋𝜙

𝐾 ′ +𝐾

)︂
cos

(︂
𝜋𝜓

𝐾 ′

)︂
;

𝑑2 = 𝑑4(1−𝑚); 𝑑3 = 𝑑4(1 +𝑚− 2𝑛); 𝑑4 =
2
𝑟
· 𝑐5𝑑6 − 𝑐6𝑑5

𝑐25 + 𝑑2
5

;

𝑑5 = 2𝑐6𝑑6𝑟
−2; 𝑑6 = sh

(︂
𝜋𝜙

𝐾 ′ +𝐾

)︂
sin
(︂
𝜋𝜓

𝐾 ′

)︂
.

(5)

Эллиптический косинус (косинус амплитуды) cn𝑊 и дельта амплитуды dn𝑊
выражаются через sn𝑊 известными соотношениями [5–7,9]:{︃

cn𝑊 =
√︀

1− sn2𝑊 ;

dn𝑊 =
√︀

1− 𝜆2sn2𝑊.
(6)

Парами основных периодов функций sn𝑊 , cn𝑊 и dn𝑊 являются [5, 6], соот-
ветственно: 4𝐾 и 𝑖2𝐾 ′; 4𝐾 и 2𝐾 + 𝑖2𝐾 ′; 2𝐾 и 𝑖4𝐾 ′, используя которые аргумент
эллиптической функции, взятый в любой точке комплексной области, приводится
к значению, расположенному в области прямоугольника.

По найденным значениям функции sn𝑊 , cn𝑊 и dn𝑊 могут быть определены
и другие девять эллиптических функций Якоби [3]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sc𝑊 =
sn𝑊
cn𝑊

; cs𝑊 =
cn𝑊
sn𝑊

; nd𝑊 =
1

dn𝑊
;

sd𝑊 =
sn𝑊
dn𝑊

; ds𝑊 =
dn𝑊
sn𝑊

; nc𝑊 =
1

cn𝑊
;

cd𝑊 =
cn𝑊
dn𝑊

; dc𝑊 =
dn𝑊
cn𝑊

; ns𝑊 =
1

sn𝑊
.

(7)

В табл. 1 приведено сравнение результатов подсчёта значений различных эл-
липтических функций Якоби по предлагаемым зависимостям с известными базо-
выми данными, полученными весьма сложными и трудоёмкими методами расчё-
та [3–5].

Для определения модуля 𝜆 при известных значениях 𝐾 и 𝐾 ′ может быть ре-
комендована также зависимость [8] 𝜆 = 2𝑅/(1 +𝑅2) , где 𝑅 находится по форму-
ле (3).
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Как видно из таблицы, предлагаемые достаточно простые расчётные зависи-
мости для определения эллиптических функций Якоби, основанные на элементар-
ных функциях, дают весьма близкое совпадение результатов (≪ 1%) с известны-
ми базовыми значениями, полученными на основе сложных и трудоёмких методов
расчёта. Это позволяет существенно расширить теоретические методы исследова-
ний потенциальных потоков и открывает большие возможности для аналитиче-
ского решения множества прикладных задач математической физики, механики
и др.

Заключение

Решение большого количества прикладных задач математической физики и
механики определяется через эллиптические функции Якоби, аналитическое вы-
ражение которых представляет собой весьма сложный и трудоёмкий процесс. Это
существенно затрудняет выявление роли отдельных факторов в структуре полу-
ченного общего решения, а также ограничивает возможности развития теорети-
ческих исследований для решения более сложных задач и т.д. Для восполнения
указанного пробела в работе предложены упрощённые аналитические зависимо-
сти на основе элементарных функций, позволяющие при решении прикладных
(инженерных) задач с достаточно высокой степенью точности (≪ 1%) опреде-
лять значения всех (12-ти) эллиптических функции Якоби.
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Simple analytical approximations of Jacobian elliptic functions by the elementary functions
is suggested. The high degree accuracy of the approximation (≪ 1%) permits to apply it to
various problems of mathematical physics, mechanics, etc.




