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Рассмотрены гравитационно-связанные квантовые системы, так называемые гравиа-
томы, состоящие из минидыры и захваченной ею заряженной частицы [1, 2]. Учтены
релятивистские поправки, спинмикрочастицы, а также вращение минидыры. Вычисле-
на частота, сила осциллятора и интенсивность дипольного перехода 2𝑝→ 1𝑠.
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1. Введение
В предыдущей работе [3] было рассмотрено влияние девиттовского взаимодей-

ствия на энергетические уровни, волновые функции и дипольное излучение во-
дородоподобных гравиатомов. В настоящей работе в приближении Паули учтены
спинмикрочастицы и другие релятивистские поправки к энергетическим уров-
ням и волновым функциям, а также удельный момент вращения минидыры для
метрики Лензе–Тирринга. Оценён относительный вклад поправок к водородо-
подобному спектру гравиатома, учитывающих девиттовское самодействие, спин-
микрочастицы и медленное вращение минидыры. Уточнены возможные значения
гравитационного эквивалента постоянной тонкой структуры. Вычислены соответ-
ствующие поправки к интенсивности дипольного перехода 2𝑝→ 1𝑠.

2. Релятивистские поправки и спинмикрочастицы
В силу того, что гравитационный эквивалент постоянной тонкой структуры

немал, необходимо учесть релятивистскую поправку в первом постньютоновском
приближении к энергетическому спектру гравиатома. Аналогичная поправка для
атома водорода была вычислена Паули как c учётом, так и без учёта спина [4,5].
Оказывается, что поправка к водородоподобному гравиатому, обусловленную де-
виттовским самодействием, имеет ту же структуру, что и первая постньютонов-
ская поправка. Запишем общую формулу, учитывающую как девиттовское само-
действие, так и спин
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где 𝑗 = 𝑙±𝑠 > 0 (𝑠 = 0 для мезонов и 𝑠 =
1

2
для лептонов); 𝑛 — главное квантовое

число, 𝛼𝑔 =
𝐺𝑀𝑚

~𝑐 .
Для бесспиновых частиц не только энергетический спектр, но и волновые

функции, имеют структуру, аналогичную той, которая была получена при учёте
девиттовского самодействия, а именно, учёт первой постньютоновской поправ-
ки сводится к появлению дополнительного члена к ньютоновскому потенциалу.
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Уравнение Клейна–Гордона в этом случае сводится к уравнению Шрёдингера с
первой постньютоновской поправкой [5]. При этом оказывается, что учёт реля-
тивистских частиц может быть формально сделан путём замены величины 2𝛼𝑒𝑔
на величину 𝛼2

𝑔 при 𝑛 ≫ 1. Поскольку имеет место неравенство 2𝛼𝑒𝑔 ≪ 𝛼2
𝑔, то

учёт релятивистских поправок для пиона и каона более существенен, чем учёт
девиттовского самодействия.

Поясним появление в формуле (1) второго члена, обусловленного спин-орби-
тальным взаимодействием гравиатома. Зависимость спин-орбитального взаимо-
действия от квантовых чисел 𝑙 и 𝑗 одна и та же для гравиатома и водородопо-
добного атома, поэтому проиллюстрируем её, опираясь на известные результаты,
полученные для водородоподобного атома [6].

Полный момент всякой изолированной системы сохраняется, поэтому состоя-
ние атома можно характеризовать значением полного момента 𝑗 и в том случае,
когда отдельно орбитальный и спиновый моменты не сохраняются. Вследствие
спин-орбитального взаимодействия энергетический уровень 𝑛𝑙 расщепляется на
две компоненты 𝑙 + 1/2 и 𝑙 − 1/2. Прежде чем перейти к вычислению энергии
расщепления, выразим зависимость от 𝑗 в явном виде. Поскольку 𝑗 = 𝑙 + 𝑠,

𝑗2 = 𝑙2 + 𝑠2 + 2𝑙𝑠, 𝑙𝑠 =
1

2
(𝑗2 − 𝑙2 − 𝑠2). Учитывая также, что 𝑈 = −𝑍𝑒2

𝑟
, по-

лучим

𝑉 =
𝑍𝑒2~2

2𝑚2𝑐2
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· 1
2
(𝑗2 − 𝑙2 − 𝑠2). (2)

Эта формула следует из того, что только в нерелятивистском приближении
можно говорить о постоянных значениях орбитального и спинового моментов. В
последнем случае оказывается, что гамильтониан приобретает вид [7, 8]
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Последнее содержит скалярное произведение векторов 𝑙, 𝑠, поэтому об этом
взаимодействии часто говорят как о спин-орбитальном взаимодействии, или вза-
имодействии спин-орбита. Спин-орбитальное взаимодействие зависит не только
от величины момента импульса 𝑙, но также и от взаимной ориентации моментов 𝑙
и 𝑠, т. е. от величины полного момента 𝑗 = 𝑙 + 𝑠. Сложение моментов проводится
квантово-механическим правилам сложения моментов.

Среднее значение возмущения (2) в состоянии 𝑛, 𝑙, 𝑗 равно, очевидно,
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Поэтому для поправки к энергии, обусловленной спин-орбитальным взаимодей-
ствий, получим
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где постоянная Ридберга 𝑅𝑦 =
𝑚𝑒4

4𝜋~3 . Поправка, обусловленная спин-орбитальным
взаимодействием, является суммой поправки, даваемой последней формулой и
релятивистской поправки для бесспиновых частиц
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т. е.
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что и требовалось доказать.
Волновые функции частиц со спином 𝑠 =

1

2
в приближении Паули имеют вид
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.

Вычислим поправки к частоте и интенсивности дипольного перехода 2𝑝→ 1𝑠,
обусловленные наличием спина 𝑠 = 1/2. Согласно (1), наличие спина приводит
к расщеплению энергетических уровней водородоподобного гравиатома, которое
зависит от полного момента 𝑗 (см. рис. 1). Переходу 2𝑝 → 1𝑠 соответствует два
перехода:
1) 2𝑝 3

2
→ 1𝑠 1

2
при 𝑙 = 1 → 𝑙 = 0 (Δ𝑙 = 1), 𝑗 = 𝑙 + 1/2 → 𝑗 = 𝑙 − 1/2 (Δ𝑗 = 1);

2) 2𝑝 1
2
→ 1𝑠 1

2
при 𝑙 = 1 → 𝑙 = 0 (Δ𝑙 = 1), 𝑗 = 𝑙 − 1/2 → 𝑗 = 𝑙 − 1/2 (Δ𝑗 = 0).

? ?

2𝑝 3
22𝑠 1
2
, 2𝑝 1

2

1𝑠 1
2

Рис. 1. Расщепление уровня 2𝑝 за счёт спина

Энергия состояний 2𝑠 1
2

и 2𝑝 1
2

равны. Переход 2𝑠 1
2
→ 1𝑠 1

2
запрещён. При 𝑙 =

0 существует только одно состояние 𝑗 = 1/2, т. е. основное состояние является
синглетом (не расщеплено).

Интенсивность для переходов, в которых 𝑗 не меняется, легко вычисляется,
используя матричные элементы координат 𝑥, 𝑦, 𝑧, где 𝑧 направлена вдоль диполь-
ного момента. Матричные элементы даются формулами для линейной и круговой
поляризации соответственно
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𝑙𝑗 =

1

2𝑗(𝑗 + 1)
. Для перехода 2𝑝 1
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2
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где 𝑅𝑛
′𝑙−1
𝑛𝑙 =

∞∫︁
0

𝑅𝑛𝑙𝑅𝑛′𝑙−1𝑟
2 d𝑟 — матричный элемент для перехода радиальной

волновой функции 𝑅𝑛𝑙.
Частота возмущённого гравиатома для перехода 2𝑝 1

2
→ 1𝑠 1

2
запишется

𝜔21 = 𝜔
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а интенсивность имеет вид

𝐼10,21 =
1

3
𝐼
(0)
10,21

(︁
1 +

11

48
𝛼2
𝑔

)︁4
;

соответственно для перехода 2𝑝 3
2
→ 1𝑠 1

2
имеем

𝜔21 = 𝜔
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Очевидно, интенсивность перехода 2𝑝 3
2
→ 1𝑠 1

2
почти в два раза больше интенсив-

ности перехода 2𝑝 1
2
→ 1𝑠 1

2
.

Спин-орбитальное взаимодействие не зависит от пространственных координат,
поэтому радиальная функция не влияет на расщепление уровней. Для бесспино-
вых частиц частота и интенсивность возмущённого гравиатома примут вид

𝜔21 = 𝜔
(0)
21

(︀
1 + 1,6𝛼2

𝑔

)︀
, 𝐼10,21 = 𝐼

(0)
10,21

(︀
1 + 1,6𝛼2

𝑔

)︀4 (︀
1 + 1,9𝛼2

𝑔

)︀2
.

Таким образом, учёт спиновой поправки увеличивает частоту на 5%, а интен-
сивность излучения на 20%. Однако приближение Паули для бесспиновых частиц
позволяет оценить частоты и интенсивности переходов лаймановской серии толь-
ко по порядку величины.

Также интересно рассмотреть переходы без изменения главного квантового
числа 𝑛. Матричные элементы радиальных волновых функций имеют вид

𝑅𝑛𝑙𝑛,𝑙−1 = 𝑅𝑛,𝑙−1
𝑛𝑙 =

3

2
𝑛
√︀
𝑛2 − 𝑙2.

Рассмотрим переходы при 𝑛 = 2.
1) 2𝑝 1

2
→ 1𝑠 1

2
Δ𝑗 = 0, Δ𝑙 = 1.

Из формулы (1) видно, что расщепление уровней при постоянном 𝑛 зависит
только от девиттовского самодействия. Отношение частоты этого перехода к

частоте перехода 2𝑝 → 1𝑠 невозмущённого гравиатома равно
4

9
· 𝑒

2

~𝑐𝛼𝑔 (т. е.
менее 1%).

2) 2𝑝 3
2
→ 2𝑠 1

2
Δ𝑗 = 1, Δ𝑙 = 1.

Отношение частоты данного перехода к частоте перехода 2𝑝 → 1𝑠 невозму-
щённого гравиатома равно

1

12
𝛼2
𝑔.

3. Поправки, обусловленные вращением минидыры
Для массивного источника с медленным вращением (𝑎 ≪ 𝑐𝑟) метрика Керра

принимает вид метрики Лензе–Тирринга [9]:

d𝑠2 =
(︁
1− 2𝐺𝑀

𝑐2𝑟

)︁
𝑐2d𝑡2− d𝑟2(︀

1− 2𝐺𝑀
𝑐2𝑟

)︀ − 𝑟2
(︀
d𝜃2 + sin2 𝜃d𝜙2

)︀
+

4𝐺𝑀𝑎

𝑐2𝑟
sin2 𝜃d𝜙d𝑡, (3)

где 𝑎 — удельный момент импульса чёрной дыры

𝑎 =
2

5
𝜔𝑟2𝑔,

отсюда
𝜔 ≪ 𝑐

𝑟𝑔
,

где 𝜔 — угловая скорость вращения минидыры.
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В случае медленного вращения угловой момент пробной частицы 𝐽𝑝 в метри-
ке (3) может быть приближённо записан в виде

𝐽𝑝 =
𝑚𝑟2√︁
1− 𝜐2

𝑐2

1√︀
𝑔𝑆00

d𝜙

d𝑡
,

где √︂
1− 𝜐2

𝑐2
=
𝑚𝑐2

𝐸

√︁
𝑔𝑆00,

здесь 𝐸 — полная энергия частицы, а 𝑔𝑆00 — временная компонента метрики
Шварцшильда. Отсюда получаем

d𝜙 =
𝐽𝑝
𝑚𝑟2

𝑔𝑆00d𝑡.

В этом случае при 𝜃 = 𝜋/2 временная компонента метрики Лензе–Тирринга 𝑔𝐿𝑇00
принимает вид

𝑔𝐿𝑇00 =
(︁
1− 𝑟𝑔

𝑟

)︁(︁
1 +

2𝑟𝑔𝑎𝐽𝑝
𝑟2𝑚𝑐2

)︁
.

Возмущения гравиатома, обусловленные вращением минидыры, будут рас-
смотрены в рамках стационарной теории возмущений, как было сделано в преды-
дущем параграфе.

Поправка к потенциалу в уравнении Шрёдингера для водородоподобного гра-
виатома, обусловленная медленным вращением, имеет вид

𝑉 (𝑙) =
𝑎𝑟𝑔~

√︀
𝑙(𝑙 + 1)

𝑟3
−
𝑎𝑟2𝑔~

√︀
𝑙(𝑙 + 1)

𝑟4
. (4)

Здесь мы использовали формулу для квантования углового момента

𝐽2
𝑝 = ~2𝑙(𝑙 + 1).

Поправка к энергии будет

𝐸
(1)
𝑛𝑙 =

∞∫︁
0

[︁
𝑅

(0
𝑛𝑙

]︁2
𝑉 (𝑙)𝑟2 d𝑟,

где 𝐸(1)
𝑛0 = 0, так как 𝑉 (0) = 0.

Дипольному переходу 2𝑝 → 1𝑠 соответствует матричный элемент, пропорци-

ональный
∞∫︁
0

𝑅10𝑅21𝑟
3 d𝑟. Поправки к невозмущённым волновым функциям вы-

ражаются через волновые функции 1𝑠, 2𝑠 и 2𝑝 состояний [4]

𝑅
(0)
10 = 2𝑒−𝑟, 𝑅

(0)
20 =

1√
2
𝑒−

𝑟
2 (1− 𝑟

2
), 𝑅

(0)
21 =

1

2
√
6
𝑒−

𝑟
2 ,

где 𝑟 записано в единицах

𝑎𝑔𝐵 =
~2

𝐺𝑀𝑚2
,

т. е. в единицах величины, являющейся аналогом боровского радиуса для водоро-
доподобного гравиатома [1].
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А при 𝑙 ̸= 0 имеем

𝐸
(1)
𝑛𝑙 =

𝑎𝑟𝑔~
√︀
𝑙(𝑙 + 1)

[𝑎𝑔𝐵]
3

∞∫︁
0

[︁
𝑅

(0)
𝑛𝑙

]︁2 d𝑟

𝑟
−
𝑎𝑟2𝑔~

√︀
𝑙(𝑙 + 1)

[𝑎𝑔𝐵]
4

∞∫︁
0

[︁
𝑅

(0)
𝑛𝑙

]︁2 d𝑟

𝑟2
,

где интегралы будут равны

∞∫︁
0

[︁
𝑅

(0)
𝑛𝑙

]︁2 d𝑟

𝑟
=

1

𝑛3(𝑙 + 1)(𝑙 + 1/2)𝑙
,

∞∫︁
0

[︁
𝑅

(0)
𝑛𝑙

]︁2 d𝑟

𝑟2
=

3𝑛2 − 𝑙(𝑙 + 1)

2𝑛5(𝑙 + 1)(𝑙 + 1/2)(𝑙 − 1/2)(𝑙 + 3/2)𝑙
.

Условие медленности вращения в квантовом случае принимает вид
𝑎𝑚

~ 𝛼2
𝑔 ≪ 1. (5)

Поправка к водородоподобному 2𝑝 уровню, обусловленная вращением мини-
дыры, запишется

𝐸
(1)
21 =

√
2

12
𝛼4
𝑔

(︀
1− 2𝛼2

𝑔

)︀ 𝑎𝑚2𝑐2

~ .

Матричные элементы, описывающие возмущения, имеют вид

𝑉
(𝑙)
10,20 =

∞∫︁
0

𝑅
(0)
10 𝑅

(0)
20 𝑉

(𝑙)𝑟2 d𝑟, (6)

𝑉
(𝑙)
10,21 =

∞∫︁
0

𝑅
(0)
10 𝑅

(0)
21 𝑉

(𝑙)𝑟2 d𝑟, (7)

где 𝑉 (𝑙) даётся формулой (4). В результате вычислений получаем следующее вы-
ражение для матричных элементов

𝑉
(𝑙)
10,20 =

2𝑟𝑔𝑎~[︀
𝑎𝑔𝐵

]︀3 (︁[1 + 𝛼2
𝑔(1 + 9𝛼2

𝑔)]𝐸1(3𝛼
2
𝑔)−

(︁
1

3
+ 3𝛼2

𝑔

)︁
𝑒−3𝛼2

𝑔

)︁
,

𝑉
(𝑙)
10,21 =

𝑟𝑔𝑎~√
3[𝑎𝑔𝐵]

3

(︁[︀
(1 + 9𝛼4

𝑔)
]︀
𝐸1(3𝛼

2
𝑔)− 3𝛼2

𝑔𝑒
−3𝛼2

𝑔

)︁
,

где 𝐸1(𝑧) — интегральная показательная функция

𝐸1(𝑧) =

∞∫︁
𝑧

𝑒−𝑥

𝑥
d𝑥.

Выражение для разности уровней 2 и 1 запишется

𝐸
(0)
2 − 𝐸

(0)
1 =

3𝑚𝑐2𝛼2
𝑔

8
. (8)

Волновые функции гравиатома, возмущённого вращением минидыры, имеют вид
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𝑅10 = 𝑅
(0)
10 − 32𝑎𝑚

~ 𝛼2
𝑔

(︁
[1 + 𝛼2

𝑔(1 + 9𝛼2
𝑔)]𝐸1(3𝛼

2
𝑔)−

(︁
1

3
+ 3𝛼2

𝑔

)︁
𝑒−3𝛼2

𝑔

)︁
𝑅

(0)
20 −

− 8

3
√
3
· 𝑎𝑚~ 𝛼2

𝑔

(︁
[(1 + 9𝛼4

𝑔)]𝐸1(3𝛼
2
𝑔)− 3𝛼2

𝑔𝑒
−3𝛼2

𝑔

)︁
𝑅

(0)
21 ,

𝑅21 = 𝑅
(0)
21 +

8

3
√
3
· 𝑎𝑚~ 𝛼2

𝑔

(︁
[(1 + 9𝛼4

𝑔)]𝐸1(3𝛼
2
𝑔)− 3𝛼2

𝑔𝑒
−3𝛼2

𝑔

)︁
𝑅

(0)
10 .

Условие применимости теории возмущений совпадает с условием медленности
вращения (5).

Вычислим поправки к частоте и интенсивности дипольного излучения 2𝑝 →
1𝑠, обусловленные медленным вращением минидыры. При вычислении интенсив-
ности дипольного излучения воспользуемся формулами для невозмущённых вол-
новых функций атома водорода и формулами для интенсивности, частоты и силы
осциллятора, в которые они входят. Отношение радиальных интегралов возму-
щённого и невозмущённого гравиатомов при условии 3𝛼2

𝑔 = 1 (соответствующее
значения 𝛼𝑔 попадает в интервал (10)) принимает вид

∞∫︁
0

𝑅10𝑅21𝑟
3 d𝑟

∞∫︁
0

𝑅
(0)
10 𝑅

(0)
21 𝑟

3 d𝑟

= 1− 1,0164
𝑎𝑚

~ − 0,0023
(︁
𝑎𝑚

~

)︁2
. (9)

Частота возмущённого гравиатома будет определяться формулой

𝜔21 = 𝜔
(0)
21

(︁
1 + 0,0349

𝑚𝑎

~

)︁
,

а интенсивность даётся формулой

𝐼12 = 𝐼
(0)
12

(︁
1 + 0,0349

𝑚𝑎

~

)︁4 (︁
1− 1,0164

𝑚𝑎

~

)︁2
.

Таким образом, учёт медленного вращения минидыры незначительно увели-
чивает частоту излучения (менее 1%), а интенсивность — уменьшает (менее 10%).
Незначительное увеличение частоты связано с тем, что уровень 1𝑠 не расщепля-
ется (см. рис. 2).

Рис. 2. Расщепление уровней с 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2 в случае медленного вращения

Легко видеть, что поправка к водородоподобному спектру гравиатома, учи-
тывающая девиттовское самодействие, спинмикрочастицы и медленное вращение
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минидыры, имеет вид:

𝐸
(1)
𝑛𝑙 =

𝑚𝑐2𝛼3
𝑔

2𝑛3

(︂
2

𝑙 + 1/2
· 𝑒

2

~𝑐 −
𝛼𝑔

𝑗 + 1/2

)︂
+

3𝑚𝑐2𝛼4
𝑔

8𝑛4
+

+
2𝛼4

𝑔𝑚𝑐
2𝑎

~𝑛3(𝑙 + 1/2)2

[︂
1− 3𝑛2 − (𝑙 + 1/2)

2

𝑛2(𝑙 + 1/2)2
𝛼2
𝑔

]︂
,

где при 𝑙 ≫ 1 мы использовали формулу 𝑙(𝑙 + 1) ≈ (𝑙 + 1/2)
2.

При
𝑎𝑚

~ 𝛼2
𝑔 ≪ 1 получаем

𝐸
(1)
𝑛𝑙

𝐸
(0)
𝑛

=
𝛼2
𝑔

𝑛

(︃
1

𝑗 + 1
2

− 4𝑎𝑚

~ · 1(︀
𝑙 + 1

2

)︀2
)︃
.

Из этой формулы следует, что наибольший вклад возмущения энергетического
спектра дают поправки, учитывающие полный угловой момент 𝑗.

Следует отметить, что в первом постньютоновском приближении формулы
для боровского радиуса и энергии водородоподобного гравиатома соответственно
принимают вид:

𝑎𝑔𝐵 =
𝑛~

√︁
1− 𝛼2

𝑔

𝑛2

𝑚𝑐𝛼𝑔
, 𝐸(0)

𝑛 = −
𝑚𝑐2𝛼2

𝑔

2(1− 𝛼2
𝑔

𝑛2 )𝑛2
.

В этом случае изменяются условия существования гравиатома, зависящие от
указанных выше величин. Это приводит к изменению возможных значений гра-
витационного эквивалента постоянной тонкой структуры, а именно теперь

𝛼𝑔 = 0,521÷ 0,625. (10)

4. Заключение
В приближении Паули вычислены релятивистские поправки к энергетическим

уровням, волновым функциям и интенсивностям дипольного излучения для во-
дородоподобных гравиатомов с учётом медленного вращения минидыры. За счёт
спин-орбитального взаимодействия энергетические уровни расщепляются в за-
висимости от значения полного момента. Интенсивности переходов с изменени-
ем полного момента превышают интенсивности переходов без изменения полного
момента. Для бесспиновых частиц приближение Паули плохо работает. Поэтому
следует решать точное релятивистское уравнение, что будет являться предметом
дальнейшего исследования.
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Gravitationally bound quantum systems, so-called graviatoms, consisting of a minihole
and a charged particle have been considered [1, 2]. Relativistic corrections, particle spin and
minihole rotation were taken into account. A frequency, oscillator strength and intensity of
radiation were calculated for the dipole transition 2𝑝→ 1𝑠.
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