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1. Введение

Продолжение поля ньютоновского потенциала давно зарекомендовало себя
как эффективный инструмент исследования его плотности по косвенной инфор-
мации [1]. Хорошо известна связь этой задачи с задачей Коши для уравнения
Лапласа [2]. Существенной проблемой при решении этих задач является их некор-
ректность, которая затрудняет непосредственное использование формул «точно-
го» решения для вычислений. Эта проблема принципиально решена построением
теории методов регуляризации некорректно поставленных задач [3]. Тем не менее,
практические задачи требуют усложнения модели. В работах [4–6] рассматрива-
ется задача Коши для уравнения Лапласа с данными на поверхности общего вида
в отличие от [1], где граница плоская. При этом решение задачи строится таким
образом, что расчётные формулы сводятся к рядам Фурье, как и в [1], и вычисли-
тельные алгоритмы в основе своей сохраняют стандартную структуру, ставшую
уже классической. Вместе с тем задача требовала следующего естественного обоб-
щения постановки. В самом деле, «неплоская» поверхность в прикладных зада-
чах сама представляет собой результат измерений, конечно, содержащих погреш-
ность, и, таким образом, возникает задача продолжения гармонической функции
с поверхности, заданной приближённо. Следует отметить, что метод построения
решения задачи продолжения с произвольной поверхности предполагает вычис-
ление нормали к поверхности, что приводит к необходимости решения частной
задачи устойчивого построения нормали к поверхности, заданной приближённо.
В [7–9] построено устойчивое решение как такой частной задачи, так и задачи
построения продолжения решения. В данной работе эти результаты распростра-
няются на некорректные задачи Коши для уравнения теплопроводности [10].

2. Постановка задачи

Пусть в теплопроводящем теле цилиндрической формы прямоугольного сече-
ния имеются источники тепла плотности 𝜌(𝑥, 𝑡). Будем считать, что на боковых
гранях цилиндра поддерживается нулевая температура, а на поверхности 𝑆 под-
держивается конвективный теплообмен со средой нулевой температуры 𝑈 . Будем
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для простоты считать, что начальная температура равна нулю. Получим смешан-
ную краевую задачу для уравнения теплопроводности

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑀, 𝑡) = 𝑎2Δ𝑢(𝑀, 𝑡) + 𝜌(𝑀, 𝑡), 𝑀 ∈ 𝐷(𝐹,∞), 0 < 𝑡 <∞

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= ℎ(𝑈 − 𝑢)

⃒⃒⃒⃒
𝑆

,

𝑢|𝑥=0,𝑙𝑥 = 0, 𝑢|𝑦=0,𝑙𝑦 = 0,

𝑢|𝑡=0 = 0

𝑢→ 𝑧 → ∞

(1)

где
𝐷(𝐹,𝐻) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 < 𝑥 < 𝑙𝑥, 0 < 𝑦 < 𝑙𝑦, 𝐹 (𝑥, 𝑦) < 𝑧 < 𝐻},

𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 < 𝑥 < 𝑙𝑥, 0 < 𝑦 < 𝑙𝑦, 𝑧 = 𝐹 (𝑥, 𝑦)},
𝐹 ∈ 𝐶2(Π(0)), Π(𝑧) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 < 𝑥 < 𝑙𝑥, 0 < 𝑦 < 𝑙𝑦, 𝑧 = const}.

(2)

Пусть теперь плотность источников 𝜌 неизвестна и подлежит определению.
Заданной (измеренной) будем считать функцию

𝑢|𝑆 = 𝑓, 0 < 𝑡 <∞ (3)

В области 𝐷(𝐹,𝐻)⊗ (0,∞), считая, что носитель плотности источников располо-
жен в области 𝑧 > 𝐻, получаем задачу

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑀, 𝑡) = 𝑎2Δ𝑢(𝑀, 𝑡), 𝑀 ∈ 𝐷(𝐹,𝐻), −∞ < 𝑡 <∞

𝑢|𝑆 = 𝑓,

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= −ℎ𝑓 ≡ 𝑔,

𝑢|𝑥=0,𝑙𝑥 = 0, 𝑢|𝑦=0,𝑙𝑦 = 0,

𝑢|𝑡=0 = 0

𝑢→ 𝑧 → ∞

(4)

Функции 𝑓 и 𝑔 считаем непрерывными на 𝑆 ⊗ (0,∞). Задача (4) некорректно
поставлена [5] по условиям Коши на поверхности 𝑆. В [5] приведён метод по-
строения точного и регуляризованного решения аналогичной задачи Коши для
уравнения Лапласа, устойчивого по отношению к погрешностям в функциям 𝑓
и 𝑔. Основной элемент этой схемы — сведение задачи к интегральному уравнению.

3. Точное решение

Применением формул Грина приближенное решение задачи (4) строится в
виде

𝑢(𝑀, 𝑡) = 𝑣(𝑀, 𝑡)− Φ(𝑀, 𝑡) =
∞∑︁

𝑛,𝑚=1

1

2𝜋𝑖

𝑞+𝑖∞∫︁
𝑞−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡Φ̃𝑛𝑚(𝑏, 𝑝)×

× 𝑒

⎯⎸⎸⎷𝑝+𝜋2

[︃
𝑛2

𝑙2𝑥
+𝑚2

𝑙2𝑦

]︃
𝑎 (𝑧−𝑏)d𝑝 sin

𝜋𝑛𝑥𝑀
𝑙𝑥

sin
𝜋𝑚𝑦𝑀
𝑙𝑦

− Φ(𝑀, 𝑡). (5)
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где

Φ(𝑀, 𝑡) =

∞∫︁
0

∫︁
𝑆

[𝑔(𝑃, 𝜏)𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)− 𝑓(𝑃, 𝜏)
𝜕𝜙

𝜕𝑛𝑃
(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)]d𝜎d𝜏, (6)

𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏) =
𝜃(𝑡− 𝜏)

2𝑎
√︀
𝜋(𝑡− 𝜏)

𝑒
− (𝑧𝑀−𝑧𝑃 )2

4𝑎2(𝑡−𝜏)

∞∑︁
𝑛,𝑚=1

𝑒
−𝑎2𝜋2

[︂
𝑛2

𝑙2𝑥
+𝑚2

𝑙2𝑦

]︂
(𝑡−𝜏)

× sin
𝜋𝑛𝑥𝑀
𝑙𝑥

sin
𝜋𝑚𝑦𝑀
𝑙𝑦

sin
𝜋𝑛𝑥𝑃
𝑙𝑥

sin
𝜋𝑚𝑦𝑃
𝑙𝑦

.

Здесь Φ̃𝑛𝑚(𝑏, 𝑝) — образ коэффициентов Фурье функции Φ(𝑀, 𝑡)|𝑀∈Π(𝑏):

Φ̃𝑛𝑚(𝑏, 𝑝) =

∞∫︁
0

d𝑡𝑒−𝑝𝑡
4

𝑙𝑥𝑙𝑦

𝑙𝑥∫︁
0

d𝑥

𝑙𝑦∫︁
0

d𝑦 Φ(𝑥, 𝑦, 𝑏, 𝑡) sin
𝜋𝑛𝑥

𝑙𝑥
sin

𝜋𝑚𝑦

𝑙𝑦
.

Перепишем поверхностный интеграл в (6) в виде интеграла по прямоугольни-
ку Π(0), используя нормаль к поверхности 𝑆 вида (2):

Φ(𝑀, 𝑡) =

∞∫︁
0

∫︁
Π(0)

[︁
𝑔(𝑃, 𝜏)𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)−

− 𝑓(𝑃, 𝜏)(∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏),n(𝑃 ))
]︁
𝑛1(𝑃 )d𝑥𝑃d𝑦𝑃d𝜏, (7)

где
n1 = grad (𝐹 (𝑥, 𝑦)− 𝑧) =

{︀
𝐹 ′
𝑥, 𝐹

′
𝑦,−1

}︀
= i𝐹 ′

𝑥 + j𝐹 ′
𝑦 − k, n =

n1

𝑛1
. (8)

Отсюда получаем

Φ(𝑀, 𝑡) =

∞∫︁
0

∫︁
Π(0)

[︁
𝑔(𝑃, 𝜏)𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)𝑛1(𝑃 )−

− 𝑓(𝑃, 𝜏)(∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏),n1(𝑃 ))
]︁
d𝑥𝑃d𝑦𝑃d𝜏. (9)

Таким образом, для вычисления функции Φ, на основе которой формируется
решение (5) задачи (4), необходимо вычислить нормаль n1 вида (8) к поверхно-
сти 𝑆.

4. Приближенное решение

В том случае, когда функция 𝐹 , определяющая поверхность 𝑆, известна с
некоторой погрешностью, задача вычисления градиента этой функции — некор-
ректно поставлена. Для получения её устойчивого решения воспользуемся по-
становкой [7–9], то есть рассмотрим задачу вычисления нормали к поверхности
(градиента приближённо заданной функции) как задачу восстановления значе-
ний неограниченного оператора [11].

Будем считать, что вместо точной функции 𝐹 задана функция 𝐹𝜇 такая, что

‖𝐹𝜇 − 𝐹‖𝐿2(Π(0)) 6 𝜇. (10)
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В качестве приближения к функции ∇𝐹 , вычисляемого по известной функции
𝐹𝜇, связанной с 𝐹 условием (10), будем рассматривать градиент от экстремали
функционала

𝑁𝛽[𝑊 ] = ‖𝑊 − 𝐹𝜇‖2𝐿2(Π(0)) + 𝛽 ‖∇𝑊‖2𝐿2(Π(0)) . (11)

При этом будем рассматривать такие поверхности 𝑆, для которых 𝐹 |𝑥=0,𝑙𝑥 =
𝐹 |𝑦=0,𝑙𝑦 = 0. Это условие, в частности, имеет место в случае, когда поверхность
𝑆 можно рассматривать как «возмущение» плоскости 𝑧 = 0.

Как и в [8, 9], в качестве приближенного значения градиента функции 𝐹𝜇

будем рассматривать вектор-функцию

∇𝑥𝑦𝑊
𝜇
𝛽 (𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛,𝑚=1

𝐹𝜇
𝑛𝑚

1 + 𝛽

[︂(︁
𝜋𝑛
𝑙𝑥

)︁2

+
(︁

𝜋𝑚
𝑙𝑦

)︁2
]︂×

×
(︂
i
𝜋𝑛

𝑙𝑥
cos

𝜋𝑛𝑥

𝑙𝑥
sin

𝜋𝑚𝑦

𝑙𝑦
+ j

𝜋𝑚

𝑙𝑦
cos

𝜋𝑚𝑦

𝑙𝑦
sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙𝑥

)︂
. (12)

Ряд (12) равномерно сходится на Π(0).
В [8, 9] показано, что если 𝐹 ∈ 𝐶2 и 𝛽(𝜇) =

𝜇⃦⃦
Δ𝐹

⃦⃦ , то для приближенного
вектора нормали

n𝜇1 = n𝜇1,𝛽(𝜇) = ∇𝑥𝑦𝑊
𝜇
𝛽(𝜇) − k, (13)

имеет место оценка ⃦⃦
n𝜇1 − n1

⃦⃦
𝐿2(Π(0))

≤
√︁⃦⃦

Δ𝐹
⃦⃦
𝜇 −−−→

𝜇→0
0. (14)

Пусть теперь функции 𝑓 и 𝑔 заданы приближённо, а именно: пусть заданы
функции 𝑓𝛿 и 𝑔𝛿, такие, что

max
𝑡

⃦⃦
𝑓𝛿 − 𝑓

⃦⃦
𝐿2(Π(0))

≤ 𝛿, max
𝑡

⃦⃦
𝑔𝛿 − 𝑔

⃦⃦
𝐿2(Π(0))

≤ 𝛿. (15)

Тогда функция Φ вида (9) при точно заданной поверхности 𝑆 может быть вычис-
лена с некоторой погрешностью как функция Φ𝛿:

Φ𝛿(𝑀, 𝑡) =

∞∫︁
0

∫︁
Π(0)

[︁
𝑔𝛿(𝑃, 𝜏)𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)𝑛1(𝑃 )−

− 𝑓𝛿(𝑃, 𝜏)(∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏),n1(𝑃 ))
]︁
d𝑥𝑃d𝑦𝑃d𝜏, 𝑃 ∈ 𝑆. (16)

При приближенном задании поверхности 𝑆, определяемом условием (10), функ-
ция Φ может быть вычислена приближённо по формуле (16) с использовани-
ем (13):

Φ𝛿,𝜇(𝑀, 𝑡) =

∞∫︁
0

∫︁
Π(0)

[︁
𝑔𝛿(𝑃, 𝜏)𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)𝑛𝜇1 (𝑃 )−

− 𝑓𝛿(𝑃, 𝜏) (∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏),n𝜇1 (𝑃 ))
]︁
d𝑥𝑃d𝑦𝑃d𝜏, 𝑃 ∈ 𝑆. (17)

Оценим разность, считая, что 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )
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⎮⎮⎮ 6

6
⎮⎮⎮Φ𝛿,𝜇(𝑀, 𝑡)− Φ𝛿(𝑀, 𝑡)

⎮⎮⎮+
⎮⎮⎮Φ𝛿(𝑀, 𝑡)− Φ(𝑀, 𝑡)

⎮⎮⎮, 𝑀 ∈ Π(𝑏), (18)

где функции Φ𝛿𝜇, Φ𝛿, Φ — функции вида (17), (16), (9) соответственно. Оценим
первую разность в (18), используя неравенство Коши–Буняковского:

⎮⎮⎮Φ𝛿,𝜇(𝑀, 𝑡)− Φ𝛿(𝑀, 𝑡)
⎮⎮⎮ =

⎮⎮⎮⎮⎮
∞∫︁
0

∫︁
Π(0)

[︁
𝑓𝛿(𝑃, 𝜏)(n𝜇1 (𝑃 )− n1(𝑃 ),∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏))−

− 𝑔𝛿(𝑃, 𝜏)𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)(𝑛𝜇1 (𝑃 )− 𝑛1(𝑃 ))
]︁
𝑃∈𝑆

d𝑥𝑃d𝑦𝑃d𝜏

⎮⎮⎮⎮⎮ 6
6

𝑡∫︁
0

∫︁
Π(0)

[︁⎮⎮𝑓𝛿(𝑃, 𝜏)⎮⎮ ·
⎮⎮n𝜇1 (𝑃 )− n1(𝑃 )

⎮⎮ ·
⎮⎮∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)

⎮⎮+
+
⎮⎮𝑔𝛿(𝑃, 𝜏)⎮⎮ ·

⎮⎮𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)
⎮⎮ ·
⎮⎮𝑛𝜇1 (𝑃 )− 𝑛1(𝑃 )

⎮⎮]︁
𝑃∈𝑆

d𝑥𝑃d𝑦𝑃d𝜏 6

6

𝑡∫︁
0

⎛⎝ max
𝑀∈Π(𝑎)
𝑃∈𝑆

⎮⎮∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)
⎮⎮ ·
⃦⃦
𝑓𝛿
⃦⃦
𝐿2(Π(0))

+

+ max
𝑀∈Π(𝑎)
𝑃∈𝑆

⎮⎮𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)
⎮⎮ ·
⃦⃦
𝑔𝛿
⃦⃦
𝐿2(Π(0))

⎞⎠d𝜏
⃦⃦
n𝜇1 − n1

⃦⃦
𝐿2(Π(0))

6

6

𝑡∫︁
0

⎛⎝ max
𝑀∈Π(𝑎)
𝑃∈𝑆

⎮⎮∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)
⎮⎮(︁⃦⃦𝑓⃦⃦

𝐿2(Π(0))
+ 𝛿
)︁
+

+ max
𝑀∈Π(𝑎)
𝑃∈𝑆

⎮⎮𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)
⎮⎮(︁⃦⃦𝑔⃦⃦

𝐿2(Π(0))
+ 𝛿
)︁⎞⎠d𝜏

⃦⃦
n𝜇1 − n1

⃦⃦
𝐿2(Π(0))

.

Так как нас интересует поведение регуляризованного решения задачи (1) при
𝛿 → 0, то можно считать, что 𝛿 6 𝛿0, и, таким образом, с учётом (14)⎮⎮Φ𝛿,𝜇(𝑀, 𝑡)− Φ𝛿(𝑀, 𝑡)

⎮⎮ 6
6 Const ‖n𝜇1 − n1‖𝐿2(Π(0)) 6 𝐶1

√
𝜇, 𝑀 ∈ Π(𝑏), 0 < 𝑡 < 𝑇. (19)

Для оценки второй разности получаем — так же, как в [5]:

⎮⎮⎮Φ𝛿(𝑀, 𝑡)− Φ(𝑀, 𝑡)
⎮⎮⎮ =

⎮⎮⎮ 𝑡∫︁
0

∫︁
Π(0)

[︁
(𝑓𝛿(𝑃, 𝜏)− 𝑓(𝑃, 𝜏))(n1(𝑃 ),∇𝑃𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏))−

− (𝑔𝛿(𝑃, 𝜏)− 𝑔(𝑃, 𝜏))𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)𝑛1(𝑃 )
]︁
𝑃∈𝑆

d𝑥𝑃d𝑦𝑃d𝜏
⎮⎮⎮ 6

6 Constn1

𝑡∫︁
0

max
𝑀∈Π(𝑎)

‖∇𝜙(𝑀, 𝑡, 𝜏)‖𝐿2(𝑆)
·
⃦⃦
𝑓𝛿 − 𝑓

⃦⃦
𝐿2(Π(0))

d𝜏+
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+Const1n1

𝑡∫︁
0

max
𝑀∈Π(𝑎)

‖𝜙(𝑀, 𝑡, 𝜏)‖𝐿2(𝑆)
·
⃦⃦
𝑔𝛿 − 𝑔

⃦⃦
𝐿2(Π(0))

d𝜏 6 𝐶2𝛿, (20)

Из (19) и (20) для оценки (18) получаем:

max
𝑀∈Π(𝑎)

⎮⎮Φ𝛿,𝜇(𝑀, 𝑡)− Φ(𝑀, 𝑡)
⎮⎮ 6 𝐶1

√
𝜇+ 𝐶2𝛿 = Δ(𝜇, 𝛿) −−−→

𝜇→0
𝛿→0

0. (21)

Таким образом, функция Φ известна с некоторой погрешностью Δ, имеющей
структуру (21). В соответствии со схемой [5] устойчивое приближенное решение
задачи (1) строится введением регуляризирующего множителя [11] в (5) и может
быть получено в виде

𝑢𝛿,𝜇𝛼 (𝑀, 𝑡) = 𝑣𝛿,𝜇𝛼 (𝑀, 𝑡)− Φ𝛿,𝜇(𝑀, 𝑡), 𝑀 ∈ 𝐷(𝐹,𝐻), 0 < 𝑡 < 𝑇, (22)

где Φ𝛿,𝜇 — функция вида (17), а 𝑣𝜇,𝛿𝛼 имеет вид:

𝑣𝜇,𝛿𝛼 (𝑀, 𝑡) =
∞∑︁

𝑛,𝑚=1

1

2𝜋𝑖

𝑞+𝑖∞∫︁
𝑞−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡
Φ̃𝜇,𝛿𝑛𝑚(𝑏, 𝑝)

1 + 𝛼 exp(2

√︁
𝑝+ 𝜋2[𝑛

2

𝑙2𝑥
+ 𝑚2

𝑙2𝑦
]

𝑎
(𝑏−𝐻))

×

× 𝑒

√︃
𝑝+𝜋2[𝑛

2

𝑙2𝑥
+𝑚2

𝑙2𝑦
]

𝑎 (𝑧−𝑏)d𝑝 sin
𝜋𝑛𝑥𝑀
𝑙𝑥

sin
𝜋𝑚𝑦𝑀
𝑙𝑦

. (23)

Здесь Φ̃𝜇,𝛿𝑛𝑚(𝑏) — коэффициенты Фурье функции Φ𝜇,𝛿(𝑀, 𝑡)|𝑀∈Π(𝑏):

Φ̃𝜇,𝛿𝑛𝑚(𝑏, 𝑝) =

∞∫︁
0

d𝑡𝑒−𝑝𝑡
4

𝑙𝑥𝑙𝑦

𝑙𝑥∫︁
0

d𝑥

𝑙𝑦∫︁
0

d𝑦Φ𝜇,𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑏, 𝑡) sin
𝜋𝑛𝑥

𝑙𝑥
sin

𝜋𝑚𝑦

𝑙𝑦
, (24)

а 𝛼 — параметр регуляризации. В соответствии с обозначениями, введёнными
выше, величина 𝑏 выбирается так, чтобы 𝑏 < min

(𝑥,𝑦)∈Π(0)
𝐹 (𝑥, 𝑦).

Формулируя теорему [10] для погрешности (21) в задании функции Φ, получим
следующую теорему.

Теорема 1. Пусть решение задачи (4) существует в области 𝐷(𝐹,𝐻) ⊗
(0,∞), 𝛼 = 𝛼(Δ), 𝛼(Δ) → 0, Δ/

√︀
𝛼(Δ) → 0 при Δ → 0. Тогда функция

𝑢𝛼(Δ) вида (5), где Δ = 𝐶1
√
𝜇 + 𝐶2𝛿, равномерно сходится к точному решению

задачи при 𝛿 → 0, 𝜇 → 0 в области 𝐷(𝐹 + 𝜀,𝐻 − 𝜀) ⊗ (0,∞), где 𝜀 > 0 —
некоторое фиксированное сколь угодно малое число.

5. Заключение

Приближенное решение вида (22) может быть использовано для построения
вычислительных алгоритмов решения задачи (4), или продолжения нестационар-
ного температурного поля с поверхности, заданной приближённо. Отметим, что
продолжение осуществляется в область 𝑧 > 𝐻, где источники (неизвестной плот-
ности) отсутствуют и уравнение теплопроводности однородно. Получив решение
(температурное поле) продолжением в область, непосредственно примыкающую
к источникам, можно получить более или менее достоверную информацию об их
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плотности. Как правило, эта информация формируется особенностями продол-
женного решения. Следует иметь в виду, что в прикладных задачах измеряемая
функция 𝑓 = 𝑢|𝑆 представляет собой тепловизионный снимок, уже содержащий
«изображение» плотности источников. Предполагается (и это подтверждается вы-
числительным экспериментом), что продолженное поле даёт уточнённое изобра-
жение. Продолжение нестационарного температурного поля даёт уточнение эво-
люции изображения плотности источников во времени.
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On Stable Continuation of the Heat Conduction Equation

Solution from Approximately Defined Boundary
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A problem of stable continuation of the heat conduction equation solution is considered.
The continuation of the solution is performed from approximately defined boundary. The
whole problem is treated as an incorrect Cauchy problem for the heat conduction equation
with Cauchy data given on an arbitrary approximately defined surface.
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