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Пусть X(𝑡), 𝑡 = 0,±1,±2, . . . — вещественнозначная стационарная гауссовская центри-
рованная последовательность, обладающая спектральной плотностью 𝑓 (𝜆). Рассмат-
ривается проблема оценивания скорости сходимости математического ожидания ста-
тистики 𝐿𝑁 =

∫︁
𝜙 (𝜆) 𝐼𝑁 (𝜆) d𝜆, 𝜆 ∈ [−𝜋;𝜋], где 𝐼𝑁 (𝜆) — периодограмма последова-

тельности X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . . к линейному функционалу от спектральной плотности

𝐿 (𝑓) =

∫︁
𝜙 (𝜆)𝑓 (𝜆) d𝜆 стационарной гауссовской последовательности на основе выборки

{X(1) ,X(2) , . . . ,X(𝑁)} объема 𝑁 .

Ключевые слова: стационарный процесс, периодограмма процесса, спектральная
плотность, спектральное среднее, асимптотическая несмещённость, классы Никольско-
го, ядро Фейера.

Пусть X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . . — гауссовская стационарная последовательность
со средним ноль (𝐸X(𝑡) = 0) и спектральной плотностью (с.п.) 𝑓 (𝜆) , 𝜆 ∈ [−𝜋;𝜋],
с 𝑓 (−𝜆) = 𝑓 (𝜆), где 𝐸 — оператор математического ожидания. Отметим также,
что

𝐸X(𝑡)X (𝑡′) = 𝑐𝑜𝑣 (X (𝑡) ,X(𝑡′)) = 𝐾 (𝑡, 𝑡′) = 𝑘 (𝑡− 𝑡′) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝜆(𝑡−𝑡′)𝑓 (𝜆) d𝜆, (1)

где 𝑡, 𝑡′ = 0,±1,±2 . . ., а 𝐾 (𝑡, 𝑡′) = 𝑘 (𝑡− 𝑡′) — ковариационная функция по-
следовательности X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . .. Стационарную случайную последова-
тельность X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . . предполагаем вещественнозначной (действитель-
ной). Рассматривается стационарная гауссовская случайная последовательность
X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . ., то есть случай дискретного времени, поэтому областью
изменения 𝑄 переменной 𝜆 (частоты) является отрезок (сегмент) [−𝜋;𝜋].

Рассмотрим так называемое спектральное среднее стационарной случайной
последовательности X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . ., то есть линейный функционал 𝐿 (𝑓)
вида [1–3]

𝐿 (𝑓) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙 (𝜆)𝑓 (𝜆) d𝜆, (2)

где 𝜙 (𝜆) — суммируемая функция, называемая спектрально-усредняющей (с.у.)
функцией. В дальнейшем будем предполагать, что спектрально-усредняющая функ-
ция 𝜙 (𝜆) вещественная и четная.
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Заметим, что если 𝜙 (𝜆) — индикатор отрезка (сегмента) [−𝜋;𝜇], то

𝐿 (𝑓) =

𝜇∫︁
−𝜋

𝑓 (𝜆)d𝜆 = 𝐹 (𝜇) ,

где 𝐹 (𝜇) — спектральная функция стационарной случайной последовательности
X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . .. Если 𝜙 (𝜆) = 𝑒𝑖𝜆(𝑡−𝑡′), то

𝐿 (𝑓) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝜆(𝑡−𝑡′)𝑓 (𝜆) d𝜆 = 𝑘 (𝑡− 𝑡′) ,

где 𝑘 (𝑡− 𝑡′) — ковариационная функция процесса X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . ..
В качестве оценки 𝐿 (𝑓) будем рассматривать статистику 𝐿𝑁 вида [2, 4, 5]

𝐿𝑁 =

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙 (𝜆)𝐼𝑁 (𝜆) d𝜆, (3)

где 𝐼𝑁 (𝜆) — так называемая периодограмма процесса X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . ., ко-
торая имеет следующий вид

𝐼𝑁 (𝜆) =
1

2𝜋𝑁

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑁∑︁
𝑡=1

X(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

(4)

Напомним, что оценка 𝐿𝑁 функционала 𝐿 (𝑓) называется асимптотически
несмещенной, если

lim
𝑁→∞

[𝐸 (𝐿𝑁 )− 𝐿 (𝑓)] = 0, (5)

где 𝑁 — объем выборки.
В работах [6, 7] проведена оценка скорости сходимости в (5), когда 𝑓 (𝜆) и

𝜙 (𝜆) принадлежат функциональным классам Никольского 𝐻𝑝 (𝛾) для процессов
с непрерывным временем.

Эти функциональные классы определяются следующим образом [5]:

𝐻𝑝 (𝛾) =

{︂
𝜓 (𝜆) ∈ 𝐿𝑝,

⃦⃦⃦
𝜓(𝑟) (𝜆+ ℎ)− 𝜓(𝑟) (𝜆)

⃦⃦⃦
𝑝
6 𝐶 |ℎ|𝛼

}︂
, (6)

где 0 < 𝛼 < 1, 𝑟 ∈ 𝑁 , 𝑁 = {1, 2, 3, . . .}, 𝛾 = 𝑟 + 𝛼, 𝑝 > 1, 𝐶 — константа, не
зависящая от ℎ, a

𝐿𝑝 = 𝐿𝑝 (𝑄) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ; ‖𝑓‖𝑝 =

⎛⎝∫︁
𝑄

|𝑓 (𝜆)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝

<∞

⎫⎪⎬⎪⎭ , 1 6 𝑝 <∞

— пространства суммируемых функций. Неравенство (6) выполняется при 𝜆 ∈
[−𝜋;𝜋].

В работах [6, 7] оценена скорость сходимости в (5), когда спектральная плот-
ность 𝑓 (𝜆) ∈ 𝐻𝑝 (𝛾1), спектральная усредняющая функция 𝜙 (𝜆) ∈ 𝐻𝑞 (𝛾2),

1

𝑝
+
1

𝑞
=

1, 𝑝 > 1, 𝑞 > 1. Все вышеизложенное касалось процессов с непрерывным време-
нем.



Шомахов А.Ю. Об оценке скорости сходимости математического ожида‌ . . . 35

Цель настоящей работы — рассмотреть эту же задачу для процессов с дис-
кретным временем. Рассматриваемая в данной работе проблема является частью
общей проблемы непараметрического статистического оценивания 𝐿 (𝑓) на основе
выборки {X(1) ,X(2) , . . . ,X(𝑁)} объема 𝑁 гауссовского стационарного центри-
рованного (𝐸X(𝑡) = 0) случайного процесса X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . . .

Замечание. Здесь и всюду ниже через 𝐶 будем обозначать различные поло-
жительные постоянные. Все рассматриваемые функции, в том числе и спектраль-
ную плотность, будем считать периодичными с периодом 2𝜋.

Для доказательства приведенной ниже теоремы нам понадобятся некоторые
предварительные результаты.

Функция 𝐹𝑁 (𝑢), называемая ядром Фейера, определяется следующим образом

𝐹𝑁 (𝑢) =
1

2𝜋𝑁

(︂
sin 𝑁𝑢

2

sin 𝑢
2

)︂2

, 𝑢 ∈ [−𝜋; 𝜋] . (7)

Лемма 1. Определенное по (7) ядро 𝐹𝑁 (𝑢) является четным, неотрицатель-
ным и обладает следующими свойствами:

1)

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢 = 1 (8)

2)

𝜋∫︁
1

𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢 6 𝐶𝑁−1 (9)

3)

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝛼d𝑢 6

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶𝑁−𝛼, при 𝛼 < 1

𝐶𝑁−1 ln𝑁, при 𝛼 = 1

С𝑁−1, при 𝛼 > 1.

(10)

Доказательство приведено, например, в [8].

Лемма 2. Справедливо следующее соотношение

𝐸(𝐿𝑁 ) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑥− 𝑦)𝑓(𝑥)𝜙(𝑦)d𝑦d𝑥, (11)

где 𝑓(𝑥) — спектральная плотность; 𝜙(𝑦) — спектрально-усредняющая функ-
ция; 𝐹𝑁 (𝑥− 𝑦) — ядро Фейера; 𝐸 — оператор математического ожидания.

Доказательство приведено в [6].

Лемма 3. Пусть 𝜓(𝜆+𝑢) ∈ 𝐻𝑝(𝛾) c 𝛾 = 𝑟+𝛼, где 𝑟 ∈ 𝑁, 𝑁 = {1, 2, 3, . . .} ,
0 < 𝛼 < 1. Тогда справедливы следующие утверждения:

а) ⃦⃦⃦
𝜓(𝑗)

⃦⃦⃦
𝑝
6 𝐶 <∞, 𝑗 = 1, 𝑟 (12)

б) функция 𝜓(𝜆+ 𝑢) разлагается в ряд Тейлора

𝜓(𝜆+ 𝑢) =
𝑟∑︁

𝑛=0

𝜓(𝑛)(𝜆)

𝑛!
𝑢𝑛 +𝑅(𝜆+ 𝑢, 𝜆) , (13)
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где 𝑅(𝜆+ 𝑢, 𝜆) — это остаточный член, удовлетворяющий неравенству

‖𝑅(𝜆+ 𝑢, 𝜆‖𝑝 6
𝐶

𝑟!
|𝑢|𝑟+𝛼

. (14)

Доказательство приведено, например, в [8].
Перейдем теперь к формулировке и доказательству результата данной работы.

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) спектральная плотность 𝑓(𝜆) ∈ 𝐻𝑝(𝛾1) , 0 < 𝛾1 < 1 , 𝑝 > 1; спектрально-

усредняющая функция 𝜙(𝜆) ∈ 𝐻𝑞(𝛾2), 0 < 𝛾2 < 1, 𝑞 > 1 при
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ;

2) спектральная плотность 𝑓(𝜆) ∈ 𝐻𝑝(𝛾1), 𝛾1 > 1, 𝑝 > 1; спектрально-усредня-

ющая функция 𝜙(𝜆) ∈ 𝐻𝑞(𝛾2), 0 < 𝛾2 < 1, 𝑞 > 1 при
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ;

3) спектральная плотность 𝑓(𝜆) ∈ 𝐻𝑝(𝛾1) , 0 < 𝛾1 < 1 , 𝑝 > 1; спектрально-

усредняющая функция 𝜙(𝜆) ∈ 𝐻𝑞(𝛾2), 𝛾2 > 1, 𝑞 > 1 при
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ;

4) спектральная плотность 𝑓(𝜆) ∈ 𝐻𝑝(𝛾1), 𝛾1 > 1, 𝑝 > 1; спектрально-усредня-

ющая функция 𝜙(𝜆) ∈ 𝐻𝑞(𝛾2), 𝛾2 > 1, 𝑞 > 1 при
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 .

Тогда

|𝐾𝑁 | 6

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶𝑁−(𝛾1+𝛾2) , при 𝛾1 + 𝛾2 < 1

𝐶𝑁−1 ln𝑁 , при 𝛾1 + 𝛾2 = 1

𝐶𝑁−1 , при 𝛾1 + 𝛾2 > 1,

где 𝐾𝑁 = 𝐸(𝐿𝑁 )− 𝐿(𝑓).

Доказательство. Согласно (11) имеем

𝐸(𝐿𝑁 ) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆)d𝜆d𝑢 =
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆)d𝜆d𝑢+

+
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆)d𝜆d𝑢.

Функция 𝐹𝑁 (𝑢) является чётной, то есть 𝐹𝑁 (−𝑢) = 𝐹𝑁 (𝑢), поэтому выражение
𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆) во втором двойном интеграле запишем следующим образом

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆) = 𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆)𝜙(𝜆+ 𝑢).

Тогда

𝐸(𝐿𝑁 ) =
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆)d𝜆d𝑢+
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆)𝜙(𝜆+ 𝑢)d𝜆d𝑢. (15)

Учитывая (2), (8) и равенство
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓(𝜆)𝜙(𝜆)d𝜆 =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆+ 𝑢)d𝜆, получим

𝐿(𝑓) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆)𝜙(𝜆)

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢d𝜆 =

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜆)𝜙(𝜆)d𝜆d𝑢 =
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=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆)𝜙(𝜆)d𝜆d𝑢+
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆+ 𝑢)d𝜆d𝑢 =

=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)

𝜋∫︁
−𝜋

(𝑓(𝜆)𝜙(𝜆) + 𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆+ 𝑢))d𝜆d𝑢,

т.е. линейный функционал 𝐿(𝑓) можно представить в следующем виде

𝐿 (𝑓) =
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)

𝜋∫︁
−𝜋

(𝑓(𝜆)𝜙(𝜆) + 𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆+ 𝑢))d𝜆d𝑢. (16)

Учитывая (15) и (16), получим

𝐸(𝐿𝑁 )− 𝐿(𝑓) =
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆)d𝜆d𝑢+

+
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆)𝜙(𝜆+ 𝑢)d𝜆d𝑢− 1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆)𝜙(𝜆)d𝜆d𝑢−

− 1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆+ 𝑢)d𝜆d𝑢 =
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)(𝑓(𝜆)𝜙(𝜆+ 𝑢)−

− 𝑓(𝜆)𝜙(𝜆)− 𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆+ 𝑢) + 𝑓(𝜆+ 𝑢)𝜙(𝜆))d𝜆d𝑢.

Далее,

𝐸(𝐿𝑁 )− 𝐿(𝑓) =

=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)(𝑓(𝜆) [𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)]− 𝑓(𝜆+ 𝑢) [𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)])d𝜆d𝑢 =

=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)(𝑓(𝜆)− 𝑓(𝜆+ 𝑢))(𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆))d𝜆d𝑢.

Итак,

𝐾𝑁 = 𝐸(𝐿𝑁 )− 𝐿(𝑓) =
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)(𝑓(𝜆)− 𝑓(𝜆+ 𝑢))(𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆))d𝜆d𝑢. (17)

Воспользовавшись неравенством Гельдера, из (17) находим, что

|𝐾𝑁 | =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒12

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)(𝑓(𝜆)− 𝑓(𝜆+ 𝑢))(𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆))d𝜆d𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝐹𝑁 (𝑢)

𝜋∫︁
−𝜋

(𝑓(𝜆)− 𝑓(𝜆+ 𝑢))(𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆))d𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ d𝑢 =
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=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

|𝐹𝑁 (𝑢)|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜋∫︁
−𝜋

(𝑓(𝜆)− 𝑓(𝜆+ 𝑢))(𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆))d𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ d𝑢 6

6
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)

𝜋∫︁
−𝜋

|(𝑓(𝜆)− 𝑓(𝜆+ 𝑢))(𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆))|d𝜆d𝑢 =

=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)

𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝜆)− 𝑓(𝜆+ 𝑢)| |𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)|d𝜆d𝑢 6

6
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝
⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)|𝑞 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑞

d𝑢 =

=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢.

Итак,

|𝐾𝑁 | 6 1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢. (18)

Далее, воспользовавшись неравенством Минковского (неравенство треуголь-
ника для пространств функций с интегрируемой 𝑝-й степенью), будем иметь

‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 =

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝

6

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝜆+ 𝑢)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝

+

+

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|−𝑓(𝜆)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝

=

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝜆+ 𝑢)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝

+

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝜆)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝

=

= ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)‖𝑝 + ‖𝑓(𝜆)‖𝑝 . (19)

Аналогично ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 6 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)‖𝑞 + ‖𝜙(𝜆)‖𝑞.
Далее, так как функции 𝑓(𝜆) являются периодичными с периодом 2𝜋, то⎛⎝ 𝜋∫︁

−𝜋

|𝑓(𝜆+ 𝑢)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝

=

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝜆)|𝑝 d𝜆

⎞⎠ 1
𝑝

,

т.е.
‖𝑓(𝜆+ 𝑢)‖𝑝 = ‖𝑓(𝜆)‖𝑝 , (20)

где −𝜋 6 𝑢 6 𝜋. Аналогично ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)‖𝑞 = ‖𝜙(𝜆)‖𝑞, где −𝜋 6 𝑢 6 𝜋. Тогда,
учитывая (18), (19) и (20), получим

|𝐾𝑁 | 6 1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢+
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+
1

2

−1∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢+

+
1

2

𝜋∫︁
1

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢 6

6
1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢+

+
1

2

−1∫︁
−𝜋

2𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆)‖𝑝 2 ‖𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢+
1

2

𝜋∫︁
1

2𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆)‖𝑝 2 ‖𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢 =

=
1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢+

+ 2 ‖𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆)‖𝑞

−1∫︁
−𝜋

𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢+ 2 ‖𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆)‖𝑞

𝜋∫︁
1

𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢.

В силу чётности функции 𝐹𝑁 (𝑢) выходит, что

|𝐾𝑁 | 6 1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢+

+ 4 ‖𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆)‖𝑞

𝜋∫︁
1

𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢. (21)

Далее, учитывая оценку (9), окончательно получаем, что

|𝐾𝑁 | 6 1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢) ‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 ‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 d𝑢+ 𝐶𝑁−1. (22)

Согласно лемме 3

‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 =

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑟1∑︁
𝑛=1

𝑓 (𝑛)(𝜆)

𝑛!
𝑢𝑛 +𝑅1(𝜆+ 𝑢, 𝜆)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

6

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑟1∑︁
𝑛=1

𝑓 (𝑛)(𝜆)

𝑛!
𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

+

+ ‖𝑅1(𝜆+ 𝑢, 𝜆)‖𝑝 6
𝑟1∑︁

𝑛=1

⃦⃦⃦⃦
𝑓 (𝑛)(𝜆)

𝑛!
𝑢𝑛
⃦⃦⃦⃦
𝑝

+ ‖𝑅1(𝜆+ 𝑢, 𝜆)‖𝑝 6
𝑟1∑︁

𝑛=1

⃦⃦⃦
𝑢𝑛𝑓 (𝑛)(𝜆)

⃦⃦⃦
𝑝
+

+ ‖𝑅1(𝜆+ 𝑢, 𝜆)‖𝑝 =

𝑟1∑︁
𝑛=1

|𝑢𝑛|
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑛)(𝜆)

⃦⃦⃦
𝑝
+ ‖𝑅1(𝜆+ 𝑢, 𝜆)‖𝑝 6

6 𝐶
𝑟1∑︁

𝑛=1

|𝑢𝑛|+ С
𝑟1!

|𝑢|𝑟1+𝛼1 = 𝐶
𝑟1∑︁

𝑛=1

|𝑢𝑛|+ 𝐶 |𝑢|𝑟1+𝛼1 .
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Итак,

‖𝑓(𝜆+ 𝑢)− 𝑓(𝜆)‖𝑝 6 𝐶
𝑟1∑︁

𝑛=1

|𝑢𝑛|+ 𝐶 |𝑢|𝑟1+𝛼1 . (23)

Аналогично,

‖𝜙(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝜆)‖𝑞 6 𝐶
𝑟2∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑢𝑗
⃒⃒
+ 𝐶 |𝑢|𝑟2+𝛼2 . (24)

– Случай, когда 0 < 𝛾1 < 1, 0 < 𝛾2 < 1. Оценка (22) примет следующий вид

|𝐾𝑁 | 6 1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢) 𝐶 |𝑢|𝛾1+𝛾2 d𝑢+ 𝐶𝑁−1 (25)

Учитывая четность функции 𝐹𝑁 (𝑢) |𝑢|𝛾1+𝛾2 , получим

|𝐾𝑁 | 6 𝐶

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢) |𝑢 |𝛾1+𝛾2d𝑢+ 𝐶𝑁−1. (26)

Учитывая (10), приходим к завершению рассмотрения случая 1.
– Случай, когда 𝛾1 > 1, 𝛾2 < 1. Учитывая (22), (23) и тот факт, что 𝜙 ∈ 𝐻𝑞(𝛾2)

означает, что
⃦⃦
𝜙(𝑟2)(𝜆+ 𝑢)− 𝜙(𝑟2)(𝜆)

⃦⃦
𝑞
6 𝐶 |𝑢|𝛼2 , где 𝛾2 = 𝑟2+𝛼2, 0 < 𝛼2 < 1

(у нас здесь 𝑟2 = 0, так как 𝛾2 < 1), имеем следующую оценку

|𝐾𝑁 | 6 1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢)

(︃
𝐶

𝑟1∑︁
𝑛=1

|𝑢𝑛|+ 𝐶 |𝑢|𝑟1+𝛼1

)︃
𝐶 |𝑢|𝛼2 d𝑢+ 𝐶𝑁−1 =

=
1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢)𝐶 |𝑢|𝛼2

𝑟1∑︁
𝑛=1

|𝑢𝑛|d𝑢+
1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢)𝐶 |𝑢|𝛼2 |𝑢|𝑟1+𝛼1 d𝑢+ 𝐶𝑁−1.

Окончательно получаем следующую оценку

|𝐾𝑁 | 6 𝐶
𝑟1∑︁

𝑛=1

1∫︁
0

𝑢𝑛+𝛼2𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢+ 𝐶

1∫︁
0

𝑢𝛼1+𝑟1+𝛼2𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢+ 𝐶𝑁−1.

Учитывая (10), получим, что |𝐾𝑁 | 6 С𝑁−1.
Рассмотрение случая 2 закончено.

– Случай, когда 𝛾1 < 1, 𝛾2 > 1. Учитывая (22), (24) и тот факт, что 𝑓 ∈ 𝐻𝑝(𝛾1)

означает, что
⃦⃦
𝑓 (𝑟1)(𝜆+ 𝑢)− 𝑓 (𝑟1)(𝜆)

⃦⃦
𝑝
6 𝐶 |𝑢|𝛼1 , где 𝛾1 = 𝑟1 +𝛼1, 0 < 𝛼1 < 1

(у нас здесь 𝑟1 = 0, так как 𝛾1 < 1), имеем следующую оценку

|𝐾𝑁 | 6 1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢)𝐶 |𝑢|𝛼1

(︃
𝐶

𝑟2∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑢𝑗
⃒⃒
+ 𝐶 |𝑢|𝑟2+𝛼2

)︃
d𝑢+ 𝐶𝑁−1 =

=
1

2

1∫︁
−1

𝐶𝐹𝑁 (𝑢) |𝑢|𝛼1

𝑟2∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑢𝑗
⃒⃒
d𝑢+

1

2

1∫︁
−1

𝐶𝐹𝑁 (𝑢) |𝑢|𝛼1+𝑟2+𝛼2 d𝑢+ 𝐶𝑁−1.



Шомахов А.Ю. Об оценке скорости сходимости математического ожида‌ . . . 41

Окончательно получаем следующую оценку

|𝐾𝑁 | 6 𝐶
𝑟2∑︁
𝑗=1

1∫︁
0

𝑢𝑗+𝛼1𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢+ 𝐶

1∫︁
0

𝑢𝛼1+𝑟2+𝛼2𝐹𝑁 (𝑢)d𝑢+ С𝑁−1.

Учитывая (10), получим, что |𝐾𝑁 | 6 С𝑁−1.
Рассмотрение случая 3 закончено.

– Случай, когда 𝛾1 > 1, 𝛾2 > 1. Оценка (22), учитывая (23) и (24), примет
следующий вид

|𝐾𝑁 | 6 1

2

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢)

[︃
𝐶

𝑟1∑︁
𝑛=1

|𝑢𝑛|+ 𝐶 |𝑢|𝑟1+𝛼1

]︃[︃
𝐶

𝑟2∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑢𝑗
⃒⃒
+ 𝐶 |𝑢|𝑟2+𝛼2

]︃
d𝑢+𝐶𝑁−1 =

=
1

2
𝐶

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢)
𝑟1∑︁

𝑛=1

|𝑢𝑛|
𝑟2∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑢𝑗
⃒⃒
d𝑢+

1

2
𝐶

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢)
𝑟1∑︁

𝑛=1

|𝑢𝑛| |𝑢|𝑟2+𝛼2d𝑢+

+
1

2
𝐶

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢) |𝑢|𝑟1+𝛼1

𝑟2∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑢𝑗
⃒⃒
d𝑢+

1

2
𝐶

1∫︁
−1

𝐹𝑁 (𝑢) |𝑢|𝑟1+𝛼1 |𝑢|𝑟2+𝛼2 d𝑢+ 𝐶𝑁−1 =

= 𝐶
𝑟1∑︁

𝑛=1

𝑟2∑︁
𝑗=1

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝑛+𝑗d𝑢+ 𝐶
𝑟1∑︁

𝑛=1

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝑛+𝑟2+𝛼2d𝑢+

+ 𝐶
𝑟2∑︁
𝑗=1

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝑟1+𝛼1+𝑗d𝑢+ 𝐶

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝑟1+𝛼1+𝑟2+𝛼2d𝑢+ 𝐶𝑁−1.

Окончательно получаем

|𝐾𝑁 | 6 𝐶
𝑟1∑︁

𝑛=1

𝑟2∑︁
𝑗=1

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝑛+𝑗d𝑢+ 𝐶
𝑟1∑︁

𝑛=1

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝑛+𝑟2+𝛼2d𝑢+

+ 𝐶
𝑟2∑︁
𝑗=1

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝑟1+𝛼1+𝑗d𝑢+ 𝐶

1∫︁
0

𝐹𝑁 (𝑢)𝑢𝑟1+𝛼1+𝑟2+𝛼2d𝑢+ 𝐶𝑁−1.

Учитывая (10), получим, что |𝐾𝑁 | 6 𝐶𝑁−1. Рассмотрение случая 4 законче-
но.
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UDC 519.24
On Estimation of Convergence Rate of Statistics Expectancy
𝐿𝑁 to Linear Functional of Spectral Density 𝐿(𝑓) of Stationary

Gaussian Process
A. Yu. Shomakhov

Plekhanov Russian University of Economics
Stremyanny per. 36, 117997, Moscow, Russian

For the real-valued stationary Gaussian centered process X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . ., with a
spectral density 𝑓 (𝜆), a problem is considered of estimating the convergence rate of ex-

pectancy of statistics 𝐿𝑁 =

∫︁
𝜙 (𝜆) 𝐼𝑁 (𝜆) d𝜆, 𝜆 ∈ [−𝜋;𝜋], where 𝐼𝑁 (𝜆) is a periodogram

of a process X(𝑡) , 𝑡 = 0,±1,±2 . . ., to a linear functional of the spectral density 𝐿 (𝑓) =∫︁
𝜙 (𝜆)𝑓 (𝜆) d𝜆 of the stationary Gaussian process based on the sample {X(1) ,X(2) , . . . ,X(𝑁)}.

Key words and phrases: stationary process, periodogram of a process, spectral density,
spectral mean, asymptotic unbiasedness, Nikolsky classes, Fejér kernel.




