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Применяемые в настоящее время схемы численного решения систем уравнений дина-
мики многих частиц могут иметь ограничения по шагу и интервалу интегрирования,
поскольку при их увеличении численные схемы становятся неустойчивыми и не сохра-
няют существующие интегралы движения.

В результате при моделировании поведения системы частиц на достаточно больших
интервалах времени приходится уменьшать шаг интегрирования, что приводит к су-
щественному увеличению объёма вычислений. В работе предложена новая процедура
построения симплектических численных схем для решения гамильтоновых систем урав-
нений. Предложен подход к симметризации полученных симплектических разностных
схем. Численные схемы, построенные при помощи предложенной в работе процедуры,
сохраняют энергию системы на большом интервале численного интегрирования при от-
носительно больших величинах шага интегрирования по сравнению с методом Верле,
который обычно используется при решении уравнений движения молекулярной дина-
мики. Приведены результаты численных экспериментов, демонстрирующие основные
преимущества полученных в работе симметричных симплектических численных схем
третьего порядка точности по шагу интегрирования гамильтоновых систем уравнений
по сравнению с численными схемами метода Верле второго порядка.
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1. Введение
В классической молекулярной динамике для описания движения частиц ис-

пользуются уравнения Ньютона. При этом для получения координат и скоро-
стей системы, состоящей из 𝑁 частиц, требуется на каждом временном шаге в
трёхмерном случае решить 6𝑁 уравнений. С практической точки зрения для мо-
делирования поведения системы из 𝑁 частиц при решении прикладных задач
исследования эволюции физических систем необходимо использовать достаточ-
но большой интервал интегрирования по времени. С учётом того, что традици-
онно используемые для решения уравнений движения молекулярной динамики
численные схемы Верле [1] устойчивы лишь при достаточно малых значениях
шага интегрирования по времени, на большом интервале интегрирование приво-
дит к большому количеству временных шагов. В этом случае, чтобы увеличить
значение шага интегрирования для уменьшения количества шагов при заданном
интервале интегрирования, необходимо обеспечить устойчивость схемы по ша-
гу интегрирования. Кроме того, численные методы должны сохранять основные
свойства точных решений, в частности должны сохранять первые интегралы, та-
кие как энергия системы и суммарный момент импульса.

Существующие пакеты программ молекулярной динамики для численного ин-
тегрирования уравнений движения используют схемы метода Верле. В них инте-
грирование ведётся с достаточно малым шагом по времени и контролем сохра-
нения гамильтониана (энергии системы), поскольку уже при значении приведён-
ной величины шага порядка 0.1 и количестве шагов порядка 103 накопленная
вычислительная ошибка приводит к неустойчивости численной схемы и потере
сохранения гамильтониана.
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Для решения возникающих при молекулярно-динамических расчётах проблем
размерности и быстродействия используются следующие пути:

– усовершенствования существующих пакетов:
– векторизация, как например, в пакете DL-POLY [2];
– распараллеливание и ускорение межпроцессорных обменов на много-

процессорных системах;
– разработка спецпроцессоров [3];

– разработка эффективных новых и оптимизация существующих методов чис-
ленного интегрирования уравнений движения.

Авторами предлагается новый подход к построению численных схем для реше-
ния уравнений движения молекулярной динамики. Будет показано, что постро-
енные численные схемы сохраняют в приближенном решении основные свойства
точного решения и обладают более высоким порядком аппроксимации, чем схемы
метода Верле, а также являются устойчивыми по отношению к шагу аппрокси-
мации.

Предложенный подход состоит в следующем:
– использование гамильтоновой формулировки уравнений движения молеку-

лярной динамики;
– разложение точного решения в ряд Тейлора [4]. При этом возможно приме-

нение аппарата компьютерного алгебры для получения аналитических вы-
ражений для производных ряда Тейлора;

– использование для вывода численных схем аппарата производящих функций
для сохранения геометрических свойств точного решения [1].

В данной работе решаются следующие задачи:
– построить симметричные симплектические численные схемы интегрирования

гамильтоновых систем уравнений более высокого порядка точности, чем схе-
мы метода Верле, что позволит увеличить шаг при фиксированном интервале
интегрирования и, соответственно, уменьшить общий объем вычислений;

– выполнить численные эксперименты для сравнительного анализа свойств
схем метода Верле и построенных численных схем;

– оценить перспективы применения построенных численных схем в существу-
ющих пакетах, например в LPMD [5].

2. Постановка задачи
Движение системы 𝑁 материальных точек в поле с потенциалом 𝑉 (q), где

q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑑)
𝑇 — координата частицы, 𝑑 = 3𝑁 — размерность пространства

координат, может быть описано с использованием системы гамильтоновых урав-
нений

ṗ = −𝜕𝐻(p,q)

𝜕q
, (1)

q̇ =
𝜕𝐻(p,q)

𝜕p
(2)

с начальными условиями

p(0) = p0, q(0) = q0. (3)

Здесь p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑑)
𝑇 — импульс частицы, 𝐻(p,q) — гамильтониан системы:

𝐻(p,q) =
1

2
p𝑇𝑀(q) p+ 𝑉 (q), (4)

𝑀(q) — симметричная и положительно определённая матрица масс.
Гамильтонова система уравнений движения эквивалентна уравнениям, полу-

ченным в рамках ньютоновского формализма, если силы, действующие на ма-
териальные точки, представить в виде f(q) = ∇𝑉 (q) и стандартным образом
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перейти от дифференциального уравнения Ньютона второго порядка заменой пе-
ременных к системе уравнений первого порядка

ṗ = −f(q),
q̇ = p.

(5)

3. Численные методы

3.1. Геометрические методы

Геометрическим называют такой метод, который сохраняет некоторые геомет-
рические свойства точного решения системы (1)–(3) [1].

Можно выделить следующие геометрические свойства решений:
– отображение 𝜙 : (𝑝(𝑡0), 𝑞(𝑡0)) ↦→ (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡)), реализующее решение гамильто-

новой системы уравнений (1)–(3), является симплектическим;
– решение обратимо во времени;
– решение сохраняет значение гамильтониана (4) для любого момента времени.

3.2. Симплектические методы

Дифференцируемое отображение

𝜙 : 𝑈 → R2𝑑 (𝑈 ∈ R2𝑑)

называется симплектическим [1], если якобиан 𝜙′(p,q) удовлетворяет тождеству

𝜙′(p,q)𝑇 𝐽 𝜙′(p,q) = 𝐽, (6)

где

𝐽 =

(︂
0𝑑 I𝑑
−I𝑑 0𝑑

)︂
,

0𝑑, I𝑑 – нулевая и единичная матрица размерности 𝑑.

3.3. Симплектические численные методы

На дискретном множестве {𝑡𝑘 : 𝑘 = 0, 1, . . . ; 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = ℎ} одношаговый ме-
тод решения системы (1)-(3), при постоянном шаге по времени ℎ, можно предста-
вить в виде

(p𝑘+1,q𝑘+1) = Φℎ(p
𝑘,q𝑘), (7)

где Φℎ(p,q) – преобразование приближенного решения (p𝑘,q𝑘) при 𝑡 = 𝑡𝑘 в при-
ближенное решение (p𝑘+1,q𝑘+1) при 𝑡 = 𝑡𝑘+1.

Одношаговый метод (7) называется симплектическим, если преобразование
(7), реализующее приближенное решение гамильтоновой системы (1)–(2), являет-
ся симплектическим. В качестве примеров симплектических численных методов
1-го и 2-го порядка аппроксимации можно привести явный и неявный методы
Эйлера и метод Верле.

Метод Верле:

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘 − ℎ2

2
f(q𝑘), (8)

p𝑘+1 = p𝑘 − ℎ

2

[︀
f(q𝑘) + f(q𝑘+1)

]︀
. (9)
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Алгоритм вычисления метода Верле:

p𝑘+1/2 = p𝑘 − ℎ

2
f(q𝑘), (10)

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘+1/2, (11)

p𝑘+1 = p𝑘+1/2 − ℎ

2
f(q𝑘+1). (12)

Как уже упоминалось, метод Верле является основным методом численного ин-
тегрирования уравнений движения в молекулярной динамике.

Если переписать систему уравнений (5) в виде обыкновенного дифференци-
ального уравнения

q̈ = −f(q), (13)

то метод Верле может быть записан в форме стандартной разностной схемы вто-
рого порядка

q𝑘+1 − 2q𝑘 + q𝑘−1

ℎ2
= −f(q𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . . (14)

Большинство стандартных численных методов изначально не являются сим-
плектическими, в частности методы Рунге–Кутты. Для того, чтобы метод стал
симплектическим, необходимо проделать ряд нетривиальных шагов для модифи-
кации метода в сторону симплектичности.

3.4. Симметричные численные методы

Одношаговый метод (7) называется симметричным, если удовлетворяет усло-
вию

Φℎ = Φ−1
−ℎ. (15)

В качестве примера симметричного симплектического метода можно привести
метод средних точек, который для гамильтоновых систем вида (1), (2) может быть
записан следующим образом

p𝑘+1 = p𝑘 − ℎ𝜕𝐻
𝜕q

(︂
p𝑘 + p𝑘+1

2
,
q𝑘 + q𝑘+1

2

)︂
, (16)

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎ
𝜕𝐻

𝜕p

(︂
p𝑘 + p𝑘+1

2
,
q𝑘 + q𝑘+1

2

)︂
. (17)

4. Симплектические преобразования и производящие
функции

4.1. Канонические преобразования

В гамильтоновой механике каноническое преобразование – это преобразование
канонических переменных и гамильтониана

𝜙 : (p,q) ↦→ (P,Q) (18)

не меняющее общий вид уравнений Гамильтона [6].
Канонические преобразования взаимнооднозначно определяются производя-

щей функцией 𝑆(p,q), которая является решением уравнения Гамилтона–Якоби
и полный дифференциал которой равен

𝑑𝑆 = P⊤𝑑Q− p⊤𝑑q. (19)
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4.2. Производящие функции

Производящая функция может быть выражена через любую пару из четырёх
переменных p, q, P, Q. Возможны четыре варианта выбора пар переменных.
Получаемые при этом функции принято называть производящими функциями
1-го, 2-го, 3-го или 4-го типа соответственно.

Производящие функции Производные

𝑆 = 𝑆1(q,Q, 𝑡) p = −𝜕𝑆1

𝜕q P = 𝜕𝑆1

𝜕Q

𝑆 = 𝑆2(q,P, 𝑡) p = 𝜕𝑆2

𝜕q Q = 𝜕𝑆2

𝜕P

𝑆 = 𝑆3(p,Q, 𝑡) q = −𝜕𝑆3

𝜕p P = −𝜕𝑆3

𝜕Q

𝑆 = 𝑆4(p,P, 𝑡) q = 𝜕𝑆4

𝜕q Q = −𝜕𝑆4

𝜕P

4.3. Связь симплектических преобразований и производящих
функций

В соответствии с известной теоремой Пуанкарэ [1] для любого симплектиче-
ского преобразования 𝜙 существует производящая функция 𝑆(q,Q), и наоборот,
для конкретной производящей функции 𝑆(q,Q) существует симплектическое пре-
образование 𝜙, которое может быть реконструировано при помощи следующих
формул

p = −𝜕𝑆
𝜕q

(q,Q), P =
𝜕𝑆

𝜕Q
(q,Q). (20)

5. Процедура построения симплектических разностных
схем на основе производящей функции первого типа

Для получения процедуры построения симплектических разностных схем бы-
ла выбрана производящая функция первого типа 𝑆 = 𝑆1(q,Q, 𝑡). При этом могут
быть получены два варианта симплектических численных схем. Первый вариант
получается при разложении канонической переменной q при 𝑡 = 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ
в ряд Тейлора по переменным q и p при 𝑡 = 𝑡𝑘, так называемом разложении
в ряд Тейлора “вперёд”. Второй вариант получается при разложении канониче-
ской переменной q при 𝑡 = 𝑡𝑘 в ряд Тейлора по переменным q и p при 𝑡 = 𝑡𝑘+1,
так называемом разложении в ряд Тейлора «назад». При этом получаются соот-
ветственно явная и неявная схема до 3-го порядка включительно. Явно-неявная
схема получается при 𝑚 = 3 только в случае разложения в ряд Тейлора «на-
зад». Причём все эти схемы изначально симплектические. В случае же 𝑚 > 3
при использовании разложения в ряд Тейлора и «вперёд» и «назад» получаются
явно-неявные симплектические разностные схемы.

В дальнейшем при построении численных схем использованы обозначения:

𝑡 = 𝑡𝑘, p = p𝑘, q = q𝑘,

𝑡 = 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ, P = p𝑘+1, Q = q𝑘+1.

Для производящей функции используются следующие обозначения: 𝑆𝑚,1 — в
случае разложения в ряд Тейлора «вперёд» и 𝑆𝑚,2 — в случае разложения в ряд
Тейлора «назад». Здесь 𝑚 — порядок аппроксимации точного решения.

5.1. Схема с разложением в ряд Тейлора «вперёд»

1. Представить q𝑘+1 в виде разложения в ряд Тейлора в точке 𝑡𝑘 с точностью
до 𝒪(ℎ𝑚+1).
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2. Заменить p𝑘 в разложении разностной производной от q, кроме второго чле-
на разложения. Получим уравнение относительно q𝑘+1.

3. Решить полученное в предыдущем пункте, вообще говоря, нелинейное, для
схем выше 3-го порядка аппроксимации, уравнение относительно q𝑘+1. В слу-
чае нелинейного уравнения можно использовать метод Ньютона.

4. Выразить p𝑘 через q𝑘 и q𝑘+1 с помощью полученного в первом пункте раз-
ложения в ряд Тейлора.

5. Найти производящую функцию 𝑆𝑚,1 = 𝑆(q𝑘,q𝑘+1) путём интегрирования
полученного в предыдущем пункте выражения по q𝑘.

6. Найти p𝑘+1 с помощью равенства

p𝑘+1 =
𝜕𝑆𝑚,1

𝜕q𝑘+1
(21)

путём дифференцирования.

5.2. Схема с разложением в ряд Тейлора «назад»

1. Представить q𝑘 в виде разложения в ряд Тейлора в точке 𝑡𝑘+1 с точностью
до 𝒪(ℎ𝑚+1).

2. Заменить p𝑘+1 в разложении разностной производной от q, кроме второго
члена разложения.

3. Выразить p𝑘+1 через q𝑘 и q𝑘+1 с помощью полученного выше разложения в
ряд Тейлора.

4. Найти производящую функцию 𝑆𝑚,2 = 𝑆(q𝑘,q𝑘+1) путём интегрирования
полученного в предыдущем пункте выражения по q𝑘+1.

5. Найти p𝑘 помощью равенства

p𝑘 = −𝜕𝑆𝑚,2

𝜕q𝑘
(22)

путём дифференцирования.
6. Решить, вообще говоря, нелинейное относительно q𝑘+1 уравнение (22). Везде

в дальнейшем используется метод Ньютона.
7. Получить p𝑘+1 при помощи полученного во втором пункте выражения, ис-

пользуя известное значение q𝑘 и полученное в предыдущем пункте значение
q𝑘+1.

5.3. Симплектическая разностная схема 2-го порядка

Для вычисления величины p𝑘 используем разложение для q в ряд Тейлора
«вперёд» до второго порядка

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘 − ℎ2

2
f(q𝑘) +𝒪(ℎ3).

В результате получим явную симплектическую разностную схему 2-го порядка

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+
ℎ

2
f(q𝑘), (23)

𝑆2 =
ℎ

2

(︂
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

2

[︀
𝑉 (q𝑘) + 𝑉 (q𝑘+1)

]︀
, (24)
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p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
− ℎ

2
f(q𝑘+1). (25)

Если для вычисления величины p𝑘+1 использовать разложение для q в ряд
Тейлора «назад» также до второго порядка

q𝑘 = q𝑘+1 − ℎp𝑘+1 − ℎ2

2
f(q𝑘+1) +𝒪(ℎ3),

то получим ту же самую схему (23),(25).
Если же ввести обозначение

q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
= p𝑘+1/2,

то получим известную схему Верле (10)–(12), которая является симплектической
и симметричной.

5.4. Явная и неявная симплектические разностные схемы 3-го
порядка

Для построения явных и неявных схем третьего порядка, с использованием
производящей функции первого типа, для нахождения величин p𝑘 и p𝑘+1, ис-
пользуем разложения точного решения для канонической переменной q в ряд
Тейлора для явной схемы «вперёд», для неявной – «назад».

Явная схема.

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘 − ℎ2

2
f(q𝑘)− ℎ3

6
∇f(q𝑘) · p𝑘 +𝒪(ℎ4)

Если заменить p𝑘 в последнем члене ряда разностным отношением

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+𝒪(ℎ),

то получим явную схему 3-го порядка

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+
ℎ

2
f(q𝑘) +

ℎ2

6
∇f(q𝑘) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
(26)

𝑆3,1 =
ℎ

2

(︂
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

3

[︀
2𝑉 (q𝑘) + 𝑉 (q𝑘+1)

]︀
− ℎ2

6
f(q𝑘) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
, (27)

p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
− ℎ

6

[︀
f(q𝑘) + 2f(q𝑘+1)

]︀
. (28)

Введя обозначение

Θ𝑘 =

[︂
I+

ℎ2

6
∇f(q𝑘)

]︂−1

,

получим формулы для вычисления p и q на следующем временном шаге

p𝑘+1/2 = p𝑘 − ℎ

2
f(q𝑘),

p̃𝑘+1/2 = Θ𝑘p𝑘+1/2,
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q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp̃𝑘+1/2,

p𝑘+1 = p̃𝑘+1/2 − ℎ

6

[︀
f(q𝑘) + 2f(q𝑘+1)

]︀
.

Неявная схема.

Для получения неявной схемы представим значение для переменной q на 𝑘-ом
шаге в виде разложения в ряд Тейлора «назад»

q𝑘 = q𝑘+1 − ℎp𝑘+1 − ℎ2

2
f(q𝑘+1) +

ℎ3

6
∇f(q𝑘+1) · p𝑘+1 +𝒪(ℎ4).

Представим p𝑘+1 в последнем члене разложения в виде разностной производ-
ной

p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+𝒪(ℎ).

В результате получим следующее выражение для p𝑘+1:

p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
− ℎ

2
f(q𝑘+1) +

ℎ2

6
∇f(q𝑘+1) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
. (29)

После интегрирования по q𝑘+1 получаем производящую функцию 𝑆3,2

𝑆3,2 =
ℎ

2

(︂
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

3

[︀
𝑉 (q𝑘) + 2𝑉 (q𝑘+1)

]︀
+
ℎ2

6
f(q𝑘+1) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
(30)

и дифференцированием по q𝑘 с учётом знака находим выражение для p𝑘:

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+
ℎ

6

[︀
2f(q𝑘) + f(q𝑘+1)

]︀
. (31)

Далее аналогично явной схеме получаем формулы для неявной схемы третьего
порядка

p𝑘+1/2 = p𝑘 − ℎ

2
f(q𝑘), (32)

q̃𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘+1/2, (33)

F(q𝑘+1) = q̃𝑘+1, (34)

𝜇𝑘+1 =
ℎ

6

[︀
f(q𝑘+1)− f(q𝑘)

]︀
, (35)

𝜃𝑘+1 = I+
ℎ2

6
∇f(q𝑘+1), (36)

p̃𝑘+1/2 = 𝜃𝑘+1(p𝑘+1/2 − 𝜇𝑘+1), (37)

p𝑘+1 = p̃𝑘+1/2 − ℎ

2
f(q𝑘+1), (38)

где функция F(q𝑘+1) определяется по формуле

F(q𝑘+1) = q𝑘+1 +
ℎ2

6

[︀
f(q𝑘+1)− f(q𝑘)

]︀
. (39)
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6. Симметричные симплектические разностные схемы
Для построения симметричных симплектических разностных схем рассмот-

рим одно параметрическое семейство производящих функций следующего вида.

𝑆𝑚(𝛼) = 𝛼𝑆𝑚,1 + (1− 𝛼)𝑆𝑚,2. (40)

Здесь 𝛼 : 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑆𝑚,1 и 𝑆𝑚,2 – производящие функции, полученные при по-
мощи процедур (21) и (22) соответственно. Каждая из этих производящих функ-
ций 𝑆𝑚(𝛼) порождает симплектическую разностную схему 𝑚-го порядка. Если
𝛼 = 1/2, то мы получаем процедуры построения симметричных симплектических
разностных схем.

Получим процедуры построения симметричных симплектических разностных
схем 3-го и 4-го порядка, поскольку схемы 3-го и 4-го порядка представляют наи-
больший практический интерес при проведении численных расчётов. Для просто-
ты представления схема 4-го порядка приведена для одномерного случая. Схемы
более высокого порядка аппроксимации имеет смысл выводить с использованием
средств компьютерной алгебры.

6.1. Симметричная симплектическая схема для 𝑚 = 3

𝑆3,3 =
ℎ

2

(︂
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

2

[︀
𝑉 (q𝑘) + 𝑉 (q𝑘+1)

]︀
+

+
ℎ2

12

[︀
f(q𝑘+1)− f(q𝑘)

]︀
· q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
, (41)

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+

ℎ

12

[︀
5f(q𝑘) + f(q𝑘+1)

]︀
+
ℎ2

12
∇f(q𝑘) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
, (42)

p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
− ℎ

12

[︀
f(q𝑘) + 5f(q𝑘+1)

]︀
+
ℎ2

12
∇f(q𝑘+1) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
. (43)

6.2. Симметричная симплектическая схема для 𝑚 = 4

Для построения симметричной симплектической численной схемы 4-го поряд-
ка сначала проведём вывод схемы «вперёд». Сначала представим 𝑞𝑘+1 в виде
разложения в ряд Тейлора «вперёд»

𝑞𝑘+1 = 𝑞𝑘 + ℎ𝑝𝑘 −
ℎ2

2
𝑓(𝑞𝑘)−

ℎ3

6
𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑝𝑘 −

ℎ4

24

[︀
𝑓 ′′(𝑞𝑘)𝑝

2
𝑘 − 𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑓(𝑞𝑘)

]︀
+𝒪(ℎ5).

После замены 𝑝𝑘 в члене разложения с ℎ3

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘) +𝒪(ℎ2)

и замены квадрата 𝑝𝑘 в члене разложения с ℎ4

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+𝒪(ℎ)

получим следующее выражение для 𝑝𝑘, зависящее только от 𝑞𝑘 и 𝑞𝑘+1:

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘) +

ℎ2

6
𝑓 ′(𝑞𝑘)

[︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘)

]︂
+
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+
ℎ3

24

[︃
𝑓 ′′(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− 𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑓(𝑞𝑘)

]︃
.

Далее интегрированием получаем производящую функцию

𝑆4,1 =
ℎ

2

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

4
[ 3𝑉 (𝑞𝑘) + 𝑉 (𝑞𝑘+1) ]−

− ℎ2

4
𝑓(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
− ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ3

48

[︀
𝑓2(𝑞𝑘+1)− 𝑓2(𝑞𝑘)

]︀
,

и дифференцированием выражение для 𝑝𝑘+1

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
− ℎ

4
[ 𝑓(𝑞𝑘) + 𝑓(𝑞𝑘+1) ]−

− ℎ2

12
𝑓 ′(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
+
ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑓(𝑞𝑘+1).

Аналогично, в соответствии с процедурой (22), строится схема «назад» 4-го
порядка. Сначала представим 𝑞𝑘 в виде разложения в ряд Тейлора «назад»

𝑞𝑘 = 𝑞𝑘+1 − ℎ𝑝𝑘+1 −
ℎ2

2
𝑓(𝑞𝑘+1) +

ℎ3

6
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑝𝑘+1−

− ℎ4

24

[︀
𝑓 ′′(𝑞𝑘+1)𝑝

2
𝑘+1 − 𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑓(𝑞𝑘+1)

]︀
+𝒪(ℎ5).

Затем проведём замену 𝑝𝑘+1 в члене разложения с ℎ3

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
− ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘) +𝒪(ℎ2),

и замену квадрата 𝑝𝑘+1 в члене разложения с ℎ4

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+𝒪(ℎ).

В результате получим выражение для 𝑝𝑘+1, зависящее только от 𝑞𝑘 и 𝑞𝑘+1

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
− ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘+1) +

ℎ2

6
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
+

+
ℎ3

24

[︃
𝑓 ′′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

+ 𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑓(𝑞𝑘+1)

]︃
.

Далее интегрированием получаем соответствующую производящую функцию

𝑆4,2 =
ℎ

2

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

4
[ 𝑉 (𝑞𝑘) + 3𝑉 (𝑞𝑘+1) ] +

+
ℎ2

4
𝑓(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
− ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

+

+
ℎ3

48

[︀
𝑓2(𝑞𝑘+1)− 𝑓2(𝑞𝑘)

]︀
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и дифференцированием выражение для 𝑝𝑘:

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

4
[ 𝑓(𝑞𝑘) + 𝑓(𝑞𝑘+1) ]−

ℎ2

12
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
+
ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑓(𝑞𝑘).

Далее с помощью формулы (40) при 𝛼 = 0.5

𝑆4,3 =
1

2
(𝑆4,1 + 𝑆4,2)

получаем симметричную производящую функцию 𝑆4,3

𝑆4,3 =
ℎ

2

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

−ℎ
2
[ 𝑉 (𝑞𝑘) + 𝑉 (𝑞𝑘+1) ]+

ℎ2

8
[ 𝑓(𝑞𝑘+1)− 𝑓(𝑞𝑘) ]

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
−

− ℎ3

48
[ 𝑓 ′(𝑞𝑘+1) + 𝑓 ′(𝑞𝑘) ]

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

+
ℎ3

48

[︀
𝑓2(𝑞𝑘+1)− 𝑓2(𝑞𝑘)

]︀
.

В результате после соответствующей процедуры дифференцирования получим
симметричную симплектическую схему 4-го порядка:

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

8
[ 3𝑓(𝑞𝑘) + 𝑓(𝑞𝑘+1) ]−

ℎ2

24
[ 2𝑓 ′(𝑞𝑘)− 𝑓 ′(𝑞𝑘+1) ]

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
+

+
ℎ2

48
𝑓 ′′(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑓(𝑞𝑘),

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
−ℎ
8
[ 𝑓(𝑞𝑘) + 3𝑓(𝑞𝑘+1) ]−

ℎ2

24
[ 𝑓 ′(𝑞𝑘)− 2𝑓 ′(𝑞𝑘+1) ]

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
−

− ℎ2

48
𝑓 ′′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑓(𝑞𝑘+1).

7. Численные эксперименты

Численные эксперименты выполнены для сравнительного анализа численной
схемы метода Верле и численных схем более высокого порядка аппроксимации
при 𝑚 = 3, полученных с использованием разработанной авторами процедуры,
на примере задачи Кеплера [1]. В ней движение двух материальных точек опи-
сывается гамильтонианом следующего вида

𝐻(p,q) =
1

2
(𝑝21 + 𝑝22)−

1√︀
𝑞21 + 𝑞22

. (44)

Численные расчёты проводились при следующих параметрах:
1) ℎ = 0, 01, 𝑇 = 1000;
2) ℎ = 0, 05, 𝑇 = 1000;
3) ℎ = 0, 10, 𝑇 = 1000;
4) ℎ = 0, 20, 𝑇 = 5000.

Здесь ℎ – шаг по времени, 𝑇 – граница интервала времени [0, 𝑇 ] эволюции
системы.

Для каждого фиксированного шага по времени ℎ сравнивались результаты
расчётов, полученные с использованием метода Верле, и результаты, полученные
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с использованием построенных в работе явной, неявной и симметричной числен-
ной схемы 3-го порядка. В качестве «точного» решения использовались резуль-
таты расчётов по методу Верле с шагом по времени, равным ℎ/10.

Результаты моделирования представлены на рис. 1–14.
Задача Кеплера. Явная схема.
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Рис. 1. Явная схема, схема Верле при ℎ = 0.01 и схема Верле при ℎ = 0.001
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Рис. 2. Явная схема, схема Верле при ℎ = 0.05 и схема Верле при ℎ = 0.005
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Рис. 3. Явная схема, схема Верле при ℎ = 0.1 и схема Верле при ℎ = 0.01
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Рис. 4. Явная схема, схема Верле при ℎ = 0.2 и схема Верле при ℎ = 0.02

Как показывают численные эксперименты, при величинах шага по времени
до ℎ = 0.1 включительно схема Верле и явная схема третьего порядка очень
близки и по расчётным фазовым траекториям и по значениям гамильтониана на
всем интервале интегрирования (рис. 1–3). Начиная с величины шага ℎ = 0.2
схема Верле оказалась более устойчивой, хотя и менее точной по сравнению c
явной схемой третьего порядка. Кроме того, начиная примерно с 500-го шага она
становится неустойчивой (рис. 4) по шагу интегрирования. Задача Кеплера.
Неявная схема.
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Рис. 5. Неявная схема, схема Верле при ℎ = 0.01 и схема Верле при ℎ = 0.001
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Рис. 6. Неявная схема, схема Верле при ℎ = 0.05 и схема Верле при ℎ = 0.005
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Рис. 7. Неявная схема, схема Верле при ℎ = 0.1 и схема Верле при ℎ = 0.01
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Рис. 8. Неявная схема, схема Верле при ℎ = 0.2 и схема Верле при ℎ = 0.02

Аналогично численным экспериментам с явной схемой третьего порядка, в
случае неявной схемы, при величинах шага по времени до ℎ = 0.1 включительно,
схема Верле и неявная схема третьего порядка очень близки и по расчётным фазо-
вым траекториям и по значениям гамильтониана на всем интервале интегрирова-
ния (рис. 5–7). Начиная с величины шага ℎ = 0.2 схема Верле снова оказывается
более устойчивой по сравнению c неявной схемой третьего порядка, однако при-
мерно с 250-го шага становится неустойчивой по шагу интегрирования (рис. 8).

Задача Кеплера. Симметричная схема.
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Рис. 9. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.01 и схема Верле при
ℎ = 0.001
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Рис. 10. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.05 и схема Верле при
ℎ = 0.005
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Рис. 11. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.1 и схема Верле при
ℎ = 0.01
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Рис. 12. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.2 и схема Верле при
ℎ = 0.02

Совсем иная картина открывается при сравнении результатов расчётов с ис-
пользованием симметричной симплектической численной схемы третьего поряд-
ка. Вплоть до величины шага численного интегрирования по времени ℎ = 0.2
включительно симметричная симплектическая схема третьего порядка существен-
но более точна по расчётным фазовым траекториям и по отклонениям значений



56 Вестник РУДН. СерияМатематика. Информатика. Физика. № 1, 2016. С. 41–58

гамильтониана от начального значения на всем интервале интегрирования (рис.
9–12).

Задача Кеплера. Симметричная схема. 𝑇 = 5000.
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Рис. 13. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.2 и схема Верле при
ℎ = 0.02
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Рис. 14. Количество итераций метода
Ньютона на каждом шаге по времени

при 𝜖 = 10−10

И, наконец, в численных расчётах, которые проводились на бо́льшем интерва-
ле эволюции системы 𝑇 = 5000, симметричная симплектическая численная схема
третьего порядка продемонстрировала существенно большую точность и устойчи-
вость при величине шага ℎ = 0.2. При этом схема Верле становится неустойчивой
уже начиная с интервалов порядка 𝑇 = 4000 (рис. 13). При это вычислительные
затраты в методе Ньютона при вычислениях для неявной части симметричной
схемы не превышают 3 итераций при точности вычислений 𝜖 = 10−10 (рис. 14).
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8. Заключение
1. Предложен подход к построению симметричных симплектических численных

схем интегрирования уравнений движения метода молекулярной динамики
в гамильтоновой формулировке.

2. Описан алгоритм получения симметричных симплектических разностных
схем заданного порядка аппроксимации с использованием аппарата произ-
водящих функций.

3. Приведены симметричные симплектические разностные схемы до 4-го поряд-
ка аппроксимации включительно. Схемы более высокого порядка аппрокси-
мации требуют более сложного вывода и в дальнейшем могут быть получены
с использованием аналитических вычислений.

4. Проведены численные эксперименты, показавшие, что полученные на основе
разработанного подхода разностные схемы третьего порядка аппроксимации
сохраняют устойчивость для достаточно больших значений шага и интервала
интегрирования в отличие от метода Верле. Они с более высокой точностью
сохраняют гамильтониан системы на всем интервале интегрирования.
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A Procedure for Constructing Simplectic Numerical Schemes

for Solving of Hamiltonian Systems of Equations
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Numerical schemes which is used for solving of many-particle dynamics systems of equations
can have restrictions on a step and an interval of integration because if its increase the
numerical schemes became unstable and don’t conserve existing integrals of motion. As a
result when we simulate many-particle system behavior on the sufficiently large time interval
we should decrease an integration step which leads to considerable increasing of computation
quantity. In this paper a new procedure for constructing simplectic numerical schemes for
solving of Hamiltonian systems of equations is proposed. A method for symmetrization of
received simplectics numerical schemes is proposed too. Constructed by proposed in the
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paper procedure numerical schemes conserve energy of a system on the large interval of
numerical integration for relatively large integration step in comparison with Verlet method
which is usually used for solving of equations of motion in molecular dynamics. Results of
numerical experiments are given in the paper. These results show main advantages of received
symmetric simplectic numerical schemes of third order of accuracy for the integration step
for the Hamiltonian systems of equations in comparison with numerical schemes of Verlet
method of second order of accuracy.

Key words and phrases: Hamiltonian systems of equations, simplectic difference schem-
es, generating functions, molecular dynamics.
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