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Описывается применение метода численного функционального интегрирования при
решении задач математической физики. Приводится обзор литературы последних лет,
относящейся к вычислению функциональных интегралов в различных областях науки.
Даётся анализ современных тенденций и направлений использования функциональных
интегралов.
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1. Введение

Метод функционального (континуального) интегрирования является важным
аппаратом исследования широкого круга проблем в различных областях физи-
ки и математики [1–3]. Начало использованию функциональных интегралов и их
исследованию было положено ещё в 30-е годы в работах А.Н. Колмогорова и
Н. Винера в теории случайных процессов. В 50-е годы эта идея получила допол-
нительный стимул для развития, связанный в первую очередь с работами Р. Фей-
нмана по квантовой механике и квантовой электродинамике [4], в которых был
введён и использован знаменитый «фейнмановский интеграл по траекториям».
Концепция этого интеграла послужила основой для создания новой альтернатив-
ной формулировки квантовой механики. Идеи Фейнмана получили дальнейшее
развитие в работах М. Каца по исследованию диффузионных процессов.

Функциональное интегрирование является в настоящее время основой совре-
менной конструктивной квантовой теории поля, основным методом численного
исследования непертурбативных явлений в квантовой калибровочной теории. По-
скольку в квантовой теории поля во многих случаях отсутствует дифференциаль-
ная постановка задачи, основным методом исследования долгое время являлась
теория возмущений. Однако, как оказалось, ряд явлений не может быть описан в
рамках этого подхода (например, сильные взаимодействия, а также так называ-
емые непертурбативные эффекты). Существующий также метод квазиклассиче-
ского приближения не учитывает специфические квантовые эффекты и не даёт
возможности исследования широкого круга интересных физических явлений. В
связи с этим метод приближённого континуального интегрирования в этих слу-
чаях приобретает особенно важное значение.

Континуальные интегралы находят широкое применение в квантовой механи-
ке, теории поля, статистической физике, физике атомного ядра, физике твёрдого
тела, квантовой статистике, теории сверхпроводимости, квантовой оптике, ста-
тистической радиотехнике, радиационной физике частиц высоких энергий и во
многих других областях [5].

Широкое применение функциональных интегралов стимулировало развитие
их теории и методов приближённого вычисления. Поскольку «мера Фейнмана»
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не удовлетворяет условию счётной аддитивности, т.е. не является мерой в мате-
матически строгом смысле, возникло множество различных подходов к фейнма-
новским интегралам, обосновывавших их конструкцию и предлагавших соответ-
ствующие способы их приближённого вычисления. Одним из путей преодоления
указанной трудности является переход к евклидовой метрике и постановка задачи
на мнимой оси времени. Долгое время наиболее изученными являлись винеров-
ские интегралы, связанные с фейнмановскими операциями перехода к мнимому
времени, однако в последнее время большое внимание уделяется их обобщению,
а также исследованию функциональных интегралов по другим мерам в соответ-
ствующих пространствах [6, 7].

Для функциональных интегралов по мерам гауссового типа в полных сепа-
рабельных метрических пространствах нами был разработан метод приближён-
ного вычисления, не требующий предварительной дискретизации пространства и
позволяющий использовать детерминированные (в отличие от вероятностных —
методов Монте–Карло) алгоритмы расчётов [8]. В данной работе даётся обзор
ряда направлений использования функциональных интегралов для численного
решения задач физики.

2. Области применения функциональных
интегралов

Методу функционального интегрирования и его использованию в различных
областях науки посвящена серия регулярно проводимых международных конфе-
ренций с общим названием «Path Integrals», в том числе состоявшихся в Тутцинге,
Германия, 1992; Дубне, Россия, 1996; Флоренции, Италия, 1998; Антверпене, Бель-
гия, 2002; Праге, Чехия, 2005; Дрездене, Германия, 2007. В последней их них —
International Conference Path Integrals — New Trends and Perspectives, Dresden,
September 23–28, 2007 [9] обозначены различные области применения функцио-
нальных интегралов. Среди представленных там докладов можно выделить ряд
направлений, некоторые из которых перечислены ниже:

1. Квантовая и статистическая физика:
– Adriaan Schakel, Spacetime Approach to Phase Transitions.

(Фейнмановский подход в квантовой механике на основе суммирова-
ния вкладов траекторий применён для исследования фазовых перехо-
дов. Критические экспоненты определяются фрактальной структурой
траекторий, которые моделируются непосредственно. Представлены ре-
зультаты моделирования с помощью метода Монте–Карло. Обсуждается
также возможность применения метода для описания перехода к декон-
файнменту в компактной абелевой модели Хиггса);

– Frank Lee, Path Integrals in Lattice Quantum Chromodynamics.
(Обсуждается использование функциональных интегралов для иссле-
дования процессов сильных взаимодействий. Функциональные интегра-
лы вычисляются с помощью метода Монте–Карло на пространственно-
временной решётке. Приводятся результаты расчёта спектра масс и маг-
нитных моментов адронов);

– David Ceperley, Imaginary Time Path Integral Calculations of Supersolid
Helium.
(В рамках формализма интегралов по траекториям в евклидовой мет-
рике (мнимое время) исследуются процессы кристаллизации и явление
сверхтекучести в жидком гелии. Отмечается, что функциональные инте-
гралы представляют взаимосвязь между квантовыми системами и клас-
сической статистической механикой, позволяющую исследовать Бозе-
конденсацию статистическими методами, в частности, определить, яв-
ляются ли флуктуирующие квантовые кристаллы изоляторами или ме-
таллами. Методом функционального интегрирования с использованием
монте–карловского моделирования исследуются свойства конденсации и
сверхтекучести);

– Peter Nielaba, Phase Transitions and Quantum Effects in Model Colloids
and Nanostructures.
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(Исследуются фазовые переходы в коллоидных моделях во внешних
периодических потенциалах. Квантовые эффекты моделируются с по-
мощью функциональных интегралов, вычисляемых методом Монте–
Карло. В области наноструктур представлены результаты исследования
взаимодействия атомных кластеров, эффекта процессов растяжения в
гистограмме проводимости нанопроводников, эффекта геометрического
конфайнмента на стенках магнитных доменов);

– Akira Inomata, Path Integration in the Field of a Topological Defect: the
Case of Disclination.
(Исследуются свойства вещества в области дефектов, моделируется по-
ведение частицы вблизи дисклинации, т.е. смещения с поворотом в твёр-
дых телах);

– Virulh Sa-yakanit, Path Integral Derivation of Lifshitz Tails.
(С помощью фейнмановских интегралов исследуется асимптотика энер-
гии связи частиц в зависимости от объёма в применении к теории полу-
проводников);

– Hajo Leschke, Diamagnetic Monotonicities, Lifshitz Tails and Anisotropic
Transport in a Random Magnetic Field.
(С помощью винеровских интегралов на основе формулы Фейнмана–
Каца исследуются магнитные свойства вещества и поведение заряжен-
ных частиц в неоднородных магнитных полях);

– Jozsef Lorinczi, Rigorous Functional Integration with Applications to
Nelson’s and the Pauli–Fierz Model.
(Рассматриваются функциональные интегралы с введением меры на
пространстве траекторий для различных гамильтонианов взаимодей-
ствия. Исследуются меры для процессов Винера, Орнштейна–Уленбека
и другие. Доказываются теоремы о мерах типа Гаусса и Гиббса. Рас-
сматривается квантование в пространстве Фока и в евклидовом про-
странстве. Исследуются инфракрасные и ультрафиолетовые расходимо-
сти и рассматриваются регуляризованные и перенормированные функ-
циональные интегралы);

– Juraj Bohacik, Gelfand–Yaglom Equation for Wiener Functional Integral
with Fourth Order Term.
(Приводится вывод уравнения типа Гельфанда–Яглома для винеровских
интегралов в случае наличия члена 𝑥4. Для ангармонического осцилля-
тора получен поправочный член к уравнению Гельфанда–Яглома для
гармонического осциллятора, описывается его вычисление).

2. Физика конденсированного состояния:
– Robert Graham and Axel Pelster, Functional Integral Approach to

Disordered Bosons in Traps.
(Исследуются термодинамические свойства бозонных систем в примене-
нии к различным физическим объектам: сверхтекучий гелий, лазеры,
частицы в магнитном поле и др.);

– Hermann Grabert, Decay of Metastable Systems Driven by Non-Gaussian
Noise.
(В рамках формализма интегралов по траекториям исследуется влия-
ние негауссового шума в электронных наноструктурах. Рассматривают-
ся как классические переходы в джосефсоновских контактах, так и чисто
квантовые, происходящие на основе туннелирования из метастабильного
состояния);

– Ulrich Weiss, Full Counting Statistics in Dissipative Quantum Transport:
Recent Achievements.
(На основе метода интегрирования по траекториям и неравновесной дис-
сипативной квантовой механики исследована передача заряда через по-
тенциальные барьеры в различных системах, в том числе в джосеф-
соновских переходах, в когерентных проводниках, при туннелировании
заряженных частиц в квантовых системах с неоднородными примесями);

– F. Brosens, Answers and Questions on Path Integrals for Superconductivity
in a Wedge.



78 Лобанов Ю.Ю.

(Метод функционального интегрирования применяется для исследова-
ния сверхпроводимости. Уравнение Гинзбурга–Ландау рассматривается
аналогично уравнению Шрёдингера, но условие наличия токов на гра-
нице создаёт отличие в формулировке задачи в терминах интегралов по
траекториям);

– J.T Devreese and J. Tempere, Path Integral Description of Cooper Pairing
in Imbalanced Gases.
(С помощью интегралов по траекториям исследуются процессы образо-
вания пара в сверххолодных газах. В случае дисбаланса популяции обра-
зование пар подавляется, что приводит к возникновению свойств сверх-
текучести и сверхпроводимости. Результаты, полученные с помощью
метода функционального интегрирования, находятся в соответствии с
недавними экспериментами);

– Klaus Ziegler, Oleksandr Fialko and Cenap Ates, Functional Integration in
Many-body Systems: Application to Ultracold Gases.
(Рассматривается вычисление функциональных интегралов в евклидо-
вой метрике (мнимое время) для многочастичных систем. Для нахож-
дения функции Грина используется метод Монте–Карло. Исследуется
ультрахолодный Бозе-газ на оптической решётке путём анализа процес-
са туннелирования частиц в потенциале с периодической структурой.
Учитывается конкуренция между термальными и квантовыми флукту-
ациями в связи с излучением лазера).

3. Теория гравитации:
– Claus Kiefer, Path Integrals in Quantum Gravity — General Concepts and

Recent Developments.
(Даётся обзор современного состояния исследований с применением
функциональных интегралов в квантовой теории гравитации);

– John R. Klauder, Functional Integrals in Affine Quantum Gravity.
(Исследуются математические основы функциональных интегралов в
теории квантовой гравитации. Рассматриваются методы, сохраняющие
положительность метрики. Обсуждается исследование гравитационных
аномалий с использованием метода проектирующих операторов. Фор-
мализм функционального интегрирования дополняется процедурой пе-
ренормировки с непрерывным временем (без его дискретизации);

– Daniel Grumiller, Breakdown and Restoration of Classical Approximation in
Black Hole Path Integrals.
(С помощью интегралов по траекториям в евклидовой метрике исследу-
ются термодинамические характеристики чёрной дыры);

– Gunter Wunner, Quantum Monte–Carlo Studies of the Ground States of
Heavy Atoms in Neutron Star Magnetic Fields.
(С помощью метода Монте–Карло вычисляются энергии основного со-
стояния тяжёлых атомов в магнитных полях, соответствующих нейтрон-
ным звёздам, что мотивировано недавними открытиями свойств тер-
мальных спектров нейтронных звёзд);

– Z. Haba, Quantum Fields Near the Horizon and at the Singularity.
(Евклидова версия 𝐷+ 1 — мерного множества с раздвоенным горизон-
том Киллинга аппроксимируется произведением двумерного простран-
ства Риндлера и 𝐷 − 1 — мерного риманова множества 𝑀 . Исследуется
поведение функций Грина в области горизонта и их размерная редук-
ция. Показано, что если множество 𝑀 компактно, то теория поля на
множестве с горизонтом может быть аппроксимирована двумерной ев-
клидовой теорией поля. Описывается метод функционального интегри-
рования в евклидовой метрике в применении к квантовой теории поля
на искривлённом пространстве).

4. Спиновые модели:
– Ruggero Vaia, Environmental Effects on the Thermodynamics of Quantum

Spin Systems.
(В рамках формализма интегралов по траекториям исследуется влияние
квантовых эффектов благодаря взаимодействию системы с окружающей
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средой. Рассматривается изменение матрицы плотности вследствие теп-
лообмена между спиновыми возбуждениями и фононными степенями
свободы. Исследованы магнитные фазовые переходы, учитывающие это
изменение);

– Alessandro Cuccoli, Thermodynamics of Quantum 2D Heisenberg Magnets
with Intermediate Spin.
(С помощью метода функционального интегрирования для спиновых мо-
делей на решётке применяется чисто квантовая аппроксимация спино-
вых волн, что позволяет преобразовать исходную квантовую задачу в
классическую, формулируемую на языке эффективного классического
спинового гамильтониана. Отмечается, что этот подход особенно важен
при исследовании термодинамических характеристик систем, которые
вызывают затруднения для других методов, как численных, так и анали-
тических. Метод успешно использован, чтобы заполнить пробел между
предсказаниями теоретико-полевого подхода и полуклассических и экс-
периментальных результатов 2D анизотропных антиферромагнетиков, в
том числе во внешних магнитных полях);

– Rainer Bischof, Quantum Monte Carlo Investigation of Quantum Phase
Transitions of Mixed Heisenberg Spin Chains.
(С помощью метода Монте–Карло исследуются квантовые фазовые пе-
реходы при низких температурах в антиферромагнитных гейзенбергов-
ских спиновых цепочках, содержащих два различных набора спинов. Пе-
реходы между качественно различными основными состояниями (кван-
товыми фазами) характеризуются параметром 𝛼, являющимся относи-
тельной связью между параллельными и антипараллельными спинами.
Вычислены критические значения 𝛼, критические экспоненты и корре-
ляционные длины);

– Boris Shalaev, The Critical Behavior of the Random Ising Ferromagnets.
(Исследуются свойства 𝑑-мерной униаксиальной ферромагнитной систе-
мы вблизи критической точки. Получены температурные зависимости
некоторых термодинамических величин, поведение двухспиновой корре-
ляционной функции на больших расстояниях и уравнение состояния в
критической точке, а также разложение в ряд критической экспоненты);

– Cyril Malyshev, Functional Integration, Spin Correlation Functions of the
Heisenberg Chain and Random Walks.
(Разработан метод расчёта корреляционных функций спиновых опера-
торов в𝑋𝑌 цепочке Гейзенберга на основе вычисления функциональных
интегралов с мнимым временем. Используется регуляризация с исполь-
зованием обобщённой дзета-функции. Рассмотрены зависящие от вре-
мени корреляционные функции 𝑋𝑌 цепочки; исследована асимптотика
корреляционных функций).

5. Стохастические дифференциальные уравнения:
– Dirk Homeier, Path Integral Formulation of Stochastic Differential

Equations.
(Даётся обзор задач, приводящих к формулировке стохастических диф-
ференциальных уравнений с помощью функциональных интегралов (ин-
тегралов по траекториям). Наиболее подробно рассматривается уравне-
ние Бургера, которое может рассматриваться как описание турбулент-
ной гидродинамики. Представлены результаты расчётов, полученные с
использованием метода Монте–Карло).

6. Биофизика:
– Christopher Bernido, Investigations of Biopolymer Conformations Using the

Path Integral Method.
(С помощью метода интегралов по траекториям исследуется общая
структура и морфология биополимеров, в частности кодировка инфор-
мации о трёхмерной структуре в одномерной цепочке на основе модули-
рующей функции. Моделируются различные экспериментально наблю-
даемые свойства биополимеров);
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– Michael Bachmann, Statistical Conformation Mechanics of Protein Folding,
Aggregation and Adsorption Transitions.
(Компьютерное моделирование структуры белка, взаимодействия его
молекул с мембранами и адсорбция в различных веществах);

– Erwin Frey, Conformations of Semiflexible Polymers.
(Исследуется структура и форма полимеров, моделируются корреляци-
онные функции и функции распределения вероятностей, изучается влия-
ние граничных условий и точечных возмущений. Результаты могут при-
меняться для исследования структуры ДНК);

– Klaus Kroy, Wormlike Chains in Disordered and Glassy Environments.
(В рамках модели нитевидной макромолекулы исследуются свойства
важнейших биополимеров, таких как ДНК, F-актин (белок мышечных
волокон) и др.);

– David Nelson, Neutral Mutations, Path Integrals and Gene Surfing in
Microorganisms.
(Обсуждается применение интегралов по траекториям и уравнения
Фоккера–Планка для исследования генетических изменений и генети-
ки популяций. Представлены результаты, полученные для бактерии и
для дрожжевой закваски в качестве модельных систем);

– Vladimir Nesterenko, Path Integral for Helical Protein Chains.
(Вводится конструкция функционального интеграла для исследования
внутренней энергии белковой цепочки. Изучается зависимость плотно-
сти энергии от кривизны центральной линии молекулы белка. Опреде-
ляется выделение энергии при изменении формы от прямолинейной до
спиралевидной);

– Nils Becker, DNA Shape as a Brownian Path on the Euclidean Group.
(Исследуется структура ДНК на основе моделирования непрерывного
стохастического процесса с полным набором трансляционных и враща-
тельных степеней свободы. Характеристики процесса определяются с по-
мощью функциональных интегралов на евклидовой группе 𝑆𝐸(3).

Одной из важных областей применения функциональных интегралов остаётся
квантовая механика и квантовая теория поля [10]. Среди областей теории поля,
где вопросы меры функционального интегрирования разработаны наиболее глу-
боко, важную роль играет двумерная евклидова теория поля с полиномиальными
взаимодействиями бозонных полей. В рамках 𝑃 (𝜙)2-модели могут быть исследо-
ваны, в частности, такие процессы, как фазовые переходы, критические явления,
взаимодействие частиц, рассеяние и связанные состояния (см. [10]).

Интеграл по обобщённой мере Винера в пространстве непрерывных функций
двух переменных даёт возможность выразить решение задач Коши, Гурса некото-
рых дифференциальных уравнений гиперболического типа, систем дифференци-
альных уравнений гиперболического типа, а также ряда интегральных уравнений
и систем интегральных уравнений [11]. Использование функциональных интегра-
лов для решения абстрактных эволюционных уравнений, включающих различные
уравнения и системы параболического, гиперболического и шрёдингеровского ти-
пов, содержится в работах Ю.Л. Далецкого и С.В. Фомина [12].

В недавно вышедшей книге [13] сформулированы основы метода функцио-
нального интегрирования и рассмотрены современные направления использова-
ния функциональных интегралов (интегралов по траекториям) в квантовой фи-
зике, в том числе в квантовой механике, квантовой теории поля, в калибровочных
теориях — квантовой электродинамике, теории Янга–Миллса, Фаддеева–Попова.
В книге также содержится обзор работ по применению функциональных инте-
гралов.

Путём перехода к евклидовой метрике с помощью поворота Вика в комплекс-
ной плоскости в работе [14] нами было получено выражение пропагатора откры-
той квантовой системы в виде двойного функционального интеграла по условной
мере Винера и проведены расчёты характеристик туннелирования квантовой ча-
стицы сквозь потенциальный барьер с диссипацией.
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В работе [15] исследуются интегралы по траекториям в квантовой механике,
разрабатывается метод их приближённого вычисления с использованием корот-
ковременного приближения. Рассматривается свободная квантовомеханическая
частица и частица во внешнем потенциале. На этих примерах обсуждается вза-
имосвязь квантовых и классических систем, встречающихся в физике высоких
энергий.

В статье [16] проведено исследование магнитной структуры вещества, вычис-
ление магнитных моментов атомов в различных магнитных сплавах на основе
метода функционального интегрирования в евклидовой метрике (мнимое время),
применяемого к системам с большим числом атомов. Рассмотрены состояния со
многими локальными минимумами, вычислены энергии основного состояния и
усреднённые магнитные моменты.

В работе [17] рассматриваются функциональные интегралы в статистической
физике. Развивается метод их вычисления на основе нахождения коротковре-
менного пропагатора. Метод используется для численного исследования процесса
Орнштейна–Уленбека и решения уравнения Фоккера–Планка.

Метод функционального интегрирования (интегрирования по траекториям)
используется в [18] для исследования процессов ценообразования и прогнозиро-
вания изменения характеристик финансовых рынков и ценных бумаг. Разрабо-
тан алгоритм вычисления интегралов по траекториям, не использующий метод
Монте–Карло и позволяющий исследовать финансовые модели на основе метода
случайного блуждания (броуновского движения), уравнений Ланжевена, шрёдин-
геровского типа уравнений и уравнения Фоккера–Планка. Для них в работе стро-
ится лагранжиан типа фейнмановского и находится распределение вероятности
путём приближённого вычисления интеграла по траекториям.

На основе метода функционального интегрирования в работе [19] исследуется
эволюция открытых систем, для описания взаимодействия с окружающей сре-
дой используется функционал влияния, предложенный Фейнманом и Верноном.
Оператор эволюции выражается при этом в виде фейнмановского интеграла по
траекториям.

В работе [20] разрабатывается метод вычисления функциональных интегралов
(интегралов по траекториям) в евклидовой метрике с помощью дискретизации
мнимой оси времени. Метод применяется для нахождения матрицы плотности
в различных моделях. Рассмотрен случай взаимодействия, зависящего от спина
частиц. В работе проведены расчёты внутренней энергии для ферромагнитного
и антиферромагнитного типов связи.

В статье [21] рассматривается приближённое вычисление интегралов Винера в
задачах квантовой механики на основе формулы Фейнмана–Каца. Разработанный
в статье метод подразумевает дискретизацию времени и последующее нахожде-
ние кратного риманова интеграла методом случайных блужданий. Метод приме-
няется для исследования систем частиц в трёх измерениях, в частности, атома
водорода с кулоновским взаимодействием, а также других квантовомеханических
моделей.

3. Заключение

Как показывает анализ литературы последних лет, метод приближённого
функционального интегрирования находит все более широкое применение в раз-
личных областях науки. В связи с этим особую актуальность приобретает разра-
ботка эффективных численных методов для функциональных интегралов путём
нахождения интегралов Лебега в метрических пространствах. Как отмечается во
многих работах, этот подход перспективен, поскольку в нем отсутствуют многие
серьёзные проблемы, которые не всегда решаются до конца при использовании ре-
шёточной дискретизации, в частности, проблема существования и единственности
континуального предела, проблема неоднозначности результатов при различных
дискретизациях, отсутствуют проблемы, связанные с возникновением метаста-
бильности и замедлением сходимости итераций при стремлении к нулю шага ре-
шётки, отсутствуют так называемые решёточные артефакты, приводящие в ряде
случаев расчёты на решётке к неверным результатам.
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Развиваемый нами в рамках этого подхода метод приближённого вычисления
функциональных интегралов даёт возможность получения математически строго
обоснованных физических результатов с заранее предсказываемой (на основании
теорем) погрешностью вычислений. Он наиболее полезен в случаях, когда суще-
ствует сильная чувствительность задачи к шагу дискретизации, например, при
исследовании сингулярностей типа фазовых переходов, при возможности нару-
шения исходной топологии пространства с введением решётки, при исследовании
систем высокой размерности (в том числе с многочастичных взаимодействием, по-
скольку в данном подходе не возникает проблемы обращения заполненных матриц
высокого порядка) и т.д. Как показывают результаты расчётов, метод, основан-
ный на полученных нами аппроксимациях, даёт возможность получения физиче-
ских результатов с хорошей точностью путём вычисления обычных (римановых)
интегралов малой кратности (на несколько порядков меньше, чем требует метод
Монте–Карло). Это преимущество может приобрести большое значение в случае
многомерных задач. Полученные результаты указывают и на то, что этот метод
хорошо работает именно в тех случаях, когда использование традиционных мето-
дов вызывает затруднение. Более подробно метод нахождения функциональных
интегралов на основе вычисления интегралов Лебега в полных сепарабельных
метрических пространствах будет рассмотрен в следующих работах.

Автор глубоко благодарен профессору Е.П. Жидкову, чья многолетняя под-
держка и участие, помощь в постановке задач и обсуждение результатов явились
основой возникновения цикла работ по приближённому вычислению функцио-
нальных интегралов.
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Application of numerical functional integration method to solving some problems of math-
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