
Математическая теория телетрафика и
сети телекоммуникаций

УДК 621.39
Анализ модели 𝑀 |𝐺|1|𝑟 с групповым поступлением и

гистерезисным управлением нагрузкой
Э. С. Сопин

Кафедра систем телекоммуникаций
Российский университет дружбы народов

ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

В статье представлены результаты исследования системы массового обслуживания ти-
па 𝑀 |𝐺|1|𝑟 с групповым поступлением заявок и гистерезисным управлением нагрузкой.
Получены соотношения для расчета стационарного распределения вероятностей систе-
мы, а также формулы для основных вероятностно-временных характеристик, представ-
ляющих интерес при анализе гистерезисного управления нагрузкой, применяющегося
для контроля перегрузок SIP-серверов в сетях сигнализации.
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1. Введение
В современных телекоммуникационных сетях для предотвращения перегрузок

крайне необходимым является использование инструментов управления нагруз-
кой. Одним из самых простых и интуитивно понятных инструментов является ме-
ханизм порогового управления длиной очереди, который был предложен рабочи-
ми группами IETF (Internet Engineering Task Force) для предотвращения перегру-
зок в сетях сигнализации на базе протокола SIP (Session Initiation Protocol) [1–4].

В статье рассматривается один из вариантов гистерезисного управления на-
грузкой с тремя порогами: порог обнаружения перегрузки 𝐻, порог снижения
перегрузки 𝐿 и порог сброса нагрузки 𝑅 (рис. 1).

Механизм работает следующим образом: при достижении длины очереди по-
рога 𝐻 система переходит в режим перегрузки, при этом интенсивность поступа-
ющего потока сообщений снижается. Чтобы режим функционирования не менял-
ся слишком часто, интенсивность поступающего потока не восстанавливается до
прежних значений сразу же, как только длина очереди снижается ниже порога
𝐻, а только тогда, когда уровень занятости буферной памяти снизится до поро-
га снижения перегрузки 𝐿. Аналогично, при достижении длины очереди порога
𝑅 поступающая нагрузка полностью сбрасывается и восстанавливается только
тогда, когда уровень занятости буфера снижается до порога 𝐻.

Для построения модели функционирования SIP-сервера необходимо также
учитывать групповой характер поступления SIP-сообщений, таких как NOTIFY,
применяющихся при предоставлении услуг присутствия [5]. В связи с этим, а так-
же с целью получения более общих результатов, опишем функционирование SIP-
сервера в терминах системы массового обслуживания типа𝑀 [𝑋]|𝐺|1|⟨𝐿,𝐻⟩|⟨𝐻,𝑅⟩.
Анализ подобных моделей без учета группового поступления заявок проведен, на-
пример в работах [6,7]. В данной статье получена система уравнений для расчета
стационарного распределения построенной модели при помощи аппарата марков-
ских процессов восстановления [8]. Кроме того, получены формулы для некото-
рых характеристик, представляющих интерес для анализа показателей качества
функционирования SIP-сервера, таких как вероятность нахождения системы в
состояниях перегрузки, среднее время пребывания в состояниях перегрузки и
сброса нагрузки и средняя длительность цикла управления.
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Рис. 1. Гистерезисное управление нагрузкой

2. Построение модели

Обозначим 𝑋(𝑡) — двумерный случайный процесс с множеством состояний 𝑆

𝑆 =

⎧⎪⎨⎪⎩(𝑗, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑗 = 0, 𝑅, 𝑠 = 0

𝑗 = 𝐿,𝑅, 𝑠 = 1

𝑗 = 𝐻 + 1, 𝑅, 𝑠 = 2

⎫⎪⎬⎪⎭
и его подмножествами 𝑆𝑖 = {(𝑗, 𝑠) ∈ 𝑆|𝑠 = 𝑖} , 𝑖 = {0, 1, 2}, где 𝑗 — число заявок
в системе, а 𝑠 — режим ее функционирования в момент времени 𝑡 ≥ 0. Заявки
поступают на прибор группами, поток групп заявок является пуассоновским с
интенсивностью 𝜆𝑠, 𝑠 = {0, 1, 2}, причем 𝜆0 > 𝜆1, 𝜆2 = 0. В каждой группе посту-
пает случайное число заявок с вероятностью 𝑙𝑖 того, что поступит ровно 𝑖 ≥ 0
заявок. Длительность обслуживания является случайной величиной с функцией
распределения 𝐵(𝑥) и средним 𝑏(1) <∞.

Пусть 𝑡1 < 𝑡2 < . . ., где 𝑡𝑛 — момент окончания обслуживания 𝑛-ой заявки.
Для упрощения анализа будем считать, что режим функционирования 𝑠 может
меняться только в моменты 𝑡𝑛, 𝑛 > 0. Тогда состояния дискретного случайного
процесса 𝑋 (𝑡𝑛 + 0) образуют вложенную цепь Маркова. Множество состояний
𝑋 (𝑡𝑛 + 0) и его подмножества описываются следующим образом:

𝑆 =

⎧⎪⎨⎪⎩(𝑗, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑗 = 0, 𝐻 − 2, 𝑠 = 0

𝑗 = 𝐿,𝑅− 2, 𝑠 = 1

𝑗 = 𝐻 + 1, 𝑅− 1, 𝑠 = 2

⎫⎪⎬⎪⎭ ;

𝑆𝑖 =
{︁
(𝑗, 𝑠) ∈ 𝑆|𝑠 = 𝑖

}︁
, 𝑖 = {0, 1, 2} .



40 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 2. 2013. С. 38–44

Обозначим стационарные распределения процессов 𝑋(𝑡) and 𝑋 (𝑡𝑛 + 0) соот-
ветственно {𝑝𝑗,𝑠} и {𝑞𝑗,𝑠}, где

𝑝𝑗,𝑠 = lim
𝑡→∞

𝑃 {𝑋(𝑡) = (𝑗, 𝑠)} ;
𝑞𝑗,𝑠 = lim

𝑛→∞
𝑃 {𝑋(𝑡𝑛 + 0) = (𝑗, 𝑠)} .

Для нахождения переходных вероятностей цепи Маркова обозначим 𝛽𝑠
𝑘 веро-

ятность того, что за время обслуживания одной заявки в режиме 𝑠 в систему
поступит 𝑘 заявок, т.е.

𝛽𝑠
𝑘 =

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑠𝑥
(𝜆𝑠𝑥)

𝑘

𝑘!
d (𝐵(𝑥)) .

Кроме того, введем 𝑙𝑘𝑖 — вероятность того, что в 𝑘 группах поступит ровно 𝑖
заявок. Нетрудно убедиться, что распределение {𝑙𝑘𝑖 } является 𝑘-кратной сверткой
распределения {𝑙𝑖}:

𝑙𝑘𝑖 =

𝑖∑︁
𝑛=0

𝑙𝑖𝑙
𝑘−1
𝑖−𝑛 .

Тогда система уравнений равновесия для распределения {𝑞𝑗,𝑠} принимает вид

𝑞𝑗,0 = 𝑞0,0

𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

𝑗−𝑖+1∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖+1𝛽
0
𝑘 +

min(𝑗+1,𝐻−2)∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖,0

𝑗−𝑖+1∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖+1𝛽
0
𝑘+

+ 𝛿𝑗,𝐿−1𝛽
0
0𝑞𝐿,1, 𝑗 = 0, 𝐻 − 2,

𝑞𝑗,1 = 𝑞0,0

𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

𝑗−𝑖+1∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖+1𝛽
0
𝑘 +

𝐻−2∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖,0

𝑗−𝑖+1∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖+1𝛽
0
𝑘+

+

min(𝑗+1,𝑅−2)∑︁
𝑖=𝐿

𝑞𝑖,1𝛽
1
𝑗−𝑖+1 + 𝛿𝑗,𝐻𝑞𝐻+1,2, 𝑗 = 𝐻 − 1, 𝑅− 2,

𝑞𝑗,1 =

𝑗+1∑︁
𝑖=𝐿

𝑞𝑖,1

𝑗−𝑖+1∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖+1𝛽
1
𝑘, 𝑗 = 𝐿,𝐻 − 2,

𝑞𝑅−1,2 = 𝑞0,0

∞∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

∞∑︁
𝑗=max(0,𝑅−𝑖)

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗 𝛽
0
𝑘 +

𝐻−2∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖,0

∞∑︁
𝑗=𝑅−𝑖

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗 𝛽
0
𝑘+

+

𝑅−2∑︁
𝑖=𝐿

𝑞𝑖,1

∞∑︁
𝑗=𝑅−𝑖

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗 𝛽
1
𝑘,

𝑞𝑗,2 = 𝑞𝑅−1,2, 𝑗 = 𝐻 + 1, 𝑅− 2,

(1)

где 𝛿𝑖,𝑗 — символ Кронеккера.

Теперь, используя распределение {𝑞𝑗,𝑠} по вложенной цепи Маркова, можно
выписать уравнения для вероятностного распределения {𝑝𝑗,𝑠} в произвольные
моменты времени процесса 𝑋(𝑡).
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𝑝0,0 = 𝐶−1 1

𝜆0
𝑞0,0,

𝑝𝑗,0 =
𝐶−1

𝜆0

{︃
𝑞0,0

𝑗∑︁
𝑖=0

𝑙𝑖

𝑗−𝑖∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖

(︃
1−

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛽0
𝑛

)︃
+

+

min(𝑗,𝐻−2)∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖,0

𝑗−𝑖∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖

(︃
1−

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛽0
𝑛

)︃⎫⎬⎭ , 𝑗 = 1, 𝑅− 1,

𝑝𝑅,0 =
𝐶−1

𝜆0

⎧⎨⎩𝑞0,0
∞∑︁
𝑖=0

𝑙𝑖

∞∑︁
𝑗=max(0,𝑅−𝑖)

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗

(︃
1−

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛽0
𝑛

)︃
+

+

𝐻−2∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖,0

∞∑︁
𝑗=𝑅−𝑖

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗

(︃
1−

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛽0
𝑛

)︃⎫⎬⎭ ,

𝑝𝑗,1 =
𝐶−1

𝜆1

min(𝑗,𝑅−2)∑︁
𝑖=𝐿

𝑞𝑖,1

𝑗−𝑖∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖

(︃
1−

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛽1
𝑛

)︃
, 𝑗 = 𝐿.𝑅− 1,

𝑝𝑅,1 =
𝐶−1

𝜆1

𝑅−2∑︁
𝑖=𝐿

𝑞𝑖,1

∞∑︁
𝑗=𝑅−𝑖

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗

(︃
1−

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛽1
𝑛

)︃
,

𝑝𝑗,2 = 𝐶−1𝑏(1)𝑞𝑅−1,2, 𝑗 = 𝐻 + 1, 𝑅,

(2)

где 𝐶 =
(︁

1
𝜆0

+ 𝑏(1)
)︁
𝑞0,0 + 𝑏(1) (1− 𝑞0,0) = 𝑏(1) + 1

𝜆0
𝑞0,0.

3. Анализ вероятностно-временных характеристик
Теперь мы можем найти вероятность нахождения системы в режиме перегруз-

ки суммированием соответствующих вероятностей распределения {𝑝𝑗,𝑠}.

𝑃 (𝑆1) =
∑︁

(𝑗,𝑠)∈𝑆1

𝑝𝑗,𝑠 =

𝑅∑︁
𝑗=𝐿

𝑝𝑗,1 = 𝐶−1𝑏(1)
𝑅−2∑︁
𝑗=𝐿

𝑞𝑗,1. (3)

Аналогично вычисляется вероятность нахождения системы в режиме сброса
нагрузки.

𝑃 (𝑆2) =
∑︁

(𝑗,𝑠)∈𝑆2

𝑝𝑗,𝑠 =
𝑅∑︁

𝑗=𝐻+1

𝑝𝑗,2 = 𝐶−1𝑏(1)
𝑅−1∑︁

𝑗=𝐻+1

𝑞𝑗,2. (4)

Найдем теперь среднее время 𝜏12 пребывания системы в множестве состояний
перегрузки и сброса нагрузки. Пусть P0 — матрица переходных вероятностей
цепи Маркова 𝑋(𝑡𝑛 + 0) на подмножестве 𝑆0 размерности (𝐻 − 1)× (𝐻 − 1).

(P0)𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑗+1∑︀
𝑖=1

𝑙𝑖
𝑗−𝑖+1∑︀
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖+1𝛽
0
𝑘, 𝑖 = 0, 𝑗 = 0, 𝐻 − 2;

𝑗−𝑖+1∑︀
𝑘=0

𝑙𝑘𝑗−𝑖+1𝛽
0
𝑘, 𝑖 = 1, 𝐻 − 2, 𝑗 = 𝑖− 1, 𝐻 − 2;

0, 𝑗 < 𝑖− 1.
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Рассмотрим поведение процесса 𝑋(𝑡𝑛 + 0) в подмножестве состояний 𝑆0. Вы-
ходя из подпространства 𝑆1 в 𝑆0, система всегда попадает в состояние (𝐿− 1, 0),
поэтому начальное распределение в подпространстве 𝑆0 можно выразить век-

тором e𝐿
𝑇 =

⎛⎝0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝐿−1

, 1, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝐻−𝐿−1

⎞⎠. Пусть также a𝑇 = (𝑎0, . . . , 𝑎𝐻−2), где 𝑎𝑖 =

1 −
𝐻−2∑︀
𝑗=0

(P0)𝑖𝑗 — вероятность того, что система, находясь в состоянии (𝑖, 0), вый-

дет из подпространства 𝑆0 на следующем шаге цепи Маркова. Тогда e𝐿
𝑇P0

𝑛a
— вероятность того, что система выйдет из подмножества 𝑆0 ровно через 𝑛 + 1
шагов процесса 𝑋(𝑡𝑛 + 0), а среднее число шагов 𝜏0 имеет вид

𝜏0 =

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)e𝐿
𝑇P0

𝑛a = e𝐿
𝑇 (I− 𝑃0)

−1
1. (5)

Чтобы получить среднее время 𝜏0 нахождения процесса 𝑋(𝑡) в подмножестве
𝑆0, необходимо домножить выражение (5) на среднюю длительность одного шага
цепи Маркова 𝑋(𝑡𝑛 + 0) в подмножестве состояний 𝑆0, в результате

𝜏0 =

(︂
𝑏(1) +

1

𝜆0

𝑞0,0

𝑃 (𝑆0)

)︂
e𝐿

𝑇 (I− 𝑃0)
−1

1. (6)

Поскольку в стационарном режиме система входит и выходит из подмножества
состояний 𝑆0 одинаковое число раз, тогда 𝜏12 — среднее время пребывания в
подмножестве 𝑆1 ∪ 𝑆2 определяем по формуле

𝜏12 = 𝜏0
𝑃 (𝑆1 ∪ 𝑆2)

𝑃 (𝑆0)
. (7)

Теперь из формул (6) и (7) легко найти среднюю длительность 𝜏 цикла управ-
ления:

𝜏 = 𝜏0 + 𝜏12. (8)

4. Численный анализ

На основании полученных в [9] параметров гистерезисного управления нагруз-
кой был проведен численный анализ характеристик 𝜏 и 𝜏12. В нашем примере ис-
пользовались следующие величины порогов: 𝐿 = 73, 𝐻 = 84, 𝑅 = 100, а время
обслуживания заявок детерминировано и равно 5 мс.

На рис. 2 представлен график зависимости среднего времени нахождения в
режиме перегрузки 𝜏12 и средней длительности цикла управления 𝜏 в зависимости
от интенсивности нагрузки в случае без группового поступления.

На рис. 3 представлен аналогичный график для случая группового поступле-
ния заявок, количество заявок в группе имеет геометрическое распределение с
параметром 0,5.

Из графиков видно, что при небольших 𝜌 < 1, 3 длительность цикла управле-
ния в большей степени зависит от времени нахождения системы в режиме нор-
мального функционирования, но с ростом нагрузки доля времени в режиме пере-
грузки значительно возрастает. Стоит отметить также, что при небольших пере-
грузках (𝜌 < 1, 5) исследуемые характеристики для систем с групповым поступле-
нием заявок или без практически совпадают, однако при увеличении перегрузки
разница становится существенной.
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Рис. 2. Характеристики гистерезисного управления для систем с
ординарным потоком

0

0 ,2

0 ,4

0 ,6

0 ,8

1

1 ,2

1 ,4

1 ,1 1 ,2 1 ,3 1 ,4 1 ,5 1 ,6 1 ,7 1 ,8 1 ,9 2

t_ b

t 1 2 _ b



1 2




,t c

Рис. 3. Характеристики гистерезисного управления для систем с групповым
поступлением заявок

5. Заключение

В статье для анализа показателей качества функционирования SIP-сервера
построена модель типа 𝑀 |𝐺|1 с гистерезисным управлением и групповым поступ-
лением заявок. На основании модели были выписаны системы уравнений, позво-
ляющие вычислять стационарное распределение вероятностей системы, получены
формулы основных вероятностно-временных характеристик: вероятности нахож-
дения в режиме перегрузки и режиме сброса нагрузки, среднее время возврата
из режима перегрузки и средняя длительность цикла управления. Проведенный
численный анализ позволяет утверждать, что групповое поступление заявок яв-
ляется существенным фактором, влияющим на характеристики гистерезисного
управления нагрузкой и, следовательно, должно учитываться при построении бо-
лее точных моделей.
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The paper presents 𝑀 |𝐺|1|𝑟 queuing system analysis with batch arrival and hysteretic
load control. We provide a system of equations for steady-state probability distribution and
derive formulas for system characteristics that are of interest considering hysteretic load
control mechanism in SIP-based signalling networks

Key words and phrases: queuing system, batch arrival, hysteretic load control, SIP
server.




