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1. Введение. Постановка задачи
Работа посвящена изучению квазилинейного дифференциально-разностного

оператора с частными производными. Разработка вариационного метода иссле-
дования дифференциального уравнения 𝑁(𝑢) = 𝑓 тесно связана с обратной за-
дачей вариационного исчисления (ОЗВИ) и исследованием решения этой обрат-
ной задачи в смысле отыскания функционалов 𝐹 [𝑢], содержащих производные
от неизвестной функции 𝑢 меньшего порядка, чем уравнение 𝑁(𝑢) − 𝑓 = 0 и та-
ких, что множество решений исследуемого уравнения совпадает с множеством
критических точек построенных функционалов.

Однако все преимущества вариационных принципов в течение длительного
времени удавалось использовать лишь для узкого класса потенциальных опера-
торов.

Существует потребность в получении вариационных принципов для новых
классов операторов.

Задачи, допускающие вариационную формулировку, позволяют существенно
ослабить математические ограничения, накладываемые на искомые решения, а
также использовать эффективные методы для исследования их свойств.

В случае непотенциальности заданного оператора можно рассматривать зада-
чу об отыскании вариационного множителя [1].

Наиболее привлекательным классом функционалов — решений ОЗВИ для
дифференциальных уравнений является класс функционалов Эйлера. Исследова-
ние проблемы построения искомых функционалов начинается с проверки выпол-
нения условий потенциальности соответствующих операторов. Для дифферен-
циальных уравнений без отклонения аргументов имеются эффективные методы,
позволяющие проверять потенциальность соответствующих операторов [2].

В плане дифференциально-разностных операторов обратные задачи вариаци-
онного исчисления почти не рассматриваются, но рассматриваются смешанные
задачи для параболического дифференциально-разностного уравнения, хотя пря-
мые задачи вариационного [3, 4] исследуются на потенциальности дифференци-
ально-разностные операторы [5–7] и др.

Пусть задано операторное уравнение [8]:

𝑁(𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁),
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где 𝑁 : 𝐷(𝑁) ⊆ 𝑈 → 𝑉 , 𝑈, 𝑉 — линейные нормированные пространства над полем
действительных чисел R.

Будем предполагать, что в каждой точке 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁) существует производная
Гато 𝑁 ′

𝑢 так, что 𝛿𝑁(𝑢, ℎ) = 𝑁 ′
𝑢ℎ.

Пусть на 𝑉 × 𝑈 задана билинейная форма ⟨·, ·⟩ : 𝑉 × 𝑈 → 𝑅

⟨𝑢, 𝑣⟩ =
∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥. (1)

Как известно [2], оператор 𝑁 называется потенциальным относительно за-
данной билинейной формы ⟨·, ·⟩, если существует функционал 𝐹𝑁 [𝑢] : 𝐷(𝐹𝑁 ) ≡
𝐷(𝑁) → 𝑅, такой, что 𝛿𝐹𝑁 (𝑢, ℎ) = ⟨𝑁(𝑢), ℎ⟩ ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢).
В дальнейшем нам понадобится критерий потенциальности вида

⟨𝑁 ′
𝑢ℎ, 𝑔⟩ = ⟨ℎ,𝑁 ′

𝑢𝑔⟩ ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢). (2)

Рассматривается оператор 𝑁 дифференциально-разностного уравнения вида

𝑁(𝑢) ≡
1∑︁

𝜆=−1

𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+ 𝑓(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)) = 0, (3)

где (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = Ω × (𝑡1, 𝑡2); 𝑡2 − 𝑡1 > 2𝜏 ; 𝑢 — неизвестная функция; 𝑎𝜆(𝑥, 𝑡) ∈
𝐶0,2

𝑥,𝑡 (𝑄), 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,0
𝑥,𝑡 (𝑄),∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Зададим область определения оператора 𝑁

𝐷(𝑁) =

{︂
𝑢 ∈ 𝑈 = 𝐶2,2

𝑥,𝑡 (Ω× [𝑡0 − 𝜏, 𝑡1 + 𝜏 ]) :
𝜕𝑘𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
= 𝜙1𝑘(𝑥, 𝑡),

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐸1 = Ω× [𝑡0 − 𝜏, 𝑡0],
𝜕𝑘𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
= 𝜙2𝑘(𝑥, 𝑡),

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐸2 = Ω× [𝑡1, 𝑡1 + 𝜏 ],
𝜕𝜈𝑢

𝜕𝑥𝜈

⃒⃒⃒⃒
Γ𝜏

= 𝜓𝜈 , 𝜈 = 0, 1

}︃
, (4)

где Ω ⊂ R𝑛, Γ𝜏 = 𝜕Ω× (𝑡0− 𝜏, 𝑡1+ 𝜏), 𝜙10, 𝜙20, 𝜓𝜈 — заданные достаточно гладкие
функции, 𝜙𝑗𝑘 =

𝜕𝑘𝜙𝑗0

𝜕𝑡𝑘
, (𝑗 = 1, 2; 𝑘 = 0, 1).

По повторяющимся индексам сомножителей, находящимся на разных уровнях,
подразумевается суммирование.

Сформулируем решаемые в данной работе задачи:
1) исследовать потенциальность 𝑁 уравнения (3) на множестве 𝐷(𝑁) (4) относи-

тельно билинейной формы (1);
2) в случае потенциальности построить для оператора 𝑁 уравнения (3) соответ-

ствующий вариационный принцип;
3) исследовать задачу о существовании вариационного множителя для оператора

𝑁 уравнения (3) в случае его непотенциальности.

2. Исследование на потенциальность оператора 𝑁
уравнения (3)

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. Оператор 𝑁 из (3) является потенциальным на множестве
𝐷(𝑁) (4) относительно билинейной формы (1) тогда и только тогда, когда 𝑎𝜆,
𝑏𝑖𝑗𝜆 удовлетворяют условиям и функция 𝑓 имеет следующую структуру:

𝑎𝜆(𝑥, 𝑡) = 𝑎−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡) = 𝑏𝑖𝑗−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) ∀𝜆 = −1, 0, 1,

𝐼𝜆𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥𝑗 , 𝑢𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥𝑗 , 𝑢𝑡),

𝐼𝜆𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥𝑗 , 𝑢𝑡) =
𝜕𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)− 𝜕𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) + 𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, 𝑢),

где 𝜓 — произвольная гладкая функция, 𝐼𝜆𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏).

Доказательство. Имеем

𝑁 ′
𝑢ℎ =

1∑︁
𝜆=−1

𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)
𝜕2ℎ

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+

{︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢
ℎ+

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡

}︂
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. (5)

Из (1) и (5) получаем

⟨𝑁 ′
𝑢ℎ, 𝑔⟩ =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︃
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕2ℎ

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+

{︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢
ℎ+

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡

}︂
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

}︃
𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥

∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. (6)

Далее раскроем скобки в (6) и обозначим слагаемые соответственно

𝐼1 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)
𝜕2ℎ

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼2 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)
𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼3 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼4 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,
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𝐼5 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝜕𝑓

𝜕𝑢
ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥.

Интегрируя по частям и учитывая, что допустимые функции ℎ и 𝑔 на гра-
нице области обращаются в ноль, и в силу области определения оператора 𝑁
выполнено

𝑡0∫︁
𝑡0−𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡 =

𝑡1+𝜏∫︁
𝑡1

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡 = 0,

𝑡1∫︁
𝑡1−𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡− 𝜏)d𝑡 =

𝑡0+𝜏∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜏)d𝑡 = 0 ∀𝑥 ∈ Ω,

(7)
из 𝐼1 − 𝐼5 получаем

𝐼1 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝐷2
𝑡 (𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑔(𝑥, 𝑡))d𝑡d𝑥 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)×

×
(︂
𝜕2𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝑔(𝑥, 𝑡) + 2

𝜕𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

𝜕𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

)︂
d𝑡d𝑥.

Обозначим 𝑡′ = 𝑡+ 𝜆𝜏

𝐼1 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1+𝜆𝜏∫︁
𝑡0+𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡′)

(︂
𝜕2𝑎𝜆(𝑥, 𝑡

′ − 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
𝑔(𝑥, 𝑡′ − 𝜆𝜏)+

+ 2
𝜕𝑎𝜆(𝑥, 𝑡

′ − 𝜆𝜏)

𝜕𝑡

𝜕𝑔(𝑥, 𝑡′ − 𝜆𝜏)

𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡′ − 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡

′ − 𝜆𝜏)

)︂
d𝑡d𝑥.

Сделаем замену 𝑡′ = 𝑡 и в силу условия (7) в последнем интеграле можно
вернуться к первоначальным пределам интегрирования. В результате получаем

𝐼1 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕2𝑎𝜆(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
𝑔(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏) +

+ 2
𝜕𝑎𝜆(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)

𝜕𝑡

𝜕𝑔(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)

𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)

)︂
d𝑡d𝑥

или

𝐼1 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕2𝑎−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) +

+2
𝜕𝑎−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡

𝜕𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
𝑎−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

)︂
d𝑡d𝑥. (8)

𝐼2 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝐷𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑔(𝑥, 𝑡))d𝑡d𝑥 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)×
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×
(︃
𝜕2𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝑔(𝑥, 𝑡) + 2

𝜕𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

)︃
d𝑡d𝑥.

Проделав такие же преобразования как и в 𝐼1, получим

𝐼2 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

(︃
𝜕2𝑏𝑖𝑗−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) +

+2
𝜕𝑏𝑖𝑗−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝑏𝑖𝑗−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

)︃
d𝑡d𝑥

∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. (9)

𝐼3 = −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)×

×𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏))

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑔(𝑥, 𝑡)

)︂
d𝑡d𝑥 =

= −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)×

×
(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏))

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡)+

+ 𝑔(𝑥, 𝑡)𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏))

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂)︂
d𝑡d𝑥.

Обозначим 𝑡′ = 𝑡+ 𝜆𝜏

𝐼3 = −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1+𝜆𝜏∫︁
𝑡0+𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡′)

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡′, 𝑢(𝑥, 𝑡′), 𝑢𝑥𝑗

(𝑥, 𝑡′), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡
′))

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑔𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡′ − 𝜆𝜏)+

+ 𝑔(𝑥, 𝑡′ − 𝜆𝜏)𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡′, 𝑢(𝑥, 𝑡′), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡

′), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡
′))

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂)︂
d𝑡d𝑥.

Сделаем замену 𝑡′ = 𝑡 и в силу условия (7) в последнем интеграле можно
вернуться к первоначальным пределам интегрирования. В результате имеем

𝐼3 = −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗

(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)+

+ 𝑔(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂)︂
d𝑡d𝑥.

или
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𝐼3 = −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+ 𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂)︂
d𝑡d𝑥. (10)

𝐼4 = −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)×

×𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏))

𝜕𝑢𝑡
𝑔(𝑥, 𝑡)

)︂
d𝑡d𝑥 =

= −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)×

×
(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏))

𝜕𝑢𝑡
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡)+

+ 𝑔(𝑥, 𝑡)𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏))

𝜕𝑢𝑡

)︂)︂
d𝑡d𝑥.

Обозначим 𝑡′ = 𝑡+ 𝜆𝜏

𝐼4 = −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1+𝜆𝜏∫︁
𝑡0+𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡′)

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡′, 𝑢(𝑥, 𝑡′), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡

′), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡
′))

𝜕𝑢𝑡
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡

′ − 𝜆𝜏)+

+ 𝑔(𝑥, 𝑡′ − 𝜆𝜏)𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡′, 𝑢(𝑥, 𝑡′), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡

′), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡
′))

𝜕𝑢𝑡

)︂)︂
d𝑡d𝑥.

Сделаем замену 𝑡′ = 𝑡 и в силу условия (7) в последнем интеграле можно
вернуться к первоначальным пределам интегрирования. В результате получаем

𝐼4 = −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑡
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)+

+ 𝑔(𝑥, 𝑡− 𝜆𝜏)𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑡

)︂)︂
d𝑡d𝑥.

или

𝐼4 = −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑡
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+ 𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑡

)︂)︂
d𝑡d𝑥. (11)
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𝐼5 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢
𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)d𝑡d𝑥. (12)

Таким образом, из (6) и (8)–(12) имеем

⟨︀
< 𝑁 ′

𝑢ℎ, 𝑔
⟩︀
=

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

{︃(︃
𝜕2𝑎−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
−

𝜕2𝑏𝑖𝑗−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−

−𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂
−𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑡

)︂
+

+
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢

)︃
𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) + 𝑎−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
−

− 𝑏𝑖𝑗−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)
𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−

(︃
2
𝜕𝑏𝑖𝑗−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︃
×

× 𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)+

(︂
2
𝜕𝑎−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡
− 𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑡

)︂
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)

}︃
d𝑡d𝑥

∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. (13)

С другой стороны, имеем

⟨𝑁 ′
𝑢𝑔, ℎ⟩ =

=

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︃
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

{︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑔 +

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑔𝑥𝑗+

+
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
𝑔𝑡

}︂
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

}︃
ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢),∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. (14)

Обозначим 𝐼𝜆𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)).

Левые части (13) и (14) равны тогда и только тогда, когда

𝐼𝜆𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑡), (15)

𝑎𝜆(𝑥, 𝑡) = 𝑎−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡) = 𝑏𝑖𝑗−𝜆(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) ∀𝜆 = −1, 0, 1,

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

ℎ(𝑥, 𝑡)

{︃(︃
𝜕2𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
−

𝜕2𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂
−

−𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑢𝑡

)︂)︃
𝑔(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)−2

(︃
𝜕𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︃
𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)+

+ 2

(︂
𝜕𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡

)︂
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

}︃
d𝑡d𝑥 = 0 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.
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Условие (15) выполняется, например, для периодических функций. В силу
произвольности ℎ и 𝑔 заключаем, что для потенциальности оператора 𝑁 (3) на
множестве 𝐷(𝑁) (4) относительно билинейной формы (1) необходимо и достаточ-
но для ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁) выполнения условий⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗
= 0,

𝜕𝑎𝜆(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡 − 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
= 0,

𝐷𝑡

(︁
𝜕𝑎𝜆(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡 − 𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑡

)︁
−𝐷𝑥𝑗

(︁
𝜕𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︁
= 0.

(16)

Отметим, что третье условие последней системы следует из первых двух усло-
вий. В частности, из первого условия системы (16) следует, что

𝐼𝜆𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑡) =
𝜕𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) + 𝐼𝜆𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥), (17)

где 𝜙 — произвольная гладкая функция.
Подставляя полученное выражение (17) для 𝑓 во второе условие системы (16),

получаем

𝐼𝜆𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥) = −𝜕𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) + 𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, 𝑢), (18)

где 𝜓 — произвольная гладкая функция.
Таким образом, из равенств (17) и (18) находим

𝐼𝜆𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑡) =
𝜕𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)−

𝜕𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)+𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, 𝑢), (19)

что и требовалось доказать. �

3. Построение функционала 𝐹𝑁 [𝑢] для оператора 𝑁
уравнения (3)

Запишем (3), используя выражение для 𝑓 (19)

𝑁(𝑢) ≡
1∑︁

𝜆=−1

𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+
𝜕𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)− 𝜕𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) + 𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, 𝑢) = 0. (20)

Находим функционал по формуле

𝐹𝑁 [𝑢] =

1∫︁
0

⟨𝑁(𝑢0 + 𝜇(𝑢− 𝑢0)), 𝑢− 𝑢0⟩d𝜇 =

=

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

1∫︁
0

(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑡𝑡 + 𝜇(𝑢𝑡𝑡 − 𝑢0𝑡𝑡)]− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝜇(𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 − 𝑢0𝑥𝑖𝑥𝑗 )]+

+ 𝑎𝜆𝑡(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑡 + 𝜇(𝑢𝑡 − 𝑢0𝑡)]− 𝑏𝑖𝑗𝜆𝑥𝑖
(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑥𝑗 + 𝜇(𝑢𝑥𝑗 − 𝑢0𝑥𝑗 )])(𝑢− 𝑢0)d𝜇d𝑡d𝑥+
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+

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

1∫︁
0

𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, �̃�)(𝑢− 𝑢0)d𝜇d𝑡d𝑥,

где �̃� = 𝑢0 + 𝜇(𝑢− 𝑢0).
Проинтегрируем по переменной 𝜇 первый интеграл (20) и получим

𝐹𝑁 [𝑢] =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

1∫︁
0

(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑡𝑡 +
1

2
(𝑢𝑡𝑡 − 𝑢0𝑡𝑡)]−

− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑥𝑖𝑥𝑗 +
1

2
(𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 − 𝑢0𝑥𝑖𝑥𝑗 )] + 𝑎𝜆𝑡(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑡 +

1

2
(𝑢𝑡 − 𝑢0𝑡)]−

−𝑏𝑖𝑗𝜆𝑥𝑖
(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑥𝑗+

1

2
(𝑢𝑥𝑗−𝑢0𝑥𝑗 )])(𝑢−𝑢0)d𝜇d𝑡d𝑥+

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

1∫︁
0

𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, �̃�)(𝑢−𝑢0)d𝜇d𝑡d𝑥

или

𝐹𝑁 [𝑢] =
1

2

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑡𝑡+𝑢𝑡𝑡]−𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑥𝑖𝑥𝑗+𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 ]+𝑎𝜆𝑡(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑡+𝑢𝑡]−

− 𝑏𝑖𝑗𝜆𝑥𝑖
(𝑥, 𝑡)[𝑢0𝑥𝑗 + 𝑢𝑥𝑗 ])(𝑢− 𝑢0)d𝑡d𝑥+

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

1∫︁
0

𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, �̃�)(𝑢− 𝑢0)d𝜇d𝑡d𝑥 =

=
1

2

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝐷𝑡

(︂
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)(𝑢0𝑡+𝑢𝑡)(𝑢−𝑢0)

)︂
−𝐷𝑥𝑖

(︂
𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)(𝑢0𝑥𝑗 +𝑢𝑥𝑗 )(𝑢−𝑢0)

)︂
−

− 𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)(𝑢0𝑡 + 𝑢𝑡)(𝑢𝑡 − 𝑢0𝑡) + 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)(𝑢0𝑥𝑗 + 𝑢𝑥𝑗 )(𝑢𝑥𝑖 − 𝑢0𝑥𝑖)d𝑡d𝑥

+

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

1∫︁
0

𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, �̃�)(𝑢− 𝑢0)d𝜇d𝑡d𝑥. (21)

Таким образом, из (21) следует, что искомый функционал оператора (20)
имеет вид

𝐹𝑁 [𝑢] = −1

2

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑢
2
𝑡 − 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥𝑗 )d𝑡d𝑥+

+

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

1∫︁
0

𝐼𝜆𝜓(𝑥, 𝑡, �̃�)(𝑢− 𝑢0)d𝜇d𝑡d𝑥.

В качестве иллюстрации рассмотрим

Пример 1. Оператор

𝑁(𝑢) ≡ 2𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑒𝑢(𝑥,𝑡)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+ 𝜏)− 𝑒𝑢(𝑥,𝑡−𝜏)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡− 𝜏)+

+ 2 sin(𝑥+ 𝑡− 𝜏)− 𝑒sin(𝑥+𝑡−𝜏) cos(𝑥+ 𝑡) + 𝑒sin(𝑥+𝑡−2𝜏) cos(𝑥+ 𝑡− 2𝜏) = 0
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является потенциальным на области определения

𝐷(𝑁) =

{︂
𝑢 ∈ 𝑈 = 𝐶1,2

𝑥,𝑡 (Ω× [𝑡0 − 𝜏, 𝑡1 + 𝜏 ]) :
𝜕𝑘𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
= 𝜙1𝑘(𝑥, 𝑡),

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐸1 = Ω× [𝑡0 − 𝜏, 𝑡0],
𝜕𝑘𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
= 𝜙2𝑘(𝑥, 𝑡),

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐸2 = Ω× [𝑡1, 𝑡1 + 𝜏 ],
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
Γ𝜏

= 𝜓,

}︂
относительно билинейной формы (1), что нетрудно проверить.

Следуя изложению пункта 2, 𝑎𝜆(𝑥, 𝑡) = 2, 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡) = 0 для заданного оператора
𝑁(𝑢) можно построить функционал 𝐹𝑁 [𝑢], который имеет следующий вид:

𝐹𝑁 [𝑢] =

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

(𝑢2𝑡 (𝑥, 𝑡− 𝜏)− 𝑒𝑢(𝑥,𝑡)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+ 𝜏) + 2 sin(𝑥+ 𝑡− 𝜏)−

− 𝑒sin(𝑥+𝑡−𝜏) cos(𝑥+ 𝑡) + 𝑒sin(𝑥+𝑡−2𝜏) cos(𝑥+ 𝑡− 2𝜏)d𝑡d𝑥.

Следует отметить, что 𝑢0 = sin(𝑥 + 𝑦 − 𝜏) является решением данной вариа-
ционной задачи.

4. Построение вариационного множителя вида
𝑀 = 𝑀(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)) для

оператора 𝑁 уравнения (3)
Пусть структура функции 𝑓 отлична от вида (19). Тогда оператор 𝑁 (3) не

будет потенциален. Следовательно можно рассматривать вопрос о существовании
некоторого вариационного множителя вида 𝑀 =𝑀(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+
𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)).

Справедлива теорема.

Теорема 2. Если условия (6) не выполняются, 𝑎𝜆(𝑥, 𝑡) ̸= 0 и 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡) ̸= 0 в 𝑄,
то для оператора 𝑁 (3) существует вариационный множитель 𝑀 = 𝑀(𝑥, 𝑡 +
𝜆𝜏, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑡), ∀𝜆 = −1, 0, 1 ⇔ ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁),∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 выполняются условия:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝐼𝜆𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡)),
1

𝑀
𝐷𝑥𝑖(𝑏

𝑖𝑗
𝜆𝑀) +

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑓 = 0,

1

𝑀
𝐷𝑡(𝑎𝜆𝑀)− 𝜕

𝜕𝑢𝑡
𝑓 = 0. ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀𝜆 = −1, 0, 1, ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Доказательство. Имеем

d

d𝜖
𝑁(𝑢+ 𝜖ℎ)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜖=0

≡

≡ d

d𝜖

1∑︁
𝜆=−1

𝑀(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, 𝑢+ 𝜖ℎ, 𝑢𝑥𝑗 + 𝜖ℎ𝑥𝑗 , 𝑢𝑡 + 𝜖ℎ𝑡)

(︂
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕2(𝑢+ 𝜖ℎ)(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
−

−𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)
𝜕2(𝑢+ 𝜖ℎ)(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+ 𝑓(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏, (𝑢+ 𝜖ℎ), (𝑢𝑥𝑗 + 𝜖ℎ𝑥𝑗 ), (𝑢𝑡 + 𝜖ℎ𝑡))

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜖=0

,
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𝑁 ′
𝑢ℎ =

1∑︁
𝜆=−1

𝑀

(︂
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕2ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕2ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

+

{︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢
ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) +

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) +
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

}︂)︂
+

+

{︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢
ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) +

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) +
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

}︂
𝑁(𝑢)

∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Используя определение билинейной формы, получим

⟨𝑁 ′
𝑢ℎ, 𝑔⟩ =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︃
𝑀

(︂
𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

𝜕2ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑡2
− 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

𝜕2ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

+

{︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢
ℎ+

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡

}︂
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

)︂
+

+

{︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢
ℎ+

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗 +
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡

}︂
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑁(𝑢)

}︃
𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥

∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Рассмотрим и преобразуем каждое слагаемое данного выражения

𝐼1 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀
𝜕2ℎ

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼2 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀
𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼3 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼4 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼5 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢
ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼6 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝜕𝑀

𝜕𝑢
ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑁(𝑢)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼7 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

ℎ𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑁(𝑢)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,
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𝐼8 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
ℎ𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)𝑁(𝑢)𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥.

Интегрируя по частям и учитывая, что допустимые функции ℎ и 𝑔 на гра-
нице области обращаются в ноль, и в силу области определения оператора 𝑁
выполняется условие (6), получаем

𝐼1 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝐷𝑡𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀𝑔(𝑥, 𝑡))ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)d𝑡d𝑥 =

=

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝐷𝑡𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)𝑔(𝑥, 𝑡) + 2𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)𝑔𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀

}︂
×

× ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)d𝑡d𝑥 =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝐷𝑡𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)𝑔(𝑥, 𝑡) + 2𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)𝑔𝑡(𝑥, 𝑡)+

+ 𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡−𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼2 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

𝐷𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀𝑔(𝑥, 𝑡))ℎ(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)d𝑡d𝑥 =

=

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝐷𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑏

𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀)𝑔(𝑥, 𝑡) + 2𝐷𝑥𝑖(𝑏

𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀)𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡)+

+ 𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡)𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀)

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡−𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼3 ≡ −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑔𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝐷𝑥𝑗

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡−𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼4 ≡ −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝐷𝑡

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡

)︂}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡−𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼5 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑔(𝑥, 𝑡)

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡−𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼6 ≡
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢)𝑔(𝑥, 𝑡)

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡−𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,

𝐼7 ≡ −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)

)︂}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡−𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥,
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𝐼8 ≡ −
1∑︁

𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)𝑔𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

)︂}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡−𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥.

Таким образом, из последних равенств получаем

⟨𝑁 ′
𝑢ℎ, 𝑔⟩ =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︂{︂
𝐷𝑡𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)−𝐷𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑏

𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀)−𝐷𝑥𝑗

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂
−

−𝐷𝑡

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡

)︂
+𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢)−𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)

)︂
−𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

)︂}︂
𝑔(𝑥, 𝑡)−

−
{︂
2𝐷𝑥𝑖(𝑏

𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀) +𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)

}︂
𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡)+

+

{︂
2𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀 −𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
− 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)+

}︂
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡) +𝑀(𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)−

−𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡)𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡))

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡+𝜆𝜏

ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

(22)

С другой стороны, имеем

⟨𝑁 ′
𝑢𝑔, ℎ⟩ =

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︃(︂
𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢)

)︂
𝑔(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)

)︂
𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) +

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

)︂
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+𝑀𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)−𝑀𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

}︃
ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥

∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. (23)

Равенство левых частей (22) и (23) обеспечивает критерий потенциальности (2),
что в свою очередь равносильно следующему:

1∑︁
𝜆=−1

∫︁
Ω

𝑡1∫︁
𝑡0

{︃{︂{︁
𝐷𝑡𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)−𝐷𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑏

𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀)−𝐷𝑥𝑗

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂
−𝐷𝑡

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡

)︂
+𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢
+

+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢)−𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)

)︂
−𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

)︂}︁⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡+𝜆𝜏

−
(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢
+

𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢)

)︂}︂
𝑔(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)−

−
{︂{︁

2𝐷𝑥𝑖(𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀)+𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

− 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)
}︁⃒⃒⃒⃒

𝑡→𝑡+𝜆𝜏

+𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

− 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)

}︂
𝑔𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)+

+

{︂{︁
2𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)−𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
− 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

}︁⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡+𝜆𝜏

−
(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
+

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

)︂}︂
𝑔𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+

{︂
𝑀𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)−𝑀𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡)

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡+𝜆𝜏

−𝑀𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+𝑀𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)

}︃
ℎ(𝑥, 𝑡)d𝑡d𝑥 = 0 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.
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В силу произвольности 𝑔 и ℎ следует, что ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 выпол-
няются условия{︁

𝐷𝑡𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)−𝐷𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀)−𝐷𝑥𝑗

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

)︂
−𝐷𝑡

(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡

)︂
+𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢
+

+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢)−𝐷𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)

)︂
−𝐷𝑡

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

)︂}︁⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡+𝜆𝜏

−
(︂
𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢)

)︂
= 0,

−
{︁
2𝐷𝑥𝑖(𝑏

𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀) +𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢)
}︁⃒⃒⃒⃒

𝑡→𝑡+𝜆𝜏

+𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑁(𝑢) = 0,

+
{︁
2𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)−𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
− 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

}︁⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡+𝜆𝜏

−
(︂
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

)︂
= 0,{︂

𝑀𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)−𝑀𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡)

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡+𝜆𝜏

−𝑀𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)+

+𝑀𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) = 0. (24)

Из условий (24) получаем{︁
𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢)

}︁⃒⃒⃒⃒
𝑡→𝑡+𝜆𝜏

=𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑁(𝑢), (25)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐷𝑡

(︁
𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)−𝑀 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
− 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑁(𝑢)

)︁
−

−𝐷𝑥𝑗

(︁
𝐷𝑥𝑖(𝑏

𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀) +𝑀 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗
+ 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗
𝑁(𝑢)

)︁
= 0,

𝐷𝑥𝑖(𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀) +𝑀 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗
+ 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗
𝑁(𝑢) = 0,

𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)−𝑀 𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑡

− 𝜕𝑀
𝜕𝑢𝑡

𝑁(𝑢) = 0.

(26)

Равенство (25) приводит нас к выполнению условия

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)) =𝑀(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏, 𝑢(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏)).

В системе (26) первое равенство является следствием двух последних, которые
можно записать в виде⎧⎨⎩𝐷𝑥𝑖(𝑏

𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀) +𝑀 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗
+ 𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

{︁
𝑎𝜆

𝜕2𝑢
𝜕𝑡2 − 𝑏𝑖𝑗𝜆

𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

+ 𝑓
}︁
= 0,

𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀)−𝑀 𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑡

− 𝜕𝑀
𝜕𝑢𝑡

{︁
𝑎𝜆

𝜕2𝑢
𝜕𝑡2 − 𝑏𝑖𝑗𝜆

𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

+ 𝑓
}︁
= 0.

Учитывая, что

𝐷𝑥𝑖(𝑏
𝑖𝑗
𝜆 (𝑥, 𝑡)𝑀) = 𝑏𝑖𝑗𝜆𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡)𝑀 + 𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑢𝑥𝑖 +

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑢𝑥𝑗𝑥𝑖 +
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑢𝑡𝑥𝑖

)︂
,

𝐷𝑡(𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)𝑀) = 𝑎𝜆𝑡(𝑥, 𝑡)𝑀 + 𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑡
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑢𝑡 +

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑢𝑥𝑗𝑡 +
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑢𝑡𝑡

)︂
,

условия (26) принимают следующий вид:

𝑏𝑖𝑗𝜆𝑥𝑖
(𝑥, 𝑡)𝑀+𝑏𝑖𝑗𝜆 (𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑢𝑥𝑖

+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑢𝑡𝑥𝑖

)︂
+𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑗

+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

(︂
𝑎𝜆
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑓

)︂
= 0,
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𝑎𝜆𝑡(𝑥, 𝑡)𝑀 + 𝑎𝜆(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑡
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢
𝑢𝑡 +

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑢𝑥𝑗𝑡

)︂
−

−𝑀
𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑡
+
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡

(︂
𝑏𝑖𝑗𝜆

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
− 𝑓

)︂
= 0 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Из данных условий получаем

𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑎𝜆 = 0,
𝜕𝑀

𝜕𝑢𝑡
𝑏𝑖𝑗𝜆 = 0,

а так как 𝑎𝜆 ̸= 0, 𝑏𝑖𝑗𝜆 ̸= 0, следовательно 𝜕𝑀
𝜕𝑢𝑥𝑗

= 0 и 𝜕𝑀
𝜕𝑢𝑡

= 0, то есть 𝑀 =

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢) так же из условий получим следующее

𝐷𝑥𝑖(𝑏𝑀) +
𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑗

(𝑀𝑓) = 0, 𝐷𝑡(𝑎𝜆𝑀)− 𝜕

𝜕𝑢𝑡
(𝑀𝑓) = 0.

Окончательно получаем

1

𝑀
𝐷𝑥𝑖(𝑏𝑀) +

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑗

𝑓 = 0,
1

𝑀
𝐷𝑡(𝑎𝜆𝑀)− 𝜕

𝜕𝑢𝑡
𝑓 = 0.

Полученные результаты проиллюстрируем на примере 2.

Пример 2. Рассмотрим уравнение

𝑁2(𝑢) ≡ −2𝑎𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)− 2𝑏𝑒𝑢(𝑥,𝑡−𝜏)−𝑢(𝑥,𝑡)𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑏(𝑢𝑥)
2(𝑥, 𝑡+ 𝜏)−

− 𝑎(𝑢𝑡)
2(𝑥, 𝑡)− 2𝑏𝑒𝑢(𝑥,𝑡−𝜏)−𝑢(𝑥,𝑡)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡− 𝜏)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 0,

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = (𝑐, 𝑑)× (𝑡0, 𝑡1 − 𝜏), 𝑡1 − 𝑡0 > 2𝜏, 𝜏 > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ (𝑐, 𝑑)× (𝑡0, 𝑡1),

где 𝑎, 𝑏 — константы, 𝑢 — неизвестная функция, 𝑢𝑥 = 𝜕𝑢
𝜕𝑥 , 𝑢𝑡 =

𝜕𝑢
𝜕𝑡 , 𝑢𝑡𝑡 =

𝜕2𝑢
𝜕𝑡2 .

Зададим область определения оператора 𝑁2

𝐷(𝑁2) =

{︂
𝑢 ∈ 𝑈 = 𝐶2,2

𝑥,𝑡 (𝑄𝜏 )
𝜕𝑘𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
= 𝜙1𝑘(𝑥, 𝑡) (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐸1 = [𝑐, 𝑑]× [𝑡0− 𝜏, 𝑡0];

𝑘 = 0, 1,
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑡𝑘
= 𝜙2𝑘(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐸1 = [𝑐, 𝑑]× [𝑡1 − 𝜏, 𝑡1];

𝑘 = 0, 1, 𝑢(𝑐, 𝑡) = 𝜓1(𝑡), 𝑢(𝑑, 𝑡) = 𝜓2(𝑡)𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝜏, 𝑡1 + 𝜏 ]

}︂
,

где 𝑄𝜏 = (𝑐, 𝑑) × (𝑡0 − 𝜏, 𝑡1 + 𝜏), 𝜙𝑖0 ∈ 𝐶1(𝐸𝑖), 𝜙𝑖1 = 𝜕𝜙𝑖0

𝜕𝑡 𝜓𝑖 ∈ 𝐶([𝑡0 − 𝜏, 𝑡1 + 𝜏 ])
(𝑖 = 1, 2).

Легко проверить, что оператор 𝑁2 является непотенциальным относительно
области определения 𝐷(𝑁2) относительно классической билинейной формы (2).

Следуя пункту 3, найдём вариационный множитель 𝑀 = 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑡) ̸= 0 и
соответствующий функционал 𝐹𝑁 [𝑢] такой, что

𝛿𝐹 [𝑢, ℎ] =

𝑡2∫︁
𝑡1

∫︁
Ω

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑡)𝑁(𝑢)ℎd𝑥d𝑡 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁) ∀ℎ ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢).
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Используя теорему 2 найдём множитель 𝑀 = 𝑒𝑢(𝑥,𝑡). В нашем случае 𝑎0 =
−2𝑎, 𝑏𝑥0 = 2𝑏, 𝑓 = 𝑏(𝑢𝑥)

2(𝑥, 𝑡+ 𝜏)− 𝑎(𝑢𝑡)
2(𝑥, 𝑡)− 2𝑏𝑒𝑢(𝑥,𝑡−𝜏)−𝑢(𝑥,𝑡)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡− 𝜏)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)

Оператор 𝑁(𝑢) = 𝑒𝑢(𝑥,𝑡)𝑁2(𝑢) является потенциальным. Соответствующий функ-
ционал имеет вид

𝐹𝑁 [𝑢] =

𝑡2∫︁
𝑡1

∫︁
Ω

𝑒𝑢(𝑥,𝑡−𝜏)[𝑎(𝑢𝑡)
2(𝑥, 𝑡− 𝜏) + 𝑏(𝑢𝑥)

2(𝑥, 𝑡)]d𝑥d𝑡.

5. Заключение
В заключение следует отметить, что для построения вариационного принци-

па необходимо исследовать на потенциальность оператор 𝑁 на множестве 𝐷(𝑁)
относительно заданной билинейной формы. В случае потенциальности постро-
ить для оператора 𝑁 соответствующий функционал, содержащий производные
от неизвестной функции 𝑢 меньшего порядка, чем уравнение 𝑁(𝑢)−𝑓 = 0, и мно-
жество решений исследуемого уравнения совпадает с множеством критических
точек построенного функционала. В случае непотенциальности заданного опера-
тора можно исследовать и другие методы, в частности, рассматривать задачу об
отыскании вариационного множителя.
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The purpose of the present paper is to investigate the potentiality of the operator of
differential difference equations and to construct the functional, if the given operator is a
potential on a given set relatively to the some bilinear form. Method of construction of
variational factor is suggested.
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