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Спектр масс скалярных частиц во внешнем
гравитационном поле заряженной чёрной дыры с

одним горизонтом

В. Абдель-Саттар, Ю.А. Попов, Г. Н. Шикин

Кафедра теоретической физики
Российский университет дружбы народов

Россия, 117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, 6

Во внешнем гравитационном поле заряженной чёрной дыры с одним горизонтом рас-
смотрено комплексное скалярное поле. С помощью подбора коэффициентов в исходном
уравнении скалярного поля оно приведено к обобщённому уравнению гипергеометриче-
ского типа, затем к канонической форме этого уравнения, представляющее собой вырож-
денное гипергеометрическое уравнение. Решением этого уравнения, удовлетворяющим
требованиям ограниченности, являются полиномы Лагерра с соответствующим спек-
тром собственных значений. На основе этого спектра получены выражения для масс
заряженной и нейтральной скалярных частиц.

Поскольку заряженный астрофизический объект обычно быстро нейтрализуется окру-
жающей плазмой, то считается, что заряженные чёрные дыры не представляют большо-
го интереса с астрофизической точки зрения [1]. Однако, как отмечается С. Чандрасе-
каром [2], изучение решения Райсснера–Нордстрема, описывающее заряженные чёрные
дыры, позволяет глубже понять свойства пространства и времени в экстремальных усло-
виях.

Ключевые слова: чёрная дыра, горизонт, гравитационное поле, скалярные частицы,
спектр масс.

Спецификой искривлённого пространства-времени является возможность вве-
дения оператора квадрата массы частицы как линейного эрмитова оператора,
собственные значения которого определяют измеряемые массы частиц. Один из
возможных видов оператора квадрата массы есть [3]

m̂2 = − 1√
−g

∂

∂xν

(√
−g g νµ ∂

∂xµ

)
.

Задача об операторе массы тесно примыкает к задаче о квантовании интервала,
т. к. квантование интервала имеет смысл, если оно даёт некоторые дискретные ве-
личины размерности длины (а значит и массы), обусловленные взаимодействием
с гравитационным полем [4]. Рассмотрим спектр масс скалярных частиц во внеш-
нем поле заряженной чёрной дыры с одним горизонтом. Гравитационное поле
такой чёрной дыры описывается метрикой Райсснера–Нордстрема

ds2 =
(

1− 2GM
r

+
GQ 2

r2

)
dt2 −

(
1− 2GM

r
+
GQ 2

r2

)−1

dr2 − r2dΩ2, (1)

где квадратный трёхчлен r2 − 2GMr +GQ2 имеет один действительный корень

r̄ = GM.

Статья поступила в редакцию 24 декабря 2007 г.
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При этом
√
GM = Q, M — масса чёрной дыры, Q— её электрический заряд. Урав-

нение для определения массы скалярной частицы, находящейся во внешнем поле
заряженной чёрной дыры, имеет вид:

1√
−g

∂

∂xµ

(√
−g g µνϕ, ν

)
+m 2ϕ− 2ieϕ, µ g µνA ν − e 2A νA

νϕ = 0 , (2)

где m— масса скалярной частицы, e— её заряд, g µν и A ν — компоненты метри-
ческого тензора и потенциал электромагнитного поля чёрной дыры (принята си-
стема единиц, в которой ~ = 1, c = 1). Решение уравнения (2) ищем в виде

ϕ(r, t, ϑ, ϕ) = υ(r)Y ml (ϑ, ϕ)e+iωt. (3)

При подстановке (3) в (2) получаем уравнение для υ(r):

d2υ

dr2
+

2
(r − r̄)

dυ
dr

+
υ

(r − r̄)4

[
ω2r2(r − eQ/ω)2 − (r − r̄)2

(
m2r2 + l(l + 1)

)]
= 0. (4)

Уравнение (4) при ω = eQ/r̄ сводится к обобщённому уравнению гипергеометри-
ческого типа:

d2υ

dr2
+

2
(r − r̄)

dυ
dr

+
υ

(r − r̄)2

[
r2(ω2 −m2)− l(l + 1)

]
= 0. (5)

Уравнение (5) с помощью подстановки

υ(r) = e−Ωr(r − r̄)εU(x), (6)

где Ω 2 = m2 − ω2 > 0, ε =
√
Ω 2 r̄ 2 + (l + 1

2)2 − 1
2 , x = 2Ω(r − r̄), преобразуется

в уравнение для U(x)
xu′′ + (1− x+ α)u′ + λu = 0, (7)

где α = 2 (ε + 1
2), λ = −Ω r̄ − ε. Уравнение (7) является вырожденным гипер-

геометрическим уравнением; оно имеет дискретный спектр собственных значений
λ = −n и набор собственных функций, являющихся полиномами Лагерра:

Un(x) = Lαn (x). (8)

Решение (6) можно теперь записать в виде:

υnl(r) = Bnle
−Ωr(r − r̄)εLαn

[
2Ω(r − r̄)

]
, (9)

где Bnl — нормировочная постоянная. Функции υnl(r) образуют в области r̄ 6
r 6 ∞ ортонормированную систему. С помощью собственных значений λn = −n
получаем для Ω следующее выражение:

Ω =
√
m2 − ω2 =

1
GM

(n− l)(n+ l + 1)
(2n+ 1)

,

n = 1, 2, . . . ; l = 0, 1, . . . , n− 1.
(10)

Поскольку ω = eQ/r̄ = e/
√
G, то из (10) получаем m в виде

m =

√(
e√
G

)2

+
1

(GM)2

[
(n− l)(n+ l + 1)

(2n+ 1)

]2

. (11)
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Для нейтральных скалярных частиц e = 0, ω = 0, m = Ω, где Ω определяет-
ся равенством (10). Если заряд скалярной частицы e равен заряду электрона, то
из (11) следует, что спектр масс заряженных частиц сдвинут вверх по сравне-
нию со спектром масс нейтральных частиц на e/

√
G ≈ 10−6 г. — величину массы

максимона [5]. При n = 1 и l = 0 получаем минимальное значение для массы
нейтральной частицы:

m =
2

3GM
. (12)

Если масса чёрной дыры M = 10 15 г. [6], то соответствующая масса нейтральной
частицы порядка массы π0-мезона: mπ0 ≈ 135 mev. В этом случае масса заряжен-
ной частицы есть

m ≈ ω +
1

2ω

(
mπ0

)2

≈ 10−6 + 3, 6 · 10−44 г.

Рассмотрим формулу для спектра масс (11) в теории сильной гравитации [7, 8].
Положим в (11)M = mp, гдеmp = 1836me — масса протона, аG заменим констан-
той связи G f = 6 ·10 38GN , где GN — ньютоновская постоянная тяготения. Тогда
для нейтральных частиц получаем минимальное значение массы порядка мас-
сы π 0-мезона, а для заряженных частиц — величину порядка массы π±-мезона:
mπ± ≈ 140me. Для нейтральных частиц при l = 0 и n � 1 получаем формулу
Намбу. Отметим, что во внешнем гравитационном поле метагалактики в спек-
тре масс скалярных частиц величина минимальной массы частицы определяется
величиной космологического члена и составляет примерно 10−65 г. [9].
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Mass Spectrum of Scalar Particles in External Gravitational
Field of Charged Black Hole with One Horizon
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In an external gravitational field of the charged black hole with one horizon the complex
scalar field is considered. By means of appropriate selection of the coefficients in the initial
equation of a scalar field it is led to the generalized equation of hyper geometrical type,
then to a canonical form of this equation, representing degeneration of the hyper geometrical
equation. Solving this equation which satisfies the requirements of limitation, is Laguerre’s
polynomial with a corresponding spectrum of special values. On the basis of this spectrum
expression for masses of the charged and neutral scalar particles is received.

As the charged astrophysical object will usually quickly be neutralized by surrounding
plasma it is considered, that the charged black holes do not represent the big interest from the
astrophysical point of view [1]. However, as it is marked by Chandrasekhar [2], the studying
of Reisner–Nordstrom solution describing charged black holes, allows understanding more
deeply properties of space-time in extreme conditions.




