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В статье предпринята попытка физического анализа стационарных аксиально-
симметричных решений уравнений Эйнштейна. Анализ базируется на использовании
релятивистских неинерциальных систем отсчёта.

Ключевые слова: уравнения Эйнштейна, стационарные решения, неинерциальные си-
стемы отсчёта.

1. Основные уравнения

Как известно (см., например, [1]), без ограничения общности метрику стацио-
нарного поля можно записать в виде

ds2 = f−1
[
e2γ
(
dρ2 + dz2

)
+ ρ2dϕ2

]
− f(dt− ωdϕ)2, (1)

где ρ, ϕ, z, t— канонические координаты Вейля и время, соответственно, а мет-
рические функции f(ρ, z), ω(ρ, z), γ(ρ, z) определяются из уравнений Эйнштейна

f∆f =
(
~∇f
)2 − f4

ρ2

(
~∇ω
)2
, ~∇

(
f2

ρ2
~∇ω
)

= 0, (2)

∂γ

∂ρ
=
ρf−2

4

{(
∂f

∂ρ

)2

−
(
∂f

∂z

)2

− f4

ρ2

[(
∂ω

∂ρ

)2

−
(
∂ω

∂z

)2
]}

,

∂γ

∂z
=
ρf−2

2

{
∂f

∂ρ
· ∂f
∂z
− f4

ρ2
· ∂ω
∂ρ
· ∂ω
∂z

}
.

(3)

Здесь операторы ∆ и ~∇ задаются выражениями

∆ ≡ ∂2

∂ρ2
+

1
ρ
· ∂
∂ρ

+
∂2

∂z2
, ~∇ ≡ ~ρ0

∂

∂ρ
+ ~z0

∂

∂z
,

где ~ρ0 и ~z0 — единичные векторы.
Одно из решений уравнений (2) и (3) имеет вид (см., например, [2])

f = fE =
z − z1 +

√
ρ2 + (z − z1)2 · thV0

C1
,

Φ = ΦE =
√
ρ2 + (z − z1)2

C1 · chV0
+ C2,

ω = ω =
√
ρ2 + (z − z1)2

chV0

1
fE

+ C3,

γ = γE =
1
2

ln fE −
1
2

ln
√
ρ2 + (z − z1)2 + γ0,

(4)
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где z, V0, C1, C2, C3, γ0 — произвольные постоянные.
Решению (4) согласно (1) соответствует метрика

ds2
E = C1e

2γ0 · dρ2 + dz2√
ρ2 + (z − z1)2

+
ρ2dϕ2

fE
−

− fE
[
cdt−

(√
ρ2 + (z − z1)2

chV0 · fE
+ C3

)
dϕ
]2

. (5)

Нетрудно видеть, что преобразование координат–времени

2C1e
2γ0 · ρ = ρ′

√
(z′ − z′1)2 − c2t′2,

e−γ0 · ϕ = ϕ′
√

1 + thV0 −
√

1− thV0

2
ln
z′ − z′1 + ct′

z′ − z′1 − ct′
,

4C1e
2γ0 · (z − z1) = (z′ − z′1)2 − c2t′2 − ρ′2,

√
1 + thV0

2
· e
−γ0ct

C1
= ϕ′ · 1 + thV0

2
· 1
C1

(
C3 +

C1

1 + thV0
· 1

chV0

)
+

+
1
2

[
1− 1

2 chV0
· 1
C1

(
C3 +

C1

1 + thV0
· 1

chV0

)]
ln
z′ − z′1 + ct′

z′ − z′1 − ct′
,

(6)

где z′1 — новая постоянная, переводит метрику (5) в метрику Минковского

ds2
M = dρ′2 + ρ′

2dϕ′2 + dz′2 − c2dt′2. (7)

Таким образом, метрика (5) стационарного евклидона описывает плоское
пространство–время.

Формулы обратного преобразования имеют вид

ρ′ = eγ0
√

2C1µ−,

ϕ′ =
e−γ0 · ϕ√
1 + thV0

[
1− 1

2 chV0
· 1
C1

(
C3 +

C1

1 + thV0
· 1

chV0

)]
+

+
√

1− thV0

2
· e
−γ0ct

C1
,

z′ − z′1 = eγ0
√

2C1µ+ ch
{√

1 + thV0

2
· e
−γ0

C1
×

×
[
ct− ϕ

(
C3 +

C1

1 + thV0
· 1

chV0

)]}
,

ct′ = eγ0
√

2C1µ+ sh
{√

1 + thV0

2
· e
−γ0

C1
×

×
[
ct− ϕ

(
C3 +

C1

1 + thV0
· 1

chV0

)]}
,

(8)

Здесь обозначено µ± =
√
ρ2 + (z − z1)2 ± (z − z1).

То обстоятельство, что пространство–время, описываемое метрикой (5), явля-
ется плоским, послужило поводом назвать решение (4) стационарным евклидо-
ном.

Евклидонные решения имеют ясную физическую интерпретацию, так как они
связаны с различными релятивистскими системами отсчёта в рамках СТО.

В дальнейшем штрихованную систему отсчёта (ρ′, ϕ′, z′, t′) будем называть
неподвижной, или инерциальной, системой отсчёта (ИСО), а (ρ, ϕ, z, t) — неинер-
циальной (НСО). Переход от одной к другой осуществляется по формулам (6)
или (8).
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2. Стационарный евклидон

В случае стационарного евклидона, определяемого формулой (4), НСО в со-
ответствии с формулами перехода (6) и (8) совершает сложное релятивистское
движение. Рассмотрим его. Для некоторой точки, неподвижной в НСО, имеем

ρ = ρ0, z = z0, ϕ = ϕ′0e
γ0
√

1 + thV0,

µ0
± =

√
ρ2

0 + (z0 − z1)2 ± (z0 − z1).
(9)

Введём соответствующие обозначения

z′1 = − c
2

a0
, a0 =

c2

eγ0
√

2C1µ0
+

, ω0 =
a0

c
· 1

chV0
· 1

1 + thV0
.

В инерциальной системе отсчёта (НСО) эта точка совершает движение соглас-
но формулам (6) и (8) по закону

ρ′ = eγ0
√

2C1µ0
− = ρ′0 = const,

ϕ′ = ϕ′0 +
ω0c

2a0
ln

√
1 +

(a0t
′

c

)2

+
a0t
′

c√
1 +

(a0t
′

c

)2

− a0t
′

c

,

z′ =
c2

a0

[√
1 +

(a0t
′

c

)2

− 1
]
.

(10)

Таким образом, точка (9), неподвижная в НСО, в ИСО совершает движение
в z′-направлении со скоростью

V ′(t′) =
dz′

dt′
=

a0t
′√

1 +
(a0t

′

c

)2

и ускорением

a′ =
d

dt′


dz′

dt′√
1−

(V ′
c

)2

 =
a0√

1−
(ρ′0ω0

c

)2
= const.

Одновременно с этим она вращается вокруг оси z′ с угловой скоростью

dϕ′

dt′
=

ω0√
1 +

(a0t
′

c

)2

и угловым ускорением

d
dt′


dϕ′

dt′√
1−

(V ′
c

)2

 = 0.
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3. Стационарные решения ОТО и НСО

Можно связать метрику (1) определённого стационарного аксиально-
симметричного гравитационного поля f(ρ, z), ω(ρ, z), γ(ρ, z) с метрикой стаци-
онарного евклидона (5) в некоторой области пространства–времени:

ω(ρ, z)f(ρ, z)√
ρ2 + (z − z1)2 − (z − z1)

=
1

chV0
· 1

1 + thV0
,

z − z1 +
√
ρ2 + (z − z1)2 · thV0

f(ρ, z)
= C1,

e2γ(ρ,z)
√
ρ2 + (z − z1)2

z − z1 +
√
ρ2 + (z − z1)2 · thV0

= e2γ0 .

(11)

При V0 →∞, ω →∞ формулы (11) переходят в статический случай.
В частности, этот метод позволяет глубже проникнуть в физическую интер-

претацию таких важных решений, как решение Керра и Шварцшильда.
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In this article we make an attempt of physical examination of stationary solutions of the
Einstein equations. This problem’s pursued with the use of relativistic non-inertial frames of
reference.




