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Многослойные схемы для численного решения
нестационарного уравнения Шрёдингера

О. Чулуунбаатар

Объединённый институт ядерных исследований
Россия, 141980, Дубна, Московской обл., ул. Жолио-Кюри, 6

Представлен алгоритм генерации в среде MAPLE и REDUCE многослойных неяв-
ных схем для численного решения нестационарного уравнения Шрёдингера на основе
факторизации унитарного оператора эволюции. Исследуются оптимальные методы по-
строения дополнительных калибровочных преобразований, позволяющие выделять сим-
метричные операторы, необходимые для генерации экономичных алгебраических эво-
люционных схем по пространственной переменной методом конечных элементов. Эф-
фективность сгенерированных схем до шестого порядка точности по шагу временной
переменной и до седьмого порядка точности по шагу пространственной переменной де-
монстрируется численным анализом интегрируемой модели осциллятора во внешнем
поле, зависящем от времени.

Ключевые слова: нестационарное уравнение Шрёдингера, задача Коши, разложе-
ние оператора эволюции, калибровочные преобразования, операторно-разностные мно-
гослойные схемы, метод конечных элементов.

Введение

С развитием фемтосекундной и тераваттной лазерной физики компьютерное
моделирование динамики атомных систем в поле мощного лазерного импульса
требует развития новых схем решения задачи Коши на конечном интервале для
нестационарного уравнения Шрёдингера [1]. Кроме того, развитие нанотехноло-
гий привлекает внимание к решению задач управления квантовыми системами,
которые описываются нестационарным уравнением Шрёдингера или соответству-
ющим квантовым уравнением Лиувилля [2]. Новые схемы необходимо также раз-
вивать для решения эволюционных задач, описывающих в рамках метода функ-
ционала плотности для многоэлектронных систем в поле ядер и в дополнительных
электромагнитных полях [3], как тормозное излучение при α–распаде тяжёлых
ядер [4], так и процессы каналирования ионов в кристаллических плёнках [5, 6].

В этом случае возникает потребность разработки эффективных алгоритмов и
многослойных схем [7,8], учитывающих специфику задачи в рамках методов рас-
щепления [9] и дискретных схем по пространственной переменной [10–12]. Для эф-
фективного применения метода конечных элементов необходимо исследовать до-
полнительное калибровочное преобразование эффективных гамильтонианов мно-
гослойных схем высокого порядка точности по шагу временной переменной, кото-
рые для вещественных гамильтонианов редуцируются к алгебраическим задачам
с симметричными матрицами на локальных носителях.

В работе построены и исследованы многослойные схемы для численного ре-
шения нестационарного уравнения Шрёдингера до шестого порядка точности по
временной переменной и до седьмого порядка точности по пространственной пе-
ременной. Для факторизации оператора эволюции и генерации неявных схем ре-
шения нестационарного уравнения Шрёдингера с заданной точностью как по вре-
менной, так и пространственной переменным применён символьный алгоритм [13],

Работа выполнена в рамках темы ОИЯИ «Математическая поддержка экспериментальных и
теоретических исследований, проводимых ОИЯИ 09-6-1060-2005/2009’».
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реализованный в среде MAPLE и REDUCE. Структурные элементы алгоритма
реализованы на основе методики, разработанной в [14,15]. Соответствующие эф-
фективные гамильтонианы и алгебраические матричные задачи генерируются на
основе методов расщепления для оператора эволюции на равномерной сетке по
времени [16–18] и конечноэлементных сетках по пространственной переменной в
рамках МКЭ [11,12], используя подходящие интерполяционные полиномы [19,20].

Содержание работы следующее. В разделе 1 представлен алгоритм вычисле-
ния оператора эволюции для решения задачи Коши нестационарного уравнения
Шрёдингера. В разделе 2, используя Паде-аппроксимацию оператора эволюции,
приводится алгоритм генерации многослойных разностных схем решения задачи
по временной переменной. В разделе 3 изучается дополнительное калибровочное
преобразование эффективных гамильтонианов многослойной схемы, необходимое
для эффективного применения метода конечных элементов по пространствен-
ной переменной. В разделе 4 метод конечных элементов используется для кон-
струирования численных схем требуемого порядка точности относительно шага
конечноэлементной сетки по пространственной переменной. В разделе 5 стабиль-
ность и эффективность сгенерированных алгебраических схем показана на приме-
ре расчёта модельной одномерной задачи. В заключении обсуждаются основные
результаты и дальнейшие перспективы применения разработанного алгоритма и
сгенерированных многослойных схем.

1. Вычисление оператора эволюции

Рассмотрим нестационарное уравнение Шрёдингера с гамильтонианом H(x, t),
описывающее динамику атома во внешнем поле, на интервале времени t ∈ [t0, T ]
для начального состояния ψ0(x):

i
∂ψ(x, t)
∂t

= H(x, t)ψ(x, t) , ψ(x, t0) = ψ0(x) ,

‖ψ‖2 =
∫
|ψ(x, t)|2dx = 1,

ψ(x, t) ∈W1
2(Rn)⊗ [t0, T ], ψ0(x) ∈W1

2(Rn).

(1)

Для решения задачи используется равномерная сетка по временной переменной t

Ωτ [t0, T ] = {t0, tk+1 = tk + τ, tK = T} (2)

с шагом τ = tk+1 − tk, (k = 0, 1, . . .K). Решение ψ(x, t) в момент времени t свя-
зано с решением ψ(x, tk) в момент времени tk унитарным оператором эволюции
U(t, tk, λ):

i
∂U(t, tk, λ)

∂t
= λH(x, t)U(t, tk, λ), U(tk, tk, λ) = 1,

где λ— формальный параметр. Решение задачи ψ(tk+1) ≡ ψ(x, tk+1) на k + 1-
м слое определяется через решение ψ(tk) на предыдущем k-м слое с помощью
оператора эволюции U(tk+1, tk, λ):

ψ(tk+1) = U(tk+1, tk, λ)ψ(tk), U(tk+1, tk, λ) = exp{−iτAk(tk+1, λ)}. (3)

Здесь операторы Ak(t, λ) представляются в виде ряда

Ak(t, λ) =
1
τ

∞∑
j=1

λjA(j)k(t), Ak(tk, λ) = 0, (4)

по степеням формального параметра λ. Неизвестные операторы A(j)(t) ≡ A(j)k(t)
вычисляются с помощью алгоритма, представленного ниже, после чего формаль-
ный параметр λ полагается равным единице (λ = 1).
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1. Коэффициенты ряда (4) вычисляются из тождества [21]

−iλH(t) =
∞∑
n=1

∞∑
q=0

∞∑
l1,...,lq=1

λn+Σqi=1li

(q + 1)!
(adA(l1)(t)) . . . (adA(lq)(t))Ȧ(n)(t). (5)

Здесь линейный оператор (adA) : L(X)→ L(X) определён для операторов A,B ∈
L(X) в виде (adA)B = [A,B] ≡ AB−BA и имеет следующие свойства: (adA)0B =
B, (adA)jB = (adA)j−1(adA)B; точкой над оператором A(n)(t) обозначена частная
производная Ȧ(n)(t) = ∂tA(n)(t) по временной переменной в момент времени t.

2. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях параметра λ в левой
и правой частях тождества (5), получаем рекуррентную систему дифференциаль-
ных уравнений первого порядка

iH(t) + Ȧ(1)(t) = 0,
1
2

(adA(1)(t))Ȧ(1)(t) + Ȧ(2)(t) = 0,

1
2

(adA(2)(t))Ȧ(1)(t) +
1
6

(adA(1)(t))2Ȧ(1)(t)+

+
1
2

(adA(1)(t))Ȧ(2)(t) + Ȧ(3)(t) = 0,

. . . .

(6)

3. При заданном H(t) из системы (6) находим эффективные операторы
A(j)(t) ≡ A(j)k(t):

A(1)(t) =
1
τ

tk+1∫
tk

dtH(t),

A(2)(t) =
i

2τ

tk+1∫
tk

dt′
t′∫
tk

dt′′(adH(t′′))H(t′),

A(3)(t) = − 1
4τ

tk+1∫
tk

dt(adH(t))
t∫

tk

dt′(adH(t′))
t′∫
tk

dt′′H(t′′)−

− 1
12τ

tk+1∫
tk

dt

ad
 t∫
tk

dt′H(t′)

2

H(t),

· · · .

(7)

Отметим, что операторы A(j)(t) связаны с известным гамильтонианом H(t), за-
висящим от временной переменной t, разложением Магнуса [22].

4. В предположении, что оператор H(t) ≡ H(x, t) зависит гладко от t и от x, c
помощью разложения

A
(M)
k ≡ A(M)

k (tk+1) =
1
τ

2M∑
j=1

λjA(j)k(tk+1), (8)

получаем аппроксимацию унитарного оператора эволюции (3) с точностью поряд-
ка O(τ2M+1) относительно шага τ сетки (2),

U(tk+1, tk; τ) = U (M)(tk+1, tk; τ) +O(τ2M+1) = exp(−iτA(M)
k ) +O(τ2M+1). (9)



i
i

i
i

i
i

i
i

46 Чулуунбаатар О. Многослойные схемы для численного решения . . .

5. Разлагая гамильтониан H(t) в ряд Тейлора в окрестности точки t = tk+τ/2

H(t) =
2M∑
j=0

(t− tk+1/2)j

j!
∂jtH(tk+1/2), (10)

вычисляя интегралы в (7) и полагая формальный параметр λ равным единице
(λ = 1), получаем выражения для операторов A(M)

k . При M = 1, 2, 3 операторы
A

(M)
k , аппроксимирующие оператор эволюции согласно (8) и (9), имеют вид:

A
(M)
k = Â

(M)
k + iĂ(M)

k ,

Â
(1)
k = H,

Ă
(1)
k = 0,

Â
(2)
k = Â

(1)
k +

τ2

24
Ḧ,

Ă
(2)
k = Ă

(1)
k +

τ2

12
(adH)Ḣ,

Â
(3)
k = Â

(2)
k +

τ4

1920
....
H −

τ4

720
(adH)2Ḧ − τ4

240
(adḢ)2H,

Ă
(3)
k = Ă

(2)
k −

τ4

480
(ad

...
H)H +

τ4

480
(adḦ)Ḣ +

τ4

720
(adH)3Ḣ,

. . . .

(11)

Здесь гамильтониан H ≡ H(x, tk+1/2) и его частные производные Ḣ ≡
∂tH(x, t)|t=tk+1/2

по временной переменной t вычисляются в момент времени
t = tk+1/2. Заметим, что при разложении гамильтониана (10) в ряд Тейлора в цен-
тральной точке интервала t ∈ [tk, tk+1], оператор эволюции не содержит нечётных
степеней τ , поскольку операторы U(tk, tk+1, λ) и U(tk+1, tk, λ), определённые на
одном временном интервале, являются взаимообратными.

2. Генерация операторно-разностной схемы

Для генерации из (3) неявной операторно-разностной схемы представим экс-
поненциальный оператор (9), (11) на каждом k-м слое в виде обобщённого [M/M ]
Паде-разложения с той же точностью

exp(−iτA(M)
k ) =

M∏
ζ=1

Tζk +O(τ2M+1), Tζk =
I + τ

2Mα
(M)
ζ A

(M)
k

I + τ
2Mα

(M)
ζ A

(M)
k

. (12)

Здесь коэффициенты α
(M)
ζ , ζ = 1, . . . ,M , M > 1 являются корнями полиномиаль-

ного уравнения 1F1(−M,−2M, 2M i/α) = 0, где 1F1 вырожденная гипергеометри-
ческая функция, коэффициенты α

(M)
ζ = Reα(M)

ζ − i Imα
(M)
ζ комплексно сопря-

жённые к α
(M)
ζ . Коэффициенты α

(M)
ζ (см. табл. 1) имеют следующие свойства:

Imα(M)
ζ < 0 и 0, 6 < |α(M)

ζ | < µ−1, где µ ≈ 0, 28 корень трансцендентного урав-
нения µ exp(µ + 1) = 1. Заметим, что условие τ < 2Mµ‖A(M)

k ‖−1 гарантирует
справедливость приближения для всякого ограниченного оператора A(M)

k .
Используя разложение (12), произведём факторизацию эволюционного опера-

тора, т. е. представим (3) в виде системы M уравнений относительно набора M−1
вспомогательных функций ψk+ ζ

M :

ψk+ζ/M = Tζkψ
k+(ζ−1)/M , ζ = 1, . . . ,M, (13)



i
i

i
i

i
i

i
i

Вестник РУДН,Серия Математика. Информатика. Физика.№ 1. 2008. с. 43–53 47

Таблица 1
Вещественные и мнимые части коэффициентов α

(M)
ζ , M = 1, 2, 3, ζ = 1, . . . ,M

M ζ Reαζ Imαζ

1 1 0 −1.0

2 1 −0.57735026918962576450914878050 −1.0
2 2 +0.57735026918962576450914878050 −1.0

3 1 −0.81479955424892281841473623156 −0.85405673065166346526579940886
3 2 +0.0 −1.29188653869667306946840118228
3 3 +0.81479955424892281841473623156 −0.85405673065166346526579940886

решение которой обеспечивает переход от ψ(tk) на k-м слое к ψ(tk+1) на k + 1-
м слое. Поскольку Imα(M)

ζ < 0 вспомогательные операторы Tζk изометрические,
следовательно норма всех ‖ψk+ζ/M‖ равна единице с точностью O(τ2M )

‖ψk‖ = ‖ψk+1/M‖ = . . . = ‖ψk+1‖. (14)

Применение соотношений (13) для приближённого решения задачи Коши (1)
на каждом k-м слое сетки (2) позволяет генерировать неявную операторно-
разностную схему [16]:

ψ̂0
k = ψ(x, tk),(

I +
τ

2M
ᾱ

(M)
ζ A

(M)
k

)
ψ̂ζk =

(
I +

τ

2M
α

(M)
ζ A

(M)
k

)
ψ̂ζ−1
k , ζ = 1, 2, . . . ,M,

ψ(x, tk+1) = ψ̂Mk , k = 0, 1, . . . ,K − 1.

(15)

Вспомогательные функции ψζk (ζ = 1, . . . ,M − 1) в (15) можно рассматривать
как некоторые приближённые решения на дробных шагах tk+ζ/M = tk + τζ/M,
ζ = 1, . . . ,M − 1 временного интервала [tk, tk+1], соответствующего k-му шагу
τ сетки (2). Заметим, что неявная унитарная M -слойная схема (15) сохраняет
норму (14) разностного решения и является стабильной [10]. Каждое уравнение
по отдельности из системы M уравнений (15) имеет порядок аппроксимации не
выше второго, тогда как вся схема (15) имеет суммарную аппроксимацию 2M -
того порядка (O(τ2M )) по шагу сетки (2) в смысле [10]. При 2M = 2 схема (15)
сводится диагональной Паде-аппроксимацией ранга [1/1] оператора эволюции к
известной схеме Кранка-Николсона [23].

3. Схемы с симметричными операторами

Рассмотрим задачу Коши для нестационарного уравнения Шрёдингера, опи-
сывающего динамику одномерного модельного атома с потенциальной энергией
V (x) во внешнем поле f(t) в дипольном приближении на интервале t ∈ [t0, T ]

i
∂

∂t
ψ(x, t) = H(x, t)ψ(x, t), H(x, t) = −1

2
∂2

∂x2
+ f(t)x+ V (x),

ψ(−∞, t) = ψ(∞, t) = 0, ψ(x, t0) = ψ0(x),

‖ψ‖2 =
∞∫
−∞

ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx = 1.

(16)
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В этом случае операторы (11) имеют вид

A
(M)
k = Â

(M)
k + iĂ(M)

k ,

Â
(1)
k = −1

2
∂2

∂x2
+ fx+ V (x),

Ă
(1)
k = 0,

Â
(2)
k = Â

(1)
k +

τ2

24
xf̈ ,

Ă
(2)
k = Ă

(1)
k −

τ2

12
ḟ
∂

∂x
,

Â
(3)
k = Â

(2)
k +

τ4

1920
x
....
f − τ4

720
ff̈ − τ4

720
∂V (x)
∂x

f̈ +
τ4

240
ḟ2,

Ă
(3)
k = Ă

(2)
k −

τ4

480
...
f
∂

∂x
− τ4

720
∂2V (x)
∂x2

ḟ
∂

∂x
+

τ4

1440
∂3V (x)
∂x3

ḟ ,

Â
(4)
k = Â

(3)
k −

τ8

30240
∂3V

∂x3
f̈
∂2

∂x2
− τ8

30240
∂4V

∂x4
f̈
∂

∂x
− τ8

120960
∂5V

∂x5
f̈−

− τ8

30240
∂2V

∂x2

∂V

∂x
f̈ − τ8

30240
∂2V

∂x2
f̈f +

τ8

7560
∂2V

∂x2
ḟ2 − τ8

40320
∂V

∂x

....
f +

+
τ8

322560

......
f x− τ8

40320
....
f f +

τ8

5040
...
f ḟ − τ8

24192
f̈2,

Ă
(4)
k = Ă

(3)
k −

τ8

30240
∂4V

∂x4
ḟ
∂3

∂x3
− τ8

20160
∂5V

∂x5
ḟ
∂2

∂x2
− τ8

40320
∂6V

∂x6
ḟ
∂

∂x
−

− τ8

10080
∂3V

∂x3

∂V

∂x
ḟ
∂

∂x
− τ8

10080
∂3V

∂x3
ḟf

∂

∂x
− τ8

30240

(
∂2V

∂x2

)2

ḟ
∂

∂x
−

− τ8

40320
∂2V

∂x2

...
f
∂

∂x
− τ8

20160
∂4V

∂x4
ḟf − τ8

12096
∂3V

∂x3

∂2V

∂x2
ḟ−

− τ8

20160
∂4V

∂x4

∂V

∂x
ḟ − τ8

53760

.....
f

∂

∂x
− τ8

241920
∂7V

∂x7
ḟ − τ8

80640
∂3V

∂x3

...
f .

(17)
Здесь f ≡ f(tk+1/2), ḟ ≡ ∂f

∂t (tk+1/2), . . .. Для получения схем с частичным
расщеплением оператора эволюции применяем калибровочное преобразование

ψ̂ = exp
(

iS(M)
k

)
ψ, Ã

(M)
k = exp

(
iS(M)
k

)
A

(M)
k exp

(
−iS(M)

k

)
. (18)

Оператор S(M)
k ищем в виде ряда по степеням τ

S
(M)
k =

2M∑
j=0

τ jSkj (19)

с неизвестными коэффициентами Sj , которые определяются из условия

�
A

(M)

k ψ̂ = O(τ2M ),
�
A

(M)

k = exp
(

iS(M)
k

)
Ă

(M)
k exp

(
−iS(M)

k

)
. (20)

Подставляя разложение (19) в уравнение (20) и приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях τ , получаем алгебраическую систему рекуррентных уравне-
ний для нахождения искомых коэффициентов Sj с начальным условием S0 = 0.
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Таким образом вместо (15) получаем неявную операторно-разностную схему

ψ̂0
k = exp

(
iS(M)
k

)
ψ(x, tk),(

I +
τ

2M
ᾱ

(M)
ζ Ã

(M)
k

)
ψ̂ζk =

(
I +

τ

2M
α

(M)
ζ Ã

(M)
k

)
ψ̂ζ−1
k , ζ = 1, 2, . . . ,M,

ψ(x, tk+1) = exp
(
−iS(M)

k

)
ψ̂Mk , k = 0, 1, . . . ,K − 1,

(21)

которая использовалась при численных расчётах (см. параграф 5). Соответству-
ющие эффективные операторы Ã

(M)
k и S(M)

k имеют вид

Ã
(1)
k = −1

2
∂2

∂x2
+ fx+ V (x),

Ã
(2)
k = Ã

(1)
k +

τ2

24
xf̈ ,

Ã
(3)
k = Ã

(2)
k +

τ4

1920
x
....
f +

τ4

1440
ff̈ +

τ4

1440
ḟ2 +

τ4

720
∂V (x)
∂x

f̈ ,

S
(1)
k = 0,

S
(2)
k = S

(1)
k +

τ2

12
xḟ ,

S
(3)
k = S

(2)
k −

τ4

720
∂V (x)
∂x

ḟ +
τ4

480
x
...
f .

(22)

Заметим, что S(M)
k при M 6 3 представляет собой оператор умножения. Однако

при M = 4 не удаётся избавиться от несимметричного оператора из (17), содер-
жащего третью частную производную по пространственной переменной ∂3

∂x3 , если
S

(4)
k определён как оператор умножения. Поэтому при построении схем более вы-

соких порядков M > 4, S(M)
k представляет собой оператор общего вида. В этом

случае для операторной факторизации экспоненциальных операторов в схеме (21)
необходимо использовать формулу Хаусдорфа

exp(A)B exp(−A) =
∞∑
j=0

1
j!

(adA)jB.

Другая возможность состоит в прямой факторизации (18) исходного оператора
эволюции

U(tk+1, tk, λ) = exp(−iτBk(λ)) exp(−iτCk(λ)).

4. Генерация алгебраической задачи МКЭ

Для численного решения задачи (1) на сетке Ωτ граничные условия и условие
нормировки по пространственной переменной x на бесконечном интервале заме-
няются соответствующими условиями на конечном интервале xmin < x < xmax

(|xmin| � 1, |xmax| � 1). Далее, на каждом k-м шаге сетки Ωτ мы рассмотрим
дискретное представление решений ψ(x; tk) задачи (16) с помощью метода ко-
нечных элементов на сетке

Ωph = [x0 = xmin, xj = xj−1 + hj , xn̄ = xmax], j = 1, . . . , n̄

в виде конечной суммы локальных функций Nµ(x)

ψ(x; tk) =
n̄p∑
µ=0

ψµ(tk)Nµ(x), (23)
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где ψµ(tk) являются узловыми значениями неизвестной функции ψ(x; tk), относи-
тельно которых численно решается исходная задача. Локальные функции Nµ(x)
являются кусочно-непрерывными полиномами порядка p, равными единице толь-
ко в узлах xµ и равны нулю в остальных узлах сетки Ωph, т. е., Nµ(xν) = δµν ,
µ, ν = 0, . . . , n̄p. Коэффициенты ψµ(tk) формально связаны со значениями векто-
ра задачи ψ(x; tk) в Лагранжевых узловых точках [24]:

ψµ(tk) ∼= ψ(x[µ]; tk), x[µ] = x[r+p(j−1)] = xj−1 +
hj
p
r, r = 0, 1, . . . , p.

Перепишем каждое из дифференциальных уравнений системы (21) на конеч-
ном интервале xmin < x < xmax с граничными условиями на концах интервала
ψ(xmin, t) = ψ(xmax, t) = 0 в виде

Aψζk = Bψζ−1
k . (24)

Подставляя разложение (23) в схему (24), умножая слева на Nµ(x) и интегрируя
на интервале ∆ = ∪n̄j=1∆j , получаем систему линейных алгебраических уравне-
ний

aµν(ψζk)ν = bµν(ψζ−1
k )ν . (25)

Как известно [11], теоретическая оценка по норме || · || на сетке Ωph между
точным ψ(x; tk) и приближенным ψν(tk) решениями имеет порядок ||ψν(tk) −
ψ(x, tk)|| = O(hp+1). Для решения задачи (25) с комплексной симметричной 2p+1-
диагональной матрицей использовалась процедура F07QSF (ZSPTRS) из библио-
теки Фортрановских программ NAG [25].

5. Модельный расчёт

Задача (16) решалась на интервале 0 6 t 6 10 для осциллятора V (x) = ω2x2/2
с частотой ω во внешнем периодическом поле f(t) = f0 sin(ω0t) напряжённостью
f0 и угловой частотой ω0. В качестве начального состояния ψ0(x) был выбран
гауссов волновой пакет

ψ0(x) = 4
√
ω/π exp(−ω(x− x0)2/2 + ip0(x− x0)).

Были выбраны следующие значения параметров x0 = 0, p0 = 1, ω = ω0 = 1,
f = 0, 25 и конечно-элементная сетка Ωph с 1000 элементами шестого порядка
p = 6 на интервале [xmin = −20, xmax = 20], обеспечивающими точность (O(h7))
при постоянном шаге h = 0.04. Вычисления интегралов проводились по квадра-
турным формулам Гаусса для полиномов Лежандра порядка p + 1 = 7. Расчёты
выполнялись на компьютере 2 Alpha 21264, 750 MHz, 2 GB RAM, используя Com-
paq Fortran 77 и тип данных real*16 (complex*32), обеспечивающий 33 значащие
цифры.

Для анализа сходимости схем (21)–(22), применяемых для решения задачи,
на последовательности трёх вдвое сгущающихся временных сеток вычислялись
абсолютная погрешность

Er2(t, j) =
xmax∫
xmin

|ψ(x, t)− ψτj (x, t)|2dx (26)

и коэффициент Рунге [26]

α(t) = log2

∣∣∣∣Er(t, 1)− Er(t, 2)
Er(t, 2)− Er(t, 3)

∣∣∣∣ , (27)
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где индекс j = 1, 2, 3 нумерует решения, полученные для шагов τ , τ/2, τ/4 по
временной переменной, а ψ(x, t) — известное аналитическое решение [2].

В качестве примера на рис. 1 показаны графики Er(t; j), j = 1, 2, 3 для схем с
M = 1, 2, 3. Верхние три кривые соответствуют схеме (21)–(22) сM = 1, средние —
с M = 2 и нижние — с M = 3. Возле каждой тройки кривых показано среднее зна-
чение α по всем значениям α(tk) на сетке Ωτ [0, 10]. В результате подтверждены
теоретические оценки порядка сходимости предложенных схем (21)–(22), соот-
ветственно, второго (M = 1), четвёртого (M = 2) и шестого (M = 3) порядка
точности O(τ2M ).

-0,5 0,0 0,5 1,0

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

Рис. 1. Логарифм абсолютной погрешности lg10 Er(t; j), j = 1, 2, 3 (штрих-пунктирная, пунктир-
ная и сплошная кривые), соответственно для схем второго (2M = 2), четвёртого (2M = 4) и
шестого (2M = 6) порядков.

Заключение

Методика, реализованная в виде символьных алгоритмов в среде MAPLE и
REDUCE, позволяет генерировать многослойные схемы и соответствующие под-
программы в среде FORTRAN численного решения эволюционных задач для
нестационарного уравнения Шрёдингера на конечном интервале с заданной точ-
ностью как по временной, так и по пространственной переменным.

Изучена методика построения дополнительных калибровочных преобразова-
ний для построения более экономичных операторно-разностных схем, которые
для вещественных гамильтонианов редуцируются к алгебраическим задачам с
симметричными матрицами на локальных носителях, что обеспечивает эффек-
тивность применения МКЭ.

На модельном расчёте явно показано строгое соответствие численных оценок
сходимости сгенерированных схем второго, четвёртого и шестого порядка точно-
сти относительно шага равномерной сетки по временной переменной теоретиче-
ским оценкам.

Развитая техника может быть обобщена при решении эволюционных задач
для нелинейных уравнений Шрёдингера [27,28] с использованием симметрийного
формализма групп Ли [29] и итерационных ньютоновских схем [30]. Возможна
также адаптация метода для расчёта динамики атомных систем во внешнем ла-
зерном импульсном поле, т.е. для гамильтониана системы, содержащего быстро
осциллирующие функции от временной переменной.
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UDC 519.633.2, 517.958: 530.145.6

Multi-Layer Schemes for Solving the Time-Dependent
Shrödinger Equation

O. Chuluunbaatar

Joint Institute for Nuclear Research
6, Joliot-Curie str., Dubna, Moscow Region, 141980, Russia

The algorithm based on unitary evolution operator decomposition to generate in a
MAPLE and REDUCE packages multi-layer implicit schemes for numerical solving the
time-dependent Shroedinger equation is presented. The optimal methods for construction
of additional gauge transformations to extract symmetric operators needed for generation
economical algebraic evolution schemes with respect to spatial variables by the finite ele-
ment method are studied. The efficiency of the developed computational schemes till sixth
order with respect to the time step and till seven order with respect to the spatial step, are
demonstrated on the integrable model of oscillator in a time-dependent external field.




