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Решается одномерное уравнение Шрёдингера для ангармонических осцилляторов с
четвёртой, шестой и восьмой степенью нелинейности. Для этих систем найдены энерге-
тические спектры с помощью квантования классических траекторий, вычисленных по
методу Линдштедта–Пуанкаре, методом нормальных форм Депри–Хори, а также с по-
мощью степенных рядов. Выполнено сравнение полученных результатов между собой и
с известными из литературы результатами.
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1. Введение

Основным уравнением нерелятивистской квантовой механики, как известно,
является уравнение Шрёдингера. Однако в явном аналитическом виде его ре-
шения, то есть энергетический спектр и волновые функции даже в одномерном
случае найдены для нескольких видов потенциальной энергии, имеющих теоре-
тическое и практическое значение. Достаточно поразительным фактом является
то, что для ангармонических осцилляторов, которые описываются оператором
Шрёдингера

�̂�𝜇 = −1
2

d2

d𝑥2
+

1
2
𝑥2 + 𝛼𝑥𝜇, (1)

(𝜇 = 4, 6, 8, 𝛼 — параметр) не найдены его собственные значения и функции.
Поэтому для решения уравнения Шрёдингера с произвольным потенциалом и
числом размерности разработаны и применяются различные как приближенные
аналитические, так и прямые численные методы решения уравнения Шрёдингера
(см., например, [1–23]).

Ангармоническим осцилляторам, особенно с потенциалом четвёртой степе-
ни нелинейности, посвящено огромное число работ (см., например, [7, 13–16],
[19, 20, 24]). Это связано с тем, что, несмотря на кажущуюся простоту, эта мо-
дель, с одной стороны, имеет полезные приложения в атомной и молекулярной
физике [10, 25], в квантовой теории поля [26], в теории твёрдого тела [27] и ста-
тистической физике [28], а, с другой стороны, не имеет общего решения для соб-
ственных значений и функций. С математической точки зрения причина слож-
ности нахождения спектра и волновых функций ангармонического осциллятора
в том, что он имеет неизолированную особую точку по параметру нелинейности
𝛼, если рассматривать его в комплексной плоскости [13]. С практической точки
зрения проблема ангармонического осциллятора является испытательным тестом
для проверки новых приближенных методов решения задачи на собственные зна-
чения.

Статья поступила в редакцию 24 июля 2008 г.
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Кроме того, в связи с существованием динамического хаоса в классических си-
стемах (см., например, [29]) возникла необходимость одновременного параллель-
ного исследования как классической функции Гамильтона, так и её квантового
аналога, а потому возродился интерес к старой проблеме квантования классиче-
ских решений.

В связи с появлением мощных вычислительных машин и пакетов компьютер-
ной алгебры как REDUCE, MAPLE, MATHEMATICA и других возникли пер-
спективы реализации методов решения, в частности уравнений Шрёдингера, ра-
нее практически невыполнимых.

В настоящей работе с использованием систем компьютерной алгебры
REDUCE и MAPLE рассмотрены три символьно–численных метода решения
уравнения Шрёдингера

�̂�𝜇𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥) (2)

с дифференциальным оператором (1), где 𝜓(𝑥) — волновая функция, 𝐸 — спектр
оператора (1).

Некоторые задачи квантовой механики допускают достаточно точное, но ме-
нее трудоёмкое решение при описании их уравнениями классической механики
с заданным гамильтонианом и последующим квантованием их решений (см., на-
пример, [8–10]). В настоящей работе для нахождения классических решений был
применён метод Линдштедта–Пуанкаре с последующим квантованием по извест-
ному правилу Бора–Зоммерфельда.

Однако имеются другие подходы к вычислению квантовых характеристик,
которые не требуют непосредственно классических траекторий, как правило, по-
лучаемых численным путём. Одним из таких мощных методов является метод
нормальных форм и его различные варианты (см., например, [17–22, 30]). Су-
щество метода нормальных форм заключается в предварительном каноническом
преобразовании исходного классического гамильтониана с целью приведения его
к более простому виду, который называется нормальной формой. Классические
уравнения движения в новых канонически сопряжённых переменных решаются
тривиальным образом, но основная сложность состоит в трудоёмкости нахожде-
ния нужных канонических преобразований, которые выполняются на персональ-
ных компьютерах при помощи известных программных систем алгебраических
вычислений. В данной работе таким методом также было решено уравнение Шрё-
дингера (1).

Как известно, простым и эффективным методом интегрирования дифферен-
циальных уравнений является поиск решений в виде степенных рядов, с помощью
которого в настоящей работе вычислен энергетический спектр уравнения Шрё-
дингера (1).

2. Квантование классических решений,
найденных по методу Линдштедта–Пуанкаре

В этом разделе решение уравнения Шрёдингера (1)–(2) найдём при помо-
щи квантования классических траекторий, вычисленных по методу Линдштедта–
Пуанкаре. Для этого рассмотрим классический аналог оператора Шрёдингера (1),
то есть функцию Гамильтона:

𝐻(𝑥, 𝑝) =
𝑝2

2
+
𝑥2

2
+ 𝛼𝑥𝜇. (3)

Соответствующее уравнение движения имеет вид:

𝑥′′ + 𝑥+ 𝜇𝛼𝑥𝜇−1 = 0, 𝑥′(𝜏) ≡ d𝑥
d𝜏
. (4)

Согласно методу Линдштедта–Пуанкаре делаем замену

𝜏 =

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜔𝑘

)︃
𝑡,
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где 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑘, . . . — постоянные, выбирая которые соответствующим обра-
зом, можно исключить из решения секулярные члены (слагаемые, неограни-
ченно растущие со временем). При этом само решение ищется в виде ряда

𝑥(𝑡) =
∞∑︀

𝑘=0
𝛼𝑘𝑥𝑘(𝑡). Подставляя этот ряд в уравнение (4), получим систему диффе-

ренциальных уравнений, из которой найдём неизвестные функции 𝑥𝑘(𝑡), а также
частоты 𝜔𝑘. C помощью разработанной программы в среде MAPLE было найдено
для случая 𝜇 = 4 в пятом порядке по параметру 𝛼 следующее решение

𝑥(𝑡) = 𝐴 cos(𝑡− 𝑡0) + 𝛼

(︂
𝐴 cos(𝑡− 𝑡0) +

1

8
𝐴3 cos (3(𝑡− 𝑡0))

)︂
+

+𝛼2

(︂
𝐴 cos (𝑡− 𝑡0) +

(︂
−21

64
𝐴5 +

3

8
𝐴3

)︂
cos (3 (𝑡− 𝑡0))

)︂
+

+𝛼3

(︂
𝐴 cos (𝑡− 𝑡0) +

(︂
471

512
𝐴7 − 105

64
𝐴5 +

3

4
𝐴3

)︂
cos (3 (𝑡− 𝑡0))+

+

(︂
− 43

512
𝐴7 +

5

64
𝐴5

)︂
cos (5 (𝑡− 𝑡0)) +

1

512
𝐴7 cos (7 (𝑡− 𝑡0))

)︂
+

+𝛼4

(︂(︂
7

512
𝐴7 − 65

4096
𝐴9

)︂
cos (7 (𝑡− 𝑡0)) +

1

4096
𝐴9 cos (9 (𝑡− 𝑡0))+

+𝐴 cos (𝑡− 𝑡0) +

(︂
2919

512
𝐴7 − 7797

4096
𝐴9 +

5

4
𝐴3 − 315

64
𝐴5

)︂
cos (3 (𝑡− 𝑡0)) +

+

(︂
15

64
𝐴5 − 301

512
𝐴7 +

335

1024
𝐴9

)︂
cos (5 (𝑡− 𝑡0))

)︂
+

+𝛼5

(︂
1

32768
𝐴11 cos (11 (𝑡− 𝑡0)) +

(︂
7

128
𝐴7 − 585

4096
𝐴9+

+
2747

32768
𝐴11

)︂
cos (7 (𝑡− 𝑡0)) +

1

4096
𝐴9 cos (9 (𝑡− 𝑡0)) +𝐴 cos (𝑡− 𝑡0) +

+

(︂
2919

128
𝐴7 − 70173

4096
𝐴9 +

15

8
𝐴3 − 735

64
𝐴5 +

136113

32768
𝐴11

)︂
cos (3 (𝑡− 𝑡0))+

+

(︂
35

64
𝐴5 − 301

128
𝐴7 +

3015

1024
𝐴9 − 35853

32768
𝐴11

)︂
cos(5 (𝑡− 𝑡0)

)︂
+ . . . . (5)

Постоянную интегрирования 𝑡0 без ограничения общности можно положить
равной нулю, а амплитуду 𝐴 выразить через полную энергию системы 𝐸, решив
в точке поворота уравнение

𝑉 (𝑥) ≡ 1
2
𝑥2 + 𝛼𝑥𝜇 = 𝐸.

Квантование полученных классических решений выполним по традиционному
правилу Бора–Зоммерфельда

1
2𝜋

∮︁
𝑝d𝑥 = 𝑛+

𝑚

4
,

где 𝑝 — импульс, 𝑚 — индекс Маслова, который в нашей задаче равен двум. После
квантования получим уравнение, из которого итерационным способом найдём 𝐸.
В результате получим формулы для спектров 𝐸(𝜇)

𝑛 , 𝜇 = 4, 6, 8 оператора (1):

𝐸(4)
𝑛 = 𝑛+

1

2
+

3

2
𝛼

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

4

)︂
− 17

32
𝛼2
(︀
8𝑛3 + 12𝑛2 + 6𝑛+ 1

)︀
+
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+
375

8
𝛼3

(︂
1

2
𝑛4 + 𝑛3 +

3

4
𝑛2 +

1

4
𝑛+

1

32

)︂
−

−10689

2048
𝛼4
(︀
32𝑛5 + 80𝑛4 + 80𝑛3 + 40𝑛2 + 10𝑛+ 1

)︀
+

+
1313235

256
𝛼5

(︂
4

15
𝑛6 +

4

5
𝑛5 + 𝑛4 +

2

3
𝑛3 +

1

4
𝑛2 +

1

20
𝑛+

1

240

)︂
−

−3132399

32768
𝛼6
(︀
128𝑛7 + 448𝑛6 + 672𝑛5 + 560𝑛4 + 280𝑛3 + 84𝑛2 + 14𝑛+ 1

)︀
+

+
1667581839

2048
𝛼7

(︂
4

7
𝑛7 + 𝑛6 + 𝑛5 +

5

8
𝑛4 +

1

4
𝑛3 +

1

16
𝑛2 +

1

112
𝑛+

1

1792

)︂
. . . ,

𝐸(6)
𝑛 = 𝑛+

1

2
+

3

2
𝛼

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

4

)︂
− 39

32
𝛼2
(︀
8𝑛3 + 12𝑛2 + 6𝑛+ 1

)︀
+ (6)

+
1005

8
𝛼3

(︂
1

2
𝑛4 + 𝑛3 +

3

4
𝑛2 +

1

4
𝑛+

1

32

)︂
−

− 25089

2048
𝛼4
(︀
32𝑛5 + 80𝑛4 + 80𝑛3 + 40𝑛2 + 10𝑛+ 1

)︀
+

+
2218395

256
𝛼5

(︂
4

15
𝑛6 +

4

5
𝑛5 + 𝑛4 +

2

3
𝑛3 +

1

4
𝑛2 +

1

20
𝑛+

1

240

)︂
−

− 3167277

32768
𝛼6
(︀
128𝑛7 + 448𝑛6 + 672𝑛5 + 560𝑛4 + 280𝑛3 + 84𝑛2 + 14𝑛+ 1

)︀
+

+
788569761

2048
𝛼7

(︂
1

7
𝑛8 +

4

7
𝑛7 + 𝑛6 + 𝑛5 +

5

8
𝑛4 +

1

4
𝑛3 +

1

16
𝑛2 +

1

112
𝑛+

1

1792

)︂
. . . ,

𝐸(8)
𝑛 = 𝑛+

1

2
+

3

2
𝛼

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

4

)︂
− 17

32
𝛼2
(︀
8𝑛3 + 12𝑛2 + 6𝑛+ 1

)︀
+

+
375

8
𝛼3

(︂
1

2
𝑛4 + 𝑛3 +

3

4
𝑛2 +

1

4
𝑛+

1

32

)︂
−

− 10689

2048
𝛼4
(︀
32𝑛5 + 80𝑛4 + 80𝑛3 + 40𝑛2 + 10𝑛+ 1

)︀
+

+
1313235

256
𝛼5

(︂
4

15
𝑛6 +

4

5
𝑛5 + 𝑛4 +

2

3
𝑛3 +

1

4
𝑛2 +

1

20
𝑛+

1

240

)︂
−

− 3132399

32768
𝛼6
(︀
128𝑛7 + 448𝑛6 + 672𝑛5 + 560𝑛4 + 280𝑛3 + 84𝑛2 + 14𝑛+ 1

)︀
+

+
1667581839

2048
𝛼7

(︂
1

7
𝑛8 +

4

7
𝑛7 + 𝑛6 + 𝑛5 +

5

8
𝑛4 +

1

4
𝑛3 +

1

16
𝑛2 +

1

112
𝑛+

1

1792

)︂
. . . .

3. Метод квантовых нормальных форм

В этом разделе найдём приближённое решение исходной задачи (1)–(2) при по-
мощи классической и квантовой нормальных форм Депри–Хори. Для этого клас-
сическую функцию Гамильтона, соответствующую оператору Шрёдингера (1),
представим в виде рядов:

𝐻𝜇(𝑥, 𝑝) =
1
2
(𝑝2 + 𝑥2) +

∑︁
𝑘=1

1
𝑘!
𝐻𝑘(𝑥, 𝑝), 𝐻𝑘(𝑥, 𝑝) =

∑︁
𝑙+𝑚=𝑘+2

ℎ𝑙𝑚𝑥
𝑙𝑝𝑚,

где числовые коэффициенты ℎ𝑙𝑚 определяются из выражения (1).
Выполняя ряд канонических преобразований (𝑥, 𝑝) → (𝜉, 𝜂), классическую га-

мильтонову функцию (3) приведём к классической нормальной форме, т.е. найдём



Некоторые символьно–численные методы вычисления энергетических . . . 49

такую функцию Γ(𝜉, 𝜂), что выполняется условие{︂
1
2
(𝜂2 + 𝜉2),Γ(𝜉, 𝜂)

}︂
= 0, (7)

где {*, *} – скобка Пуассона.
Производящую функцию𝑊 (𝑥, 𝑝) канонического преобразования (𝑥, 𝑝) → (𝜉, 𝜂)

и саму нормальную форму Γ(𝜉, 𝜂) будем искать в виде степенных рядов

𝑊 (𝑥(𝜂, 𝜉), 𝑝(𝜂, 𝜉)) =
∞∑︁

𝑘=0

1
𝑘!
𝑊𝑘+1(𝑥(𝜂, 𝜉), 𝑝(𝜂, 𝜉)),

Γ(𝜉, 𝜂) =
∞∑︁

𝑘=0

1
𝑘!

Γ𝑘(𝜉, 𝜂).
(8)

Неизвестные величины 𝑊𝑘 и Γ𝑘 в выражении (8) удовлетворяют уравнению

{𝐻0,𝑊𝑘} = −𝐻𝑘 + Γ𝑘 + 𝑇𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (9)

где 𝐻0 и 𝐻𝑘 – компоненты классической гамильтоновой функции (3), а величины
𝑇𝑘 определяются выражением

𝑇𝑘 =
𝑘−1∑︁
𝑗=1

(︁
𝐶𝑗−1

𝑘−1𝐿𝑗𝐻𝑘−𝑗 + 𝐶𝑗
𝑘−1𝐾𝑗,𝑘−𝑗

)︁
, 𝐾𝑗,𝑖 = 𝐿𝑗Γ𝑖 −

𝑗−1∑︁
𝑚=1

(︁
𝐶𝑚−1

𝑗−1 𝐿𝑚𝐾𝑗−𝑚,𝑖

)︁
,

где 𝐶𝑘
𝑛 — биномиальные коэффициенты, 𝐿𝑗 — оператор Ли, который определяется

через скобки Пуассона: 𝐿𝑗𝑓 = {𝑓,𝑊𝑗}.
Чтобы найти неизвестные компоненты 𝑊𝑘 и Γ𝑘, основное уравнение (9) до-

полним равенством (7), которое определяет нормальную форму. Полученный в
результате полином 𝐻𝑘 + 𝑇𝑘 представим в виде суммы двух однородных поли-
номов 𝑁𝑘 + 𝑅𝑘, удовлетворяющих условиям {𝐻0, 𝑁𝑘} = 0, {𝐻0,𝑊𝑘} ̸= 0. Тогда
из основного уравнения (9) с учётом условия (7) неизвестные компоненты про-
изводящей функции 𝑊𝑘 и нормальной формы Γ𝑘 можно определить следующим
образом: Γ𝑘 = 𝑁𝑘, {𝐻0,𝑊𝑘} = −𝑅𝑘.

Для решения поставленной задачи на собственные значения (1)–(2) удобно
ввести новые комплексные канонически сопряжённые переменные

𝑧 =
1√
2
(𝜂 + 𝑖𝜉), 𝑧* =

1√
2
(𝜂 − 𝑖𝜉)

и выразить классическую нормальную форму через эти переменные.
В настоящей работе классические нормальные формы Депри-Хори для функ-

ции Гамильтона (3) вычислены с помощью программы LINA [30] в среде
REDUCE, которая позволяет получить нормальную форму в любом заданном по-
рядке по параметру 𝛼 и произвольным числом степеней свободы, ограничиваясь
лишь возможностями компьютера. В рассматриваемом случае для гамильтоно-
вой функции (3) классические нормальные формы получены до 30-го порядка
включительно для каждого значения 𝜇 = 4, 6, 8:

Γ(𝜇=4)(𝑧, 𝑧*) = 𝑧𝑧* +
3

2
𝛼(𝑧𝑧*)2 − 17

4
𝛼2(𝑧𝑧*)3 +

375

16
𝛼3(𝑧𝑧*)4 − 10689

64
𝛼4(𝑧𝑧*)5 +

+
87549

64
𝛼5(𝑧𝑧*)6 − 3132399

256
𝛼6(𝑧𝑧*)7 +

2382255977

2048
𝛼7(𝑧𝑧*)8 −

− 1894591925

16384
𝛼8(𝑧𝑧*)9 +

194904116547

16384
𝛼9(𝑧𝑧*)10 . . . ,



50 Флоринский В.В., Чеканов Н.А.

Γ(𝜇=6)(𝑧, 𝑧*) = 𝑧𝑧* +
5

2
𝛼(𝑧𝑧*)3 − 393

16
𝛼2(𝑧𝑧*)5 +

14745

32
𝛼3(𝑧𝑧*)7 −

− 11451165

1024
𝛼4(𝑧𝑧*)9 +

639784665

2048
𝛼5(𝑧𝑧*)11 − 156295858215

16384
𝛼6(𝑧𝑧*)13 +

+
10151223197865

32768
𝛼7(𝑧𝑧*)15 . . . ,

Γ(𝜇=8)(𝑧, 𝑧*) = 𝑧𝑧* +
35

8
𝛼(𝑧𝑧*)4 − 3985

32
𝛼2(𝑧𝑧*)7 +

3424729

512
𝛼3(𝑧𝑧*)10 −

− 3802922305

8192
𝛼4(𝑧𝑧*)13 +

9717845679465

262144
𝛼5(𝑧𝑧*)16 −

− 3392430223186635

104857
𝛼6(𝑧𝑧*)19 +

2518225346266746515

8388608
𝛼7(𝑧𝑧*)22 . . . .

Для нахождения квантовой нормальной формы воспользуемся правилом Вей-
ля [18,19]:

𝑧𝑚𝑧*
𝑛

≡ 𝑧*
𝑛

𝑧𝑚 → 1
2𝑚

𝑚∑︁
𝑙=0

𝑚!
𝑙!(𝑚− 𝑙)!

�̂�+𝑙

�̂�𝑛�̂�+𝑚−𝑙

,

где �̂�+ = 1
𝑖
√

2

(︁
d
d𝜉 − 𝜉

)︁
, �̂� = 1

𝑖
√

2

(︁
d
d𝜉 + 𝜉

)︁
. Тогда собственные значения задачи

Γ̂𝜓(𝜉) = 𝜆𝜓(𝜉) приближённо равны собственным значениям исходного уравне-
ния Шрёдингера (1)–(2). Описанным методом ниже представлены формулы для
энергетических спектров гамильтониана �̂�𝜇 (при 𝜇 = 4, 6, 8 соответственно):

𝐸(𝜇=4)
𝑛 = 𝑛+

1

2
+

3

2
𝛼

(︂
𝑛2 + 𝑛+

1

2

)︂
− 17

4
𝛼2

(︂
𝑛3 +

3

2
𝑛2 + 2𝑛+

3

4

)︂
+

+
375

16
𝛼3

(︂
𝑛4 + 2𝑛3 + 5𝑛2 + 4𝑛+

3

2

)︂
− 10689

64
𝛼4

(︂
𝑛5 +

5

2
𝑛4 + 10𝑛3+

+
25

2
𝑛2 +

23

2
𝑛+

15

4

)︂
+

4289901

64
𝛼5

(︂
1

49
𝑛6 +

3

49
𝑛5+

+
5

14
𝑛4 +

30

49
𝑛3 + 𝑛2 +

69

98
𝑛+

45

196

)︂
− 3132399

256
𝛼6
(︀
𝑛7+

+
7

2
𝑛6 + 28𝑛5 +

245

4
𝑛4 + 154𝑛3 +

343

2
𝑛2 + 132𝑛+

315

8

)︂
+

+
97434424593

1024
𝛼7

(︂
1

818
𝑛8 +

2

409
𝑛7 +

21

409
𝑛6 +

56

409
𝑛5 +

399

818
𝑛4+

+
308

409
𝑛3 + 𝑛2 +

264

409
𝑛+

315

1636

)︂
− 18945961925

16384
𝛼8

(︂
𝑛9 +

9

2
𝑛8 + 60𝑛7+

+ 189𝑛6 + 903𝑛5 +
3591

2
𝑛4 + 3590𝑛3 + 3681𝑛2 +

5067

2
𝑛+

2835

4

)︂
+

+
8161999701201819

32768
𝛼9

(︂
2

41877
𝑛10 +

10

41877
𝑛9 +

5

1269
𝑛8+

+
200

13959
𝑛7 +

112

1269
𝑛6 +

3010

13959
𝑛5 +

2285

3807
𝑛4 +

35900

41877
𝑛3 +

+ 𝑛2 +
2815

4653
𝑛+

175

1034

)︂
− 8240234242929

65536
𝛼10

(︂
𝑛11 +

11

2
𝑛10 + 110𝑛9+

+
1815

4
𝑛8 + 3498𝑛7 + 10164𝑛6 + 37400𝑛5 +

276485

4
𝑛4 +

239327

2
𝑛3 +

+
460647

4
𝑛2 + 73215𝑛+

155925

8

)︂
. . . , (10)
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𝐸(𝜇=6)
𝑛 = 𝑛+

1

2
+

15

8
𝛼

(︂
4

3
𝑛3 + 2𝑛2 +

8

3
𝑛+ 1

)︂
− 393

16
𝛼2

(︂
𝑛5 +

5

2
𝑛4 + 10𝑛3+

+
25

2
𝑛2 +

23

2
𝑛+

15

4

)︂
+

5057535

64
𝛼3

(︂
2

34
𝑛7 +

1

49
𝑛6+

+
8

49
𝑛5 +

5

14
𝑛4 +

44

49
𝑛3 + 𝑛2 +

264

343
𝑛+

45

196

)︂
− 11451165

1024
𝛼4

(︂
𝑛9 +

9

2
𝑛8+

+ 60𝑛7 + 189𝑛6 + 903𝑛5 +
3591

2
𝑛4 + 3590𝑛3 + 3681𝑛2 +

5067

2
𝑛+

+
2835

4

)︂
+

15311774452045

4096
𝛼5

(︂
2

239327
𝑛11 +

1

21757
𝑛10 +

20

21757
𝑛9+

+
165

43514
𝑛8 +

636

21757
𝑛7 +

21757

1848
𝑛6 +

6800

21757
𝑛5 +

2535

43514
𝑛4 +

+𝑛3 +
41877

43514
𝑛2 +

146430

239327
𝑛+

14175

87028

)︂
. . . , (11)

𝐸(𝜇=8)
𝑛 = 𝑛+

1

2
+

35

8
𝛼

(︂
𝑛4 + 2𝑛3 + 5𝑛2 + 4𝑛+

3

2

)︂
−

− 3985

32
𝛼2

(︂
𝑛7 +

7

2
𝑛6 + 28𝑛5 +

245

4
𝑛4 + 154𝑛3 +

343

2
𝑛2 + 132𝑛+

315

5

)︂
+

+
143417376333

1024
𝛼3

(︂
2

41877
𝑛10 +

10

41877
𝑛9 +

5

1269
𝑛8 +

200

13959
𝑛7 +

112

1269
𝑛6+

+
3010

13959
𝑛5 +

2285

3807
𝑛4 +

35900

41877
𝑛3 + 𝑛2 +

2815

4653
𝑛+

175

1034

)︂
−

− 3802922305

8192
𝛼4

(︂
13

2
𝑛12 + 182𝑛11 +

1859

2
𝑛10 +

21021

2
𝑛9 +

161733

4
𝑛8+

+ 234806𝑛7 + 639496𝑛6 + 1992991𝑛5 +
6947083

2
𝑛4 + 5431062𝑛3 +

+
19868823

4
𝑛2 +

11889315

4
𝑛+

6081075

8

)︂
. . . . (12)

Для решения задачи (1)–(2) составлена программа QuantaWeyl в среде Maple,
которая позволяет получать аналитические формулы спектров (10)–(12) в любом
порядке по параметру с учётом возможностей компьютера.
4. Решение уравнения Шрёдингера с помощью

степенных рядов

Исходное уравнение Шрёдингера (1)–(2)

𝜓′′(𝑥) + 2(𝐸 − 𝑉 (𝑥))𝜓(𝑥) = 0, 𝜓(±∞) = 0 (13)

решим с помощью степенных рядов.
Для этого найдём фундаментальную систему решений задачи (13) в следую-

щем виде

𝜓1(𝑥,𝐸) = 1 +
∞∑︁

𝑘=2

𝑎𝑘𝑥
𝑘, 𝜓2(𝑥,𝐸) = 𝑥+

∞∑︁
𝑘=2

𝑏𝑘𝑥
𝑘, (14)

где неизвестные коэффициенты 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 зависят от энергии 𝐸 и находятся под-
становкой рядов (14) в уравнение (13). Первые члены разложения линейно неза-
висимых решений 𝜓1(𝑥,𝐸) и 𝜓2(𝑥,𝐸), число которых в наших расчётах было
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равно 125, имеют следующий вид:
для 𝜇 = 4 :

𝜓1(𝑥,𝐸) = 1− 𝐸𝑥2 +

(︂
𝐸2

6
+

1

12

)︂
𝑥4 +

(︂
−𝐸

3

90
− 7𝐸

180
+
𝛼

15

)︂
𝑥6 +

(︂
𝐸4

2520
+

11𝐸2

2520
−

−4𝛼𝐸

105
+

1

672

)︂
𝑥8 +

(︂
− 𝐸5

113400
− 𝐸3

4536
+

43𝛼𝐸2

9450
+

7𝛼

2700
− 211𝐸

453600

)︂
𝑥10 . . . ,

𝜓2(𝑥,𝐸) = 𝑥− 𝐸

3
𝑥3 +

(︂
𝐸2

30
+

1

20

)︂
𝑥5 +

(︂
− 𝐸3

630
− 13𝐸

1260
+
𝛼

21

)︂
𝑥7 +

(︂
𝐸4

22680
+

+
17𝐸2

22680
− 2𝛼𝐸

189
+

1

1440

)︂
𝑥9 +

(︂
− 𝐸5

1247400
− 𝐸3

35640
+

83𝛼𝐸2

103950
−

− 59𝐸

554400
+

31𝛼

23100

)︂
𝑥11 . . . ;

для 𝜇 = 6 :

𝜓1(𝑥,𝐸) = 1− 𝐸𝑥2 +

(︂
𝐸2

6
+

1

12

)︂
𝑥4 −

(︂
𝐸3

90
+

7𝐸

180

)︂
𝑥6 +

(︂
𝐸4

2520
+

11𝐸2

2520
+

+
𝛼

28
+

1

672

)︂
𝑥8 −

(︂
𝐸5

113400
+

𝐸3

4536
+

211𝐸

453600
+

29𝛼𝐸

1260

)︂
𝑥10 . . . ,

𝜓2(𝑥,𝐸) = 𝑥− 𝐸

3
𝑥3 +

(︂
𝐸2

30
+

1

20

)︂
𝑥5 −

(︂
𝐸3

630
+

13𝐸

1260

)︂
𝑥7 +

(︂
𝐸4

22680
+

+
17𝐸2

22680
+
𝛼

36
+

1

1440

)︂
𝑥9 −

(︂
𝐸5

1247400
+

𝐸3

35640
+

59𝐸

554400
+

13𝛼𝐸

1980

)︂
𝑥11 . . . ;

для 𝜇 = 8 :

𝜓1(𝑥,𝐸) = 1− 𝐸𝑥2 +

(︂
𝐸2

6
+

1

12

)︂
𝑥4 −

(︂
𝐸3

90
+

7𝐸

180

)︂
𝑥6 +

(︂
𝐸4

2520
+

11𝐸2

2520
+

1

672

)︂
𝑥8 −

−
(︂

𝐸5

113400
+

𝐸3

4536
+

211𝐸

453600
+
𝛼

45

)︂
𝑥10 . . . ,

𝜓2(𝑥,𝐸) = 𝑥− 𝐸

3
𝑥3 +

(︂
𝐸2

30
+

1

20

)︂
𝑥5 −

(︂
𝐸3

630
+

13𝐸

1260

)︂
𝑥7 +

(︂
𝐸4

22680
+

+
17𝐸2

22680
+

1

1440

)︂
𝑥9 −

(︂
𝐸5

1247400
+

𝐸3

35640
+

59𝐸

554400
− 𝛼

55

)︂
𝑥11 . . . .

Чтобы общее решение задачи (13) в виде 𝜓(𝑥) = 𝐶1𝜓1(𝑥)+𝐶2𝜓2(𝑥) удовлетво-
ряло краевым условиям, необходимо выбрать произвольные постоянные 𝐶1 и 𝐶2
так, чтобы была совместна система алгебраических уравнений

𝐶1𝜓1(−𝑅,𝐸) + 𝐶2𝜓2(−𝑅,𝐸) = 0,
𝐶1𝜓1(𝑅,𝐸) + 𝐶2𝜓2(𝑅,𝐸) = 0.

(15)

На практике вариацией значения параметра 𝑅 добиваемся совпадения соб-
ственных значений в первых семи десятичных знаках, в частности, для нижних
уровней энергии в наших расчётах 𝑅 ∈ [4, 10; 4, 15].

Приравнивая к нулю определитель системы (15), получим уравнение относи-
тельно 𝐸, корни которого являются собственными значениями задачи (1)–(2).

Заметим, что рассмотренный подход также позволяет найти собственные
функции этой задачи. Для каждого вычисленного корня 𝐸𝑛 система (15) имеет
единственное решение 𝐶(𝑛)

1 и 𝐶
(𝑛)
2 , поэтому волновая функция 𝑛-го энергетиче-

ского уровня имеет вид 𝜓(𝑥)(𝑛) = 𝐶
(𝑛)
1 𝜓1(𝑥) + 𝐶

(𝑛)
2 𝜓2(𝑥).
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5. Результаты численных расчётов

В табл. 1–3 проведены сравнения значений энергетического спектра опера-
тора Шрёдингера, вычисленных в данной работе, с результатами работы [15], в
которой приведены наиболее достоверные значения спектров ангармонических
осцилляторов.

В табл. 1–3 через 𝑛 обозначен номер уровня; 𝐸𝐿𝑃 — соответствующее значе-
ние энергии, полученное по формулам (6); 𝐸𝑁𝐹 — значение энергии, полученное
по формулам (10)–(12); 𝐸𝑃𝑆 — значение энергии, полученное решением краевой
задачи (13); 𝐸𝑄𝑀 — значение энергии, приведённое в работе [15]; 𝜀2,5, 𝜀3,5 и 𝜀4,5 —
относительные отклонения рассчитанных уровней от значений из работы [15]. Как
видно из таблиц, имеется хорошее согласие результатов.

Таблица 1
Сравнение собственных значений оператора (2) при 𝜇 = 4, 𝛼 = 10−3

𝑛 𝐸𝐿𝑃 𝐸𝑁𝐹 𝐸𝑃𝑆 𝐸𝑄𝑀 𝜀2,5 𝜀3,5 𝜀4,5

0 1, 000748 1, 000748 1, 000748 1, 000748 2 · 10−5 10−5 3 · 10−5

1 3, 00336 3, 00373 3, 00374 3, 00373 12 · 10−4 0 2 · 10−4

2 5, 0093 5, 0097 5, 0098 5, 0097 7 · 10−4 2 · 10−5 2 · 10−3

3 7, 0183 7, 0186 7, 019 7, 0186 5 · 10−3 2 · 10−5 0, 017
4 9, 0301 9, 0305 9, 045 9, 0305 4 · 10−3 2 · 10−5 0, 165

Таблица 2
Сравнение собственных значений оператора (2) при 𝜇 = 6, 𝛼 = 10−4

𝑛 𝐸𝐿𝑃 𝐸𝑁𝐹 𝐸𝑃𝑆 𝐸𝑄𝑀 𝜀2,5 𝜀3,5 𝜀4,5

0 1, 000037 1, 00018 1, 00018 1, 00018 0, 014 0 0
1 3, 00033 3, 0013 3, 0013 3, 0013 0, 03 0 0
2 5, 00093 5, 0046 5, 0047 5, 0046 0, 07 0 9 · 10−5

3 7, 00183 7, 011 7, 012 7, 011 0, 13 0 0, 014
4 9, 003 9, 023 9, 033 9, 023 0, 22 0 0, 1

Таблица 3
Сравнение собственных значений оператора (2) при 𝜇 = 8, 𝛼 = 10−5

𝑛 𝐸𝐿𝑃 𝐸𝑁𝐹 𝐸𝑃𝑆 𝐸𝑄𝑀 𝜀2,5 𝜀3,5 𝜀4,5

0 1, 000003 1, 00006 1, 00006 1, 00006 0, 006 0 0
1 3, 00003 3, 00058 3, 00059 3, 00058 0, 02 0 3 · 10−3

2 5, 00009 5, 0026 5, 0027 5, 0026 0, 05 0 2 · 10−3

3 7, 00018 7, 0083 7, 0095 7, 0083 0, 11 0 0, 016
4 9, 000 9, 02 9, 03 9, 02 0, 22 0 0, 12

6. Заключение

В заключение отметим, что рассмотренный метод нормальных форм представ-
ляет некоторый вариант обычной теории возмущений и даёт неплохие результа-
ты при достаточно малых значениях параметра 𝛼 в отличие от метода решения
уравнения Шрёдингера с помощью степенных рядов, который пригоден при про-
извольных значениях этого параметра. Что касается формулы (6), полученной
с использованием метода Линдштедта–Пуанкаре для спектра ангармонического
осциллятора с потенциалом четвёртой степени, то она полностью совпадает с
формулой, полученной методом квантовых нормальных форм в работе [19].
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Some Symbolic-Numeric Methods for Calculation of Energy

Eigenvalues for the Quantum Anharmonic Oscillators

V. V. Florinsky, N. A. Chekanov
Department of Mathematical Analysis

Belgorod State University
308015, Belgorod, Russia

One-dimensional Shrödinger’s equation for the quartic, sextic and octic anharmonical os-
cillators is considered. The energy spectra of this quantum oscillators by the quantization
of classical Lindstedt-Poincare trajectories, by the method of the Deprit–Hori normal forms
and by using the power series are obtained. The comparison of obtained results is performed.




