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В статье исследуется управляемая система с импульсными управлениями в окрест-
ности анормальной точки. Вводится понятие 2-нормальности, которое играет большую
роль при выводе необходимых условий первого и второго порядка для задачи опти-
мального управления. В статье приводятся достаточные условия 2-нормальности. Ис-
следована близость между необходимыми и достаточными условиями экстремума для
2-нормальных траекторий.
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При выводе необходимых условий первого и второго порядка для задачи опти-
мального управления, заключающейся в минимизации некоторого функционала
на множестве допустимых процессов управляемой системы, большую роль играют
понятия регулярности и 2-нормальности в рассматриваемой точке. Поясним суть
этих определений для абстрактного отображения 𝐹 , действующего из заданного
банахова пространства 𝑍 в R𝑘.

Пусть 𝑧 — заданная точка из 𝑍, и отображение 𝐹 дважды непрерывно диф-
ференцируемо в окрестности 𝑧.

Определение 1. Отображение 𝐹 называется регулярным (нормальным) в
точке 𝑧, если

im𝐹 ′(𝑧) = R𝑘, (1)

где im — образ линейного оператора.

Известно, что если отображение 𝐹 регулярно в точке 𝑧, то для него справед-
лива теорема об обратной функции. Кроме того, для задачи минимизации

𝑓0(𝑧) → min, 𝐹 (𝑧) = 0, (2)

где 𝑓0 — заданная гладкая функция, справедлив принцип Лагранжа (при 𝜆0 =
1), а также необходимые условия второго порядка. Если же точка 𝑧 является
анормальной, т.е. im𝐹 ′(𝑧) ̸= R𝑘, то утверждение классической теоремы о неявной
функции, как известно, может не выполняться.

Аналогично, в задаче минимизации (2) принцип Лагранжа является неин-
формативным, то есть выполняется при 𝜆0 = 0 (независимо от минимизируе-
мой функции 𝑓0), а классические необходимые условия второго порядка могут не
выполняться.

Таким образом возникает проблема нахождения условия, более тонкого, чем
условие (1), но которое бы гарантировало локальную разрешимость уравнения
𝐹 (𝑧) = 𝑦 для всех 𝑧, близких к точке 𝑦 = 𝐹 (𝑧), а также наличие содержатель-
ных необходимых условий первого и второго порядка в задаче (2). Это условие
известно и называется условием 2-нормальности (см. [1]). Приведём это условие.
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Обозначим через F2(𝑧) конус, состоящий из таких 𝜆 ∈ R𝑘, 𝜆 ̸= 0, что
𝐹 ′(𝑧)*𝜆 = 0 и в 𝑍 существует линейное подпространство Π = Π(𝜆):

Π ⊆ KerF′(ẑ), codimΠ 6 k;

𝜕2

𝜕𝑧2
⟨𝜆,Φ(𝑧)⟩ [𝑧, 𝑧] > 0 ∀ 𝑧 ∈ Π.

Сразу же отметим, что конус F2(𝑧) может оказаться пустым. Он, например,
заведомо пуст, если отображение Φ нормально в точке 𝑧, так как из (1) вытекает,
что 𝐹 ′(𝑧)*𝜆 ̸= 0 ∀𝜆 ̸= 0. Кроме того, после присоединения к этому конусу нуля
он становится замкнутым, но вовсе не обязан стать выпуклым.

Определение 2. [1] Отображение 𝐹 называется 2-нормальным в точке 𝑧, ес-
ли конус convF2(ẑ) является острым, т.е. не содержит ненулевых подпространств
(случай F2(𝑧) = Ø не исключается, так как пустой конус острый по определению).

Как известно [2], 2-нормальность отображения 𝐹 2-регулярно в точке 𝑧, га-
рантирует разрешимость уравнения 𝐹 (𝑧) = 𝑦 для всех 𝑦, достаточно близких к
𝑦 = 𝐹 (𝑧). Кроме того, в задаче (2) справедливы некоторые необходимые условия
первого и второго порядка, содержательные и в анормальном случае (т.е. когда
im𝐹 ′(𝑧) ̸= R𝑘).

В настоящей работе условие 2-нормальности расшифровывается применитель-
но к управляемым системам.

Рассмотрим задачу оптимального импульсного управления

𝐽 = 𝐽(𝑥1, 𝑢, 𝜇) = 𝑊0(𝑥1, 𝑥2) +
𝑡2∫︁

𝑡1

𝑓0(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)d𝑡+
∫︁

[𝑡1,𝑡2]

𝑔0(𝑡)d𝜇(𝑡) → min, (3)

d𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)d𝑡+𝐺(𝑡)d𝜇(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], (4)

𝑥(𝑡1) = 𝑥1, 𝑥(𝑡2) = 𝑥2, (5)

𝑊 (𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝜇 ∈ K. (6)

Здесь 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] — время, 𝑡1 < 𝑡2 заданы, 𝑥 — фазовая перемен-
ная, принимающая значения в n-мерном арифметическом пространстве R𝑛,
𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚) ∈ R𝑚 — управление, 𝑓 — 𝑛-мерная, 𝑔0 — 𝑘-мерная, 𝐺 — 𝑛×𝑘-
мерная, а 𝑊 — 𝑤-мерная вектор-функции (𝑘, 𝑛,𝑚,𝑤 — натуральные числа), 𝑊0 и
𝑓0 — скалярные функции. Функции 𝑊0 и 𝑊 предполагаются дважды непрерывно
дифференцируемыми, функции 𝑓0 и 𝑓 — дважды дифференцируемыми по 𝑥 и 𝑢
для п.в. 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], а функции 𝑔0 и 𝐺 — непрерывными.

Положим

K =
{︂
𝜇 ∈ 𝐶*

(︁
[𝑡1, 𝑡2]; R𝑘

)︁
: ∀ непрер. 𝜙 : 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾* ∀ 𝑡,∫︁

𝐵

𝜙(𝑡)d𝜇 > 0 ∀ борел. 𝐵 ⊂ [𝑡1, 𝑡2]
}︂
,

где 𝐾 ⊆ R𝑘 — заданный острый выпуклый замкнутый конус, 𝐾* — его сопря-
жённый. Другими словами, 𝜇 — 𝑘-мерная мера Бореля, такая, что 𝜇(𝐵) ⊂ 𝐾 для
любого борелевского множества 𝐵.

В качестве класса допустимых управлений рассматривается множество пар
(𝑢, 𝜇) : 𝜇 ∈ K, 𝑢 ∈ 𝐿𝑚

∞[𝑡1, 𝑡2].
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Тройка (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜇(𝑡)), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], называется допустимым процессом, если
(𝑢(·), 𝜇(·)) — допустимое управление, а 𝑥(·) — соответствующее ему решение урав-
нения (4), удовлетворяющее концевым ограничениям (5), (6):

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡1) +
𝑡∫︁

𝑡1

𝑓(𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜏)d𝜏 +
∫︁

[𝑡1,𝑡]

𝐺(𝜏)d𝜇(𝜏) ∀ 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].

Определим на множествах R𝑛×R𝑚×R1×R𝑛×R1 и R2𝑛×R1+𝑤 гамильтониан
и малый лагранжиан по формулам

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜓, 𝜆0) = ⟨𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝜓⟩ − 𝜆0𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡),

𝑙(𝑥1, 𝑥2, 𝜆) = 𝜆0𝑊0(𝑥1, 𝑥2) +
⟨︀
𝜆1,𝑊 (𝑥1, 𝑥2)

⟩︀
, 𝜆 = (𝜆0, 𝜆1).

Здесь 𝜆0 ∈ R1, 𝜆1 ∈ R𝑤, а 𝜓 — 𝑛-мерный вектор-столбец. Пусть (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) — задан-
ный допустимый процесс.

Определение 3. Процесс (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) удовлетворяет уравнению Эйлера–
Лагранжа, если существует такой вектор 𝜆 ̸= 0, что 𝜆0 > 0 и для вектор-функ-
ции 𝜓, являющейся решением задачи Коши

𝜓̇ = −𝜕𝐻(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡, 𝜓(𝑡))/𝜕𝑥, 𝜓(𝑡1) = 𝜕𝑙(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆)/𝜕𝑥1, (7)

имеет место

𝜕𝐻(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡, 𝜓(𝑡), 𝜆0)/𝜕𝑢 = 0 для п.в. 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2],

𝜓(𝑡2) = −𝜕𝑙(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆)/𝜕𝑥2, (8)

⟨𝜓(𝑡), 𝐺(𝑡)𝑣⟩ − 𝜆0
⟨︀
𝑔0(𝑡), 𝑣

⟩︀
6 0 ∀𝑣 ∈ 𝐾, ∀𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2],

⟨𝜓(𝑡), 𝐺(𝑡)𝑣(𝑡)⟩ − 𝜆0
⟨︀
𝑔0(𝑡), 𝑣(𝑡)

⟩︀
= 0 для 𝜇̂− п.в. 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].

Здесь 𝑣(𝑡) = d𝜇̂
d|𝜇̂|(𝑡) — производная Радона–Никодима, 𝑥̂1 = 𝑥̂(𝑡1), 𝑥̂2 = 𝑥̂(𝑡2).

Обозначим через Λ(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) множество векторов 𝜆, которые отвечают заданной
экстремали (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) в силу уравнений Эйлера–Лагранжа.

Если конус Λ не содержит элемент вида (0, 𝜆1) (т.е. элемент с 𝜆0 = 0), то задача
называется нормальной. В противном случае задачу называют анормальной и
для неё необходимые условия первого порядка выполняются тривиально. При
этом классические необходимые условия второго порядка (см. теорему 1), вообще
говоря, неверны.

Для формулировки условий второго порядка для процесса (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) введём в
рассмотрение систему уравнений в вариациях

d(𝛿𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)𝛿𝑥d𝑡+

𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)𝛿𝑢(𝑡)d𝑡+𝐺(𝑡)d(𝛿𝜇)(𝑡). (9)

Здесь 𝛿𝑢 ∈ 𝐿𝑚
∞[𝑡1, 𝑡2], 𝛿𝜇 ∈ TK(𝜇̂), а решение уравнения в вариациях должно

удовлетворять условию

𝜕𝑊

𝜕𝑥1
(𝑥̂1, 𝑥̂2)𝛿𝑥(𝑡1) = 0,

𝜕𝑊

𝜕𝑥2
(𝑥̂1, 𝑥̂2)𝛿𝑥(𝑡2) = 0. (10)

Пусть 𝜆 ∈ Λ(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂). На пространстве 𝑉 = 𝑅𝑛×𝐿𝑚
∞[𝑡1, 𝑡2] пар (𝜁, 𝛿𝑢) определим

квадратичную форму Ω𝜆 формулой
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Ω𝜆(𝜁, 𝛿𝑢) =
𝜕2𝑙

𝜕(𝑥1, 𝑥2)2
(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆) [(𝛿𝑥(𝑡1), 𝛿𝑥(𝑡2)), (𝛿𝑥(𝑡1), 𝛿𝑥(𝑡2))]−

−
𝑡2∫︁

𝑡1

𝜕2𝐻

𝜕(𝑥, 𝑢)2
(𝑥̂, 𝑢̂, 𝑡, 𝜓) [(𝛿𝑥(𝑡), 𝛿𝑢(𝑡)), (𝛿𝑥(𝑡), 𝛿𝑢(𝑡))] d𝑡.

Здесь и далее 𝛿𝑥 — соответствующее (𝛿𝑢, 𝛿𝜇) решение системы уравнений в вари-
ациях (9) с начальным условием 𝛿𝑥(𝑡1) = 𝜁.

Через 𝒳 обозначим линейное подпространство 𝑋 = 𝑅𝑛 × 𝐿𝑚
∞[𝑡1, 𝑡2] × 𝐶*, со-

стоящее из всех тех (𝜁, 𝛿𝑢, 𝛿𝜇), что решение системы (9) 𝛿𝑥 удовлетворяет гранич-
ным условиям (10). Для произвольного целого неотрицательного числа 𝑟 через
Λ𝑟 = Λ𝑟(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) обозначим множество тех 𝜆 ∈ Λ(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂), для которых индекс
сужения формы Ω𝜆 на подпространство 𝒳 не превышает 𝑟.

Пусть Φ — фундаментальная матрица системы уравнений в вариациях (9), т.е.
Φ является решением однородной системы

d
d𝑡

Φ =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)Φ, Φ(𝑡1) = 𝐼,

Обозначим через 𝑑 размерность ядра блочной матрицы (𝑍*1𝑍
*
2 ), где

𝑍1 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥1
(𝑥̂1, 𝑥̂2) + Φ(𝑡2)

𝜕𝑊

𝜕𝑥2
(𝑥̂1, 𝑥̂2),

𝑍2 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥2
(𝑥̂1, 𝑥̂2)*Φ(𝑡2)*

𝑡2∫︁
𝑡1

Φ−1(𝑡)*
𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)*

𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)Φ−1(𝑡)d𝑡×

× Φ(𝑡2)
𝜕𝑊

𝜕𝑥2
(𝑥̂1, 𝑥̂2).

Приведём необходимые условия слабого локального минимума, полученные
в [2].

Теорема 1. Пусть допустимый процесс (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) является слабым локаль-
ным минимумом в задаче (3)–(6). Тогда Λ𝑑 ̸= Ø и для (𝜁, 𝛿𝑢, 𝛿𝜇) ∈ 𝒳 , таких,
что

𝑡2∫︁
𝑡1

[︂⟨
𝛿𝑥(𝑡),

𝜕𝑓0

𝜕𝑥
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)

⟩
+
⟨
𝛿𝑢(𝑡),

𝜕𝑓0

𝜕𝑢
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)

⟩]︂
d𝑡+

+
∫︁

[𝑡1,𝑡2]

⟨︀
𝑔0(𝑡), 𝛿𝜇̂

⟩︀
+
⟨

𝜕𝑊0

𝜕(𝑥1, 𝑥2)
(𝑥̂1, 𝑥̂2), (𝛿𝑥(𝑡1), 𝛿𝑥(𝑡2))𝑇

⟩
6 0,

имеет место
max

𝜆∈Λ𝑑,|𝜆|=1
Ω𝜆(𝜁, 𝛿𝑢) > 0. (11)

Если экстремаль (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) нормальна, то конус Λ(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) содержит единствен-
ный единичный вектор 𝜆 и теорема 1 гарантирует неотрицательность формы Ω𝜆
на 𝒳 , а это и есть классические необходимые условия второго порядка. Если же
экстремаль анормальна, то может не существовать такого 𝜆 ∈ Λ(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂), что фор-
ма Ω𝜆 неотрицательна на 𝒳 .

Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления

𝑥1(1) → min,
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𝑥̇𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 4

𝑥̇5 = 𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 − 𝑥3𝑢3 − 𝑥4𝑢4, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑥𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, 5, 𝑥5(1) = 0.

Здесь 𝑡 ∈ [0, 1] — время, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) — фазовая переменная,
𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) — управление.

В качестве класса допустимых управлений рассматривается множество изме-
римых существенно ограниченных функций 𝑢 ∈ 𝐿𝑚

∞[𝑡1, 𝑡2].
Определим гамильтониан и малый лагранжиан по формулам

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜓) = 𝜓1𝑢1 + 𝜓2𝑢2 + 𝜓3𝑢3 + 𝜓4𝑢4 + 𝜓5(𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 − 𝑥3𝑢3 − 𝑥4𝑢4),

𝑙(𝑥1, 𝑥2, 𝜆) = 𝜆0𝑥1(1) + 𝜆1
1𝑥1(0) + 𝜆1

2𝑥2(0) + 𝜆1
3𝑥3(0) + 𝜆1

4𝑥4(0) + 𝜆1
5𝑥5(0) + 𝜆1

6𝑥5(1),

𝜆 = (𝜆0, 𝜆1).

Здесь 𝜆0 ∈ R1, 𝜆1 ∈ R6, а 𝜓 — 5-мерный вектор-столбец.
Исследуем на экстремум анормальные процессы (𝑥(·), 𝑢(·)) = (0, 0). Классиче-

ские необходимые условия выполняются на нем с 𝜓𝑖 ≡ 0, 𝑖 = 1, 4, 𝜓5 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Система в вариациях имеет вид

d
d𝑡
𝛿𝑥𝑖 = 𝛿𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 4,

d
d𝑡
𝛿𝑥5 = 0.

Выпишем вторую вариацию

Ω𝜆(𝛿𝑢) = 𝜓5

1∫︁
0

(𝛿𝑥1𝛿𝑢1 + 𝛿𝑥2𝛿𝑢2 − 𝛿𝑥3𝛿𝑢3 − 𝛿𝑥4𝛿𝑢4)d𝑡 =

=
𝜓5

2

1∫︁
0

(︁
( ˙𝛿𝑥2

1) + ( ˙𝛿𝑥2
2)− ( ˙𝛿𝑥2

3)− ( ˙𝛿𝑥2
4)
)︁

d𝑡 =

=
𝜓5

2
(︀
𝛿𝑥2

1(1) + 𝛿𝑥2
2(1)− 𝛿𝑥2

3(1)− 𝛿𝑥2
4(1)

)︀
.

Отсюда следует, что классические необходимые условия второго порядка для этой
задачи не выполняются.

Пример 2. Обозначим через 𝑄 : R𝑛 × R𝑛 → R𝑘 билинейное симметричное
отображение, удовлетворяющее двум условиям:

a) существует 𝑦 ∈ R𝑘: 𝑄(𝑥) ̸= 𝑦∀𝑥 ∈ R𝑛, где 𝑄(𝑥) = 𝑄[𝑥, 𝑥];
b) не существует такого ненулевого вектора 𝜆 ∈ R𝑘, что ⟨𝜆,𝑄(𝑥)⟩ > 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛.

(Примером отображения, удовлетворяющего условиям a), b), является отображе-
ние 𝑄 : R3 × R3 → R3, 𝑄[𝑥, 𝑦] = (𝑥1𝑦2, 𝑥2𝑦3, 𝑥3, 𝑦1).)

Выберем любое 𝑎 /∈ 𝑄(R𝑛). Рассмотрим задачу

𝑧(0) → min, 𝑥̇ = 𝑧𝑢, 𝑦̇ = 𝑧(2𝑄[𝑥, 𝑢] + 𝑎), 𝑧̇ = 0, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = −𝑎, 𝑦(1) = 0.

Здесь 𝑥, 𝑢 ∈ R𝑛, 𝑦 ∈ R𝑘, 𝑧 ∈ R1. Тогда

𝑦(1) = −𝑎+
1∫︁

0

d
d𝑡
𝑧𝑄[𝑥, 𝑥]d𝑡+ 𝑧𝑎 = 𝑎(𝑧 − 1) + 𝑧𝑄[𝑥(1), 𝑥(1)] = 0.
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Но так как 𝑎 /∈ 𝑄(R𝑛), то из последнего соотношения следует, что 𝑧 = 1. Значит,
процесс (𝑥̂(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑢̂(𝑡)) = (0, 𝑡𝑎, 1, 0) является решением задачи.

Определим гамильтониан 𝐻 = 𝜓1𝑧𝑢 + 𝜓2𝑧(2𝑄[𝑥, 𝑢] + 𝑎). Из условия стацио-
нарности (8) имеем 𝜓1 ≡ 0, а в силу (7) 𝜓2 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Система в вариациях имеет
вид

d
d𝑡
𝛿𝑥 = 𝛿𝑢,

d
d𝑡
𝛿𝑦 = 𝛿𝑧 𝑎,

d
d𝑡
𝛿𝑧 = 0.

Выпишем вторую вариацию

Ω𝜆(𝛿𝑢) = 2
1∫︁

0

𝜓2𝑄[𝛿𝑥, 𝛿𝑢]d𝑡 = 2𝜓2

1∫︁
0

𝑄

[︂
𝛿𝑥,

d
d𝑡
𝛿𝑥

]︂
d𝑡 = 𝜓2𝑄[𝛿𝑥(1), 𝛿𝑥(1)].

Из условия b) следует, что квадратичная форма Ω𝜆 не будет неотрицательно
определена ни для какого 𝜓2 ̸= 0. Это значит, что классические необходимые
условия второго порядка для этой задачи не выполняются.

Пусть экстремаль (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) анормальна (т.е. 𝑑 > 0). Тогда если 𝑐𝑜𝑛𝑣Λ𝑑 — вы-
пуклая оболочка конуса Λ𝑑 — содержит ненулевое подпространство, то условие
(11) выполняется автоматически, так как максимум зависящей от переменной 𝜆
линейной функции по множеству, содержащему одновременно два вектора 𝜆̄ и
(−𝜆̄), неотрицателен. Таким образом, если конус 𝑐𝑜𝑛𝑣Λ𝑑 не является острым, то
условие (11) содержательной информации не несёт. Выделим класс экстремалей,
для которых условие (11) содержательно.

Для управляемой системы (2)–(4) определим гамильтониан и малый лагран-
жиан по формулам

𝐻̃(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜓) = ⟨𝜓, 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)⟩ , 𝑙̃(𝑥1, 𝑥2, 𝜆
1) =

⟨︀
𝜆1,𝑊 (𝑥1, 𝑥2)

⟩︀
.

Для допустимого процесса (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) обозначим через ℱ(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) = ℱ множество
тех 𝜆1 ∈ R𝑤, 𝜆1 ̸= 0, для которых существует абсолютно непрерывная вектор-
функция 𝜓 = 𝜓𝜆1(·), являющаяся решением задачи Коши

𝜓̇ = −𝜕𝐻̃(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡, 𝜓(𝑡))/𝜕𝑥, 𝜓(𝑡1) = 𝜕𝑙̃(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆
1)/𝜕𝜎, (12)

такая, что

𝜓(𝑡2) = −𝜕𝑙̃(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆
1)/𝜕𝑥2, 𝜕𝐻̃(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡, 𝜓(𝑡), 𝜆0)/𝜕𝑢 = 0 для п.в. 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2],

⟨𝜓(𝑡), 𝐺(𝑡)𝑣⟩ 6 0 ∀𝑣 ∈ 𝐾, ∀𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2],

⟨𝜓(𝑡), 𝐺(𝑡)𝑣(𝑡)⟩ = 0 для 𝜇̂− п.в. 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].

Здесь 𝑣(𝑡) = d𝜇̂
d|𝜇̂|(𝑡) — производная Радона-Никодима, 𝑥̂1 = 𝑥̂(𝑡1), 𝑥̂2 = 𝑥̂(𝑡2).

Предположим, что ℱ ̸= Ø. Для 𝜆1 ∈ ℱ определим на 𝒳 квадратичную форму
формулой

Ω̃𝜆1(𝜁, 𝛿𝑢, 𝛿𝜇) =
𝜕2 𝑙̃

𝜕(𝑥1, 𝑥2)2
(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆) [(𝛿𝑥(𝑡1), 𝛿𝑥(𝑡2)), (𝛿𝑥(𝑡1), 𝛿𝑥(𝑡2))]−

−
𝑡2∫︁

𝑡1

𝜕2𝐻̃

𝜕(𝑥, 𝑢)2
(𝑥̂, 𝑢̂, 𝑡, 𝜓𝜆1) [(𝛿𝑥(𝑡), 𝛿𝑢(𝑡)), (𝛿𝑥(𝑡), 𝛿𝑢(𝑡))] d𝑡.

Для натурального числа 𝑟 через ℱ2,𝑟(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) = ℱ2,𝑟 обозначим множество тех
𝜆1 ∈ ℱ , для которых индекс сужения формы Ω̃𝜆1 на подпространство 𝒳 не пре-
вышает 𝑟.
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Определение 4. Допустимый процесс (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) называется 2-нормальным, ес-
ли конус 𝑐𝑜𝑛𝑣ℱ2,𝑟(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) является острым.

Из лемм 1 и 2 из [1] естественно вытекает, что 2-нормальность в смысле опре-
деления 4 означает ни что иное как 2-нормальность введённого ранее отображе-
ния 𝐹 в точке 𝑧 = (𝑥̂1, 𝑢̂(·), 𝜇̂(·)). Приведём достаточные условия 2-нормальности,
полученные в [3].

Предположим, что рассматриваемое управление 𝑢̂(𝑡) является кусочно-
гладким, т.е. имеет на отрезке [𝑡1, 𝑡2] конечное число 𝑝 точек разрыва 𝜏1, . . . , 𝜏𝑝, и
на каждом из отрезков [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1] оно бесконечно дифференцируемо.

Определим векторные поля 𝑓(𝑥, 𝑡) и 𝑓𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) на R𝑛+1 формулами:

𝑓 = 𝑐𝑜𝑙(𝑓(𝑥, 𝑢̂(𝑡), 𝑡), 1), 𝑓𝑢𝑖 = 𝑐𝑜𝑙(𝜕𝑓(𝑥, 𝑢̂(𝑡), 𝑡)/𝜕𝑢𝑖, 0).

Положим 𝑏𝑖𝑠(𝑡) = (𝑎𝑑𝑠(𝑓)𝑓𝑢𝑖)(𝑥̂(𝑡)), 𝑖 = 1,𝑚, где

𝑎𝑑0(𝑓)𝑓𝑢𝑖 = 𝑓𝑢𝑖 , 𝑎𝑑𝑠(𝑓)𝑓𝑢𝑖 =
𝜕𝑓𝑢𝑖

𝜕𝑥
𝑎𝑑𝑠−1𝑓 − 𝜕𝑎𝑑𝑠−1𝑓

𝜕𝑥
𝑓𝑢𝑖 .

Обозначим через B𝑠(𝑡) (𝑛×𝑚)-матрицу со столбцами, полученными из 𝑏𝑖𝑠 удале-
нием (𝑛+ 1)-й координаты. Для целого 𝑠 > 0 рассмотрим систему уравнений

d(𝛿𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)𝛿𝑥d𝑡+ (−1)𝑠B𝑠(𝑡)𝛿𝑢(𝑡)d𝑡+𝐺(𝑡)d(𝛿𝜇)(𝑡). (13)

Через 𝒳𝑠 обозначим линейное подпространство 𝑋, состоящее из всех тех
(𝜁, 𝛿𝑢, 𝛿𝜇), что решение системы (11) 𝛿𝑥 удовлетворяет граничным условиям (8).
Для целого 𝑠 > 0 на пространстве 𝒳𝑠 определим квадратичную форму

Ω̃(𝑠)
𝜆1 (𝜁, 𝛿𝑢, 𝛿𝜇) =

𝜕2 𝑙̃

𝜕(𝑥1, 𝑥2)2
(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆) [(𝛿𝑥(𝑡1), 𝛿𝑥(𝑡2)), (𝛿𝑥(𝑡1), 𝛿𝑥(𝑡2))]−

−
𝑡2∫︁

𝑡1

(︃
𝜕2𝐻̃

𝜕𝑥2
(𝑥̂, 𝑢̂, 𝑡, 𝜓𝜆1) [𝛿𝑥, 𝛿𝑥] + (−1)𝑠+1 · 2

⟨
𝜕

𝜕𝑥

d𝑠

d𝑡𝑠
𝜕𝐻̃

𝜕𝑢
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡, 𝜓𝜆1)*𝛿𝑥, 𝛿𝑢

⟩)︃
d𝑡.

Положим

𝛾(𝑠) =

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑖𝑛𝑑Δ

(︂(︂
𝜕

𝜕𝑥

d𝑗−1

d𝑡𝑗−1

𝜕𝐻̃

𝜕𝑢

)︂*
B𝑗−1

)︂
𝜏𝑖

+𝑖𝑛𝑑

(︂
𝜕

𝜕𝑥

d𝑗−1

d𝑡𝑗−1

𝜕𝐻̃

𝜕𝑢
(𝑡2)

*B𝑗−1(𝑡2)

)︂
. (14)

Здесь Δ𝑀𝜏 = 𝑀(𝜏 + 0)−𝑀(𝜏 − 0) — скачок матрицы 𝑀 в точке 𝜏 , а через 𝑖𝑛𝑑𝑄
обозначен индекс квадратичной формы, определяемой симметричной матрицей
𝑄. Отметим, что все матрицы, входящие в (12), симметричны.

Теорема 2 (Достаточные условия 2-нормальности). Пусть для некоторого
𝑟 конус 𝑐𝑜𝑛𝑣ℱ2,𝑟 не является острым. Тогда существует такое 𝜆̄1 ∈ ℱ2,𝑟, что
для любого целого 𝑠 > 0 выполняются условия:

1) для решения сопряжённого уравнения (10) 𝜓, соответствующего вектору
𝜆̄1, имеет место

𝜕

𝜕𝑢

d𝑠

d𝑡𝑠
𝜕𝐻̃

𝜕𝑢
(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡, 𝜓(𝑡)) = 0 ∀𝑡 /∈ {𝜏1, . . . , 𝜏𝑝};

2) существует такое подпространство 𝑌𝑠 ⊆ 𝒳𝑠, что

𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚𝑌𝑠 6 (𝑘 − 𝛾(𝑠) + 1)(𝑟 − 𝛾(𝑠)) 6 𝑟(𝑘 + 1)

и
Ω̃(𝑠)

𝜆̄1 (𝜁, 𝛿𝑢, 𝛿𝜇) = 0 ∀(𝜁, 𝛿𝑢, 𝛿𝜇) ∈ 𝑌𝑠;

3) 𝛾(𝑠) 6 𝑟.
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Выше было отмечено, что если конус 𝑐𝑜𝑛𝑣Λ𝑑 в теореме 1 не является ост-
рым, то необходимое условие (9) выполняется тривиальным образом и не несёт
содержательной информации. Приводимая ниже теорема показывает, что в 2-
нормальном случае это не так. Оказывается, что в этом случае «зазор» между
необходимыми условиями из теоремы 1 и достаточными условиями локального
минимума в некотором смысле неулучшаем.

Определение 5. Допустимый процесс (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) называется конечномерным
минимумом, если для любого содержащего точку 𝑢̂ конечномерного подпростран-
ства 𝑅1 ⊂ 𝐿𝑚

∞[𝑡1, 𝑡2] и любого содержащего точку 𝜇̂ конечномерного подпростран-
ства 𝑅2 ⊂ 𝐶* процесс (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) является локальным минимумом в задаче (3)–(6) с
дополнительным ограничением 𝑢(·) ∈ 𝑅1, 𝜇(·) ∈ 𝑅2.

Поясним введённое определение. Задача (3)–(6) с дополнительным ограниче-
нием 𝑢(·) ∈ 𝑅1, 𝜇(·) ∈ 𝑅2 является задачей условной минимизации на конеч-
номерном векторном подпространстве. Как известно, в произвольном конечно-
мерном векторном пространстве существует единственная отделимая векторная
топология, т.е. топология, превращающая его в отделимое векторное топологи-
ческое пространство. Рассматривая конечномерные векторные подпространства,
мы считаем их наделёнными этой (единственной отделимой векторной) тополо-
гией. Именно относительно указанной топологии и подразумевается локальность
минимума в участвующей в определении конечномерной задаче. Отметим, что
введённый конечномерный минимум слабее других рассматривающихся в теории
оптимального управления типов минимума.

Предположим, что концевые ограничения регулярны, т.е.
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝜕𝑊

𝜕(𝑥1,𝑥2)
(𝑥̂1, 𝑥̂2) = 𝑤.

Теорема 3. Предположим, что допустимый процесс (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) является 2-
нормальным для задачи (3)–(6) и для него выполняются необходимые условия
второго порядка из теоремы 1.

Предположим также, что матрица 𝜕𝑓(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)/𝜕𝑢 имеет ранг 𝑚 при
почти всех 𝑡 и существует непрерывная 𝑛-мерная функция 𝜉 такая, что
𝜉(𝑡)𝐺(𝑡) ≡ 0 и 𝜉(𝑡)𝜕𝑓

𝜕𝑢(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡) = 0 для п.в. 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].Тогда существуют такие
вектор 𝑣 ∈ R𝑤 и вектор-функция 𝛽(𝑡) ∈ 𝐿𝑛

∞[𝑡1, 𝑡2], что для любого 𝜀 > 0 тройка
(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) доставляет строгий конечномерный минимум в следующей возмущён-
ной задаче:

𝑊0(𝑥1, 𝑥2) + 𝜀|(𝑥1, 𝑥2)− (𝑥̂1, 𝑥̂2)|2+

+
𝑡2∫︁

𝑡1

(︀
𝑓0(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) + 𝜀|𝑥(𝑡)− 𝑥̂(𝑡)|2

)︀
d𝑡+

∫︁
[𝑡1,𝑡2]

𝑔0(𝑡)d𝜇(𝑡) → min, (15)

d𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)d𝑡+ 𝜀𝛽(𝑡)|𝑥(𝑡)− 𝑥̂(𝑡)|2d𝑡+𝐺(𝑡)d𝜇(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], (16)

𝑊 (𝑥1, 𝑥2) + 𝜀𝑣|(𝑥1, 𝑥2)− (𝑥̂1, 𝑥̂2)|2 = 0, 𝜇 ∈ K. (17)
Доказательство. В силу 2-нормальности процесса (𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) конус

𝑐𝑜𝑛𝑣Λ𝑑(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) является острым, поэтому его поляра (Λ𝑑(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂))0 имеет
непустую внутренность.

Возьмём произвольное 𝑣 ∈ 𝑖𝑛𝑡 (Λ𝑑(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂))0. Рассмотрим конус 𝐸 =
(𝜆0, 𝑒) : 𝑒 = 𝜕𝑙(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆)/𝜕𝑥1. Покажем, что конус 𝑐𝑜𝑛𝑣𝐸 острый. Предполо-
жим противное. Тогда по теореме Каратеодори ∃𝜆𝑖 = (0, 𝑦𝑖) ∈ Λ𝑑(𝑥̂, 𝑢̂, 𝜇̂) :∑︀

𝑖
𝜕𝑙(𝑥̂1,𝑥̂2,𝜆𝑖)

𝜕𝑥1
= 0, откуда 𝜕𝑙(𝑥̂1,𝑥̂2,𝜆)

𝜕𝑥1
= 0, где 𝜆 =

∑︀
𝑖 𝜆𝑖, причём 𝜆0 = 0, 𝜆 ̸= 0

в силу остроты конуса 𝑐𝑜𝑛𝑣Λ𝑑. Поэтому в силу (7) и (8) 𝜕𝑙(𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝜆)/𝜕𝑥2 = 0, от-
куда в силу регулярности концевых ограничений 𝜆 = 0. Полученное противоречие
доказывает остроту конуса 𝑐𝑜𝑛𝑣𝐸.

Возьмём (𝜆0, 𝑒) ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝐸0). Пусть (𝛽0, 𝛽) — решение задачи Коши

𝛽̇0 =
⟨
𝜕𝑓0

𝜕𝑥
(𝑡), 𝛽

⟩
, 𝛽̇ =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑡)𝛽, 𝛽0(0) = 𝜆0, 𝛽(0) = −𝑒.
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Легко видеть, что
⟨︀
(𝛽0(𝑡), 𝛽(𝑡)), (𝜆0,−𝜓(𝑡))

⟩︀
≡ 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для любого решения за-

дачи (7). Уменьшая по модулю (𝜆0, 𝑒), добьёмся того, чтобы |𝛽0(𝑡)| < 1. Тогда
𝜆0 − ⟨𝜓(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ > 0 ∀𝑡 для любого решения задачи (7). Кроме того, из полно-
ты ранга матриц 𝜕𝑓(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡)/𝜕𝑢 и из существования функции 𝜉 такой, что
𝜉(𝑡)𝐺(𝑡) ≡ 0 и 𝜉(𝑡)𝜕𝑓

𝜕𝑢(𝑥̂(𝑡), 𝑢̂(𝑡), 𝑡) = 0 для п.в. 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] вытекает, что для реше-
ний системы (9) если 𝛿𝑥 = 0, то 𝛿𝑢 = 0. Поэтому в силу (11) для возмущённой
задачи (13)–(15) выполнены достаточные условия строгого конечномерного ми-
нимума [1, теорема 7.2]. Теорема доказана.
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In this paper controlled system with impulsive controls in the neighborhood of abnormal
point is investigated. The concept of 2-normality which plays a greater role in the course
of derivation of the first and second order necessary conditions for optimal control problem
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