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Настоящее исследование посвящено анализу распространения нелинейных волн дефор-
маций в физически нелинейной упругой цилиндрической оболочке, содержащей вязкую
несжимаемую жидкость. Волновые процессы в упругой цилиндрической оболочке без
взаимодействия с жидкостью ранее исследованы с позиций теории солитонов. Нали-
чие жидкости потребовало разработки новой математической модели и компьютерного
моделирования процессов, происходящих в рассматриваемой системе.
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1. Введение
Приведение систем алгебраических, дифференциальных и разностных урав-

нений к канонической форме, называемой базисом Грёбнера, представляет собой
качественный аналитический метод исследования соответствующих математиче-
ских моделей.

В частности, при поиске частных решений дифференциальных уравнений ме-
тодом неопределённых коэффициентов возникают переопределённые системы ал-
гебраических уравнений. Построение базиса Грёбнера позволяет проверить сов-
местность системы, определить, обладает ли система конечным или бесконечным
числом решений, а в ряде случаев построить решения в явном виде.

Не для всех моделей, описываемых уравнениями в частных производных, уда-
ется построить аналитические решения и в этом случае для их исследования мож-
но применять численные эксперименты на соответствующих разностных схемах.
Так, для построения разностных схем из первоначально заданных базовых раз-
ностных соотношений, аппроксимирующих исходную систему дифференциаль-
ных уравнений, строится базис Грёбнера разностного идеала. Из этого базиса,
иногда в нелинейном и всегда в линейном случае, можно извлечь разностную схе-
му, которую невозможно построить традиционными методами генерации разност-
ных схем. Зачастую такие разностные схемы обладают уникальными свойствами,
хорошо передающими физику процессов, описываемых исходными дифференци-
альными уравнениями.

Кроме того, знание базиса Грёбнера дает возможность проверить совместность
исходных разностных соотношений, определить произвол в решении, посчитав
полином Гильберта, и, применяя специальный вид допустимого упорядочения
при его построении, получить другое представление первоначальных разностных
соотношений.

В представленной работе данная техника будет использована, в качестве при-
мера, для анализа распространения нелинейных волн деформаций в упругих фи-
зически нелинейных цилиндрических оболочках, содержащих вязкую несжимае-
мую жидкость.

Статья поступила в редакцию 27 мая 2012 г.
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2. Постановка задачи гидроупругости и построение
математической модели методом возмущений

Волновые процессы в упругой цилиндрической оболочке без взаимодействия с
жидкостью ранее исследованы в [1,2] с позиций теории солитонов. Получим урав-
нение динамики, описывающее волну деформации, с учетом наличия жидкости
в оболочке с помощью асимптотических методов для решения связанной задачи
гидроупругости с соответствующими граничными условиями. Рассмотрим беско-
нечно длинную упругую цилиндрическую оболочку, внутри которой находится
вязкая несжимаемая жидкость. Уравнения движения вязкой несжимаемой жид-
кости и уравнения неразрывности в цилиндрической системе координат 𝑟, 𝜗, 𝑥
записываются в случае осесимметричного течения в виде [3]
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На границах с оболочками выполняются условия прилипания жидкости

𝑉𝑟 = −
𝜕𝑊

𝜕𝑡
, 𝑉𝑥 =

𝜕𝑈

𝜕𝑡
при 𝑟 = 𝑅1 −𝑊. (2)

Здесь 𝑡 — время; 𝑉𝑟, 𝑉𝑥 — проекции вектора скорости жидкости на оси цилиндри-
ческой системы координат; 𝑝 — давление; 𝜌 — плотность; 𝜈 — кинематический
коэффициент вязкости; 𝑈 — продольное упругое перемещение оболочек по оси
𝑥; 𝑊 — прогиб, положительный к центру кривизны оболочки; 𝑅1 — внутренний
радиус оболочки.

Записывая уравнения движения элемента цилиндрической оболочки в пере-
мещениях для модели Кирхгофа–Ляве, считаем материал нелинейно-упругим с
кубической зависимостью интенсивности напряжений 𝜎1 от интенсивности де-
формаций 𝑒1 [4, 5]

𝜎1 = 𝐸𝑒1 −𝑚𝑒31. (3)
Здесь 𝐸 — модуль Юнга; 𝑚 — константа материала, определяемая из опытов на
растяжение или сжатие.

Уравнения динамики физически нелинейной оболочки с учетом (3) записыва-
ются в виде [5]
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(4)

Здесь 𝜌0 – плотность материала оболочки; 𝜇0 — коэффициент Пуассона; 𝑅 — ра-
диус срединной поверхности оболочки; ℎ0 — толщина оболочки (ℎ0/2 = 𝑅−𝑅1);
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𝑐0 =
√︀
𝐸/[𝜌0(1− 𝜇2

0)] — скорость звука в материале оболочки; 𝑞𝑥, 𝑞𝑛 — напряже-
ния со стороны жидкости.

Если снести напряжения на невозмущенную поверхность оболочки (𝑊 ≪ 𝑅),
то можно считать, что поверхностные напряжения со стороны жидкости опреде-
ляются формулами
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Принимая за характерную длину — длину волны 𝑙, перейдем к безразмерным
переменным для исследования уравнений (4)
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Положим
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где 𝜀≪ 1 — малый параметр в задаче (4).
Применим метод двухмасштабных асимптотических разложений, вводя неза-

висимые переменные в виде

𝜉 = 𝑥* − 𝑐𝑡*, 𝜏 = 𝜀𝑡*, (8)

где 𝑐 — безразмерная неизвестная скорость волны, 𝜏 — внутренняя переменная,
а зависимые переменные представим в виде разложения по малому параметру 𝜀

𝑢1 = 𝑢10 + 𝜀𝑢11 + . . . 𝑢3 = 𝑢30 + 𝜀𝑢31 + . . . (9)

Для определения правой части уравнения (4) ведем безразмерные переменные
и параметры
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Подставляя (10) в уравнения гидродинамики (1) и граничные условия (2), пред-
ставим безразмерные скорость и давление в виде разложения по малому пара-
метру 𝜆

𝑣𝑥 = 𝑣0𝑥 + 𝜆𝑣1𝑥 + . . . , 𝑣𝑟 = 𝑣0𝑟 + 𝜆𝑣1𝑟 + . . . , 𝑃 = 𝑃 0 + 𝜆𝑃 1 + . . . (11)

С принятой точностью по 𝜆, 𝜓, 𝜀 положим 𝑅1 ≈ 𝑅 и окончательно получим
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Легко видеть, что замена

𝜕𝑢10
𝜕𝜉

= 𝑐𝜙, 𝜂 = 𝑐1𝜉, 𝑡 = 𝑐2𝜏 (13)

позволяет записать уравнение (12) в виде
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𝜕3𝜙

𝜕𝜂3
− 6𝜙2𝜕𝜙

𝜕𝜂
− 𝜎𝜙 = 0. (14)

Здесь 𝜎 = +1 (при 𝜇0 < 1/2 — неорганические материалы), 𝜎 = −1 (при 𝜇0 >
1/2 — живые организмы) и 𝜎 = 0 (при 𝜇0 = 1/2 — резина).

Постоянные 𝑐, 𝑐1, 𝑐2 определяются при подстановке (13) в (12) и имеют вид
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В случае отсутствия жидкости последнее слагаемое в уравнении (14) исчезает,
переходит в МКдВ и имеет точное частное решение в виде кинк–антикинк

𝜙 = ±𝑘 tan(𝑘(𝜂 + 𝜂0) + 2𝑘3𝑡). (15)

Эти решения при 𝑡 = 0 можно взять в качестве начальных условий при решении
задачи Коши для уравнения (14).

3. Компьтерное моделирование
В работах [6–8] развит подход к построению разностных схем, основанный

на построении переопределенной системы разностных уравнений, получаемой из
аппроксимации интегральных законов сохранения и интегральных соотношений,
связывающих искомые функции и их производные. В результате разностная схе-
ма определяется как условие совместности для данной системы. Таким образом
получается разностная схема метода конечных объемов, автоматически обеспечи-
вающая выполнение интегральных законов сохранения по областям, составлен-
ным из базовых конечных объемов.

Запишем уравнение (14) в интегральной форме∮︁
𝜕Ω

(2𝜙3 − 𝜙𝜂𝜂)d𝑡+ 𝜙𝑑𝜂 −
∫︁∫︁

Ω

𝜎𝜙d𝑡d𝜂 = 0 (16)

для любой области Ω. Для перехода к дискретной формулировке сопоставим 𝑢𝑛𝑗 =
𝜙(𝑡𝑛, 𝜂𝑗) и выберем в качестве базового контур, показанный на рис. 1.

Добавим интегральные соотношения

𝜂𝑗+1∫︁
𝜂𝑗

𝑢𝜂d𝜂 = 𝑢(𝑡, 𝜂𝑗+1)− 𝑢(𝑡, 𝜂𝑗),

𝜂𝑗+1∫︁
𝜂𝑗

𝑢𝜂𝜂d𝜂 = 𝑢𝜂(𝑡, 𝜂𝑗+1)− 𝑢𝜂(𝑡, 𝜂𝑗).

(17)
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j j + 1 j + 2

n

n+ 1

Рис. 1. Базовой контур для уравнения (16)

Используя для интегрирования по времени и по четным производным по 𝜂
формулу трапеций, а по нечетным производным по 𝜂 формулу среднего значения,
и полагая 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = 𝜏 , 𝜂𝑗+1 − 𝜂𝑗 = ℎ, перепишем соотношения (16), (17) в виде(︁(︁
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+

+ (𝑢𝑛+1
𝑗+1 − 𝑢

𝑛
𝑗+1) · 2ℎ− 𝜎(𝑢𝑛+1

𝑗+1 + 𝑢𝑛𝑗+1) · ℎ𝜏 = 0,

(𝑢𝜂
𝑛
𝑗+1 + 𝑢𝜂

𝑛
𝑗 ) ·

ℎ

2
= 𝑢𝑛𝑗+1 − 𝑢𝑛𝑗 ,

𝑢𝜂𝜂
𝑛
𝑗+1 · 2ℎ = 𝑢𝜂

𝑛
𝑗+2 − 𝑢𝜂

𝑛
𝑗 .

Используем пакет [9] для построения базисов Грёбнера в случае разностных
идеалов [10], реализованный в системе компьютерной алгебры Maple [11].

> restart:
> libname:=libname, "/usr/local/lib/LDA"":

> with(LDA):

> L:=[((2*F(n,j)+2*F(n+1,j)-2*F(n,j+2)-2*F(n+1,j+2)) -
> (uxx(n,j)+uxx(n+1,j)-uxx(n,j+2)-uxx(n+1,j+2)))*tau/2+
> (u(n+1,j+1)-u(n,j+1))*2*h - sigma*(u(n+1,j+1)+u(n,j+1))*h*tau,
> (ux(n,j+1)+ux(n,j))*h/2-(u(n,j+1)-u(n,j)),
> 2*uxx(n,j+1)*h-(ux(n,j+2)-ux(n,j))];

𝐿 := [1/2 (2𝐹 (𝑛, 𝑗) + 2𝐹 (𝑛+ 1, 𝑗)− 2𝐹 (𝑛, 𝑗 + 2)− 2𝐹 (𝑛+ 1, 𝑗 + 2)

− 𝑢𝑥𝑥 (𝑛, 𝑗)− 𝑢𝑥𝑥 (𝑛+ 1, 𝑗) + 𝑢𝑥𝑥 (𝑛, 𝑗 + 2) + 𝑢𝑥𝑥 (𝑛+ 1, 𝑗 + 2)) 𝜏

+ 2 (𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 1)− 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 1))ℎ− 𝜎 (𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 1) + 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 1))ℎ𝜏,

1/2 (𝑢𝑥 (𝑛, 𝑗 + 1) + 𝑢𝑥 (𝑛, 𝑗))ℎ− 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 1) + 𝑢 (𝑛, 𝑗) ,

2𝑢𝑥𝑥 (𝑛, 𝑗 + 1)ℎ− 𝑢𝑥 (𝑛, 𝑗 + 2) + 𝑢𝑥 (𝑛, 𝑗)]

Поскольку пакет [9] работает только в случае линейных разностных идеалов,
а исходное дифференциальное уравнение (14) нелинейно, заменим нелинейную
часть введением дополнительной функции 𝐹 . За счет выбора допустимого лек-
сикографическое упорядочение сначала по функциям 𝑢𝑥𝑥 ≻ 𝑢𝑥 ≻ 𝑢 ≻ 𝐹 , затем
по переменным 𝑛, 𝑗, нелинейная часть не будет входить в лидирующие мономы
системы при построении базиса Грёбнера.

> JanetBasis(L, [n,j], [uxx,ux,u,F],2);
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[[−𝜏 𝑢 (𝑛, 𝑗) + 2 𝜏 𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 1) +
(︀
4ℎ3 − 2ℎ3𝜎 𝜏

)︀
𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 2)

− 𝜏 𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗) + 2 𝜏 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 1) +
(︀
−4ℎ3 − 2ℎ3𝜎 𝜏

)︀
𝑢 (𝑛, 𝑗 + 2)

− 2 𝜏 𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 3)− 2 𝜏 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 3) + 𝜏 𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 4) + 𝜏 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 4)

− 2ℎ2𝜏 𝐹 (𝑛+ 1, 𝑗 + 3) + 2ℎ2𝜏 𝐹 (𝑛+ 1, 𝑗 + 1)− 2ℎ2𝜏 𝐹 (𝑛, 𝑗 + 3) + 2ℎ2𝜏 𝐹 (𝑛, 𝑗 + 1) ,

ℎ𝑢𝑥 (𝑛, 𝑗 + 1) + ℎ𝑢𝑥 (𝑛, 𝑗)− 2𝑢 (𝑛, 𝑗 + 1) + 2𝑢 (𝑛, 𝑗) , ℎ2𝑢𝑥𝑥 (𝑛, 𝑗 + 1)− 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 2)

+ 2𝑢 (𝑛, 𝑗 + 1)− 𝑢 (𝑛, 𝑗) ,−ℎ2𝜏 𝑢𝑥𝑥 (𝑛+ 1, 𝑗)− ℎ2𝜏 𝑢𝑥𝑥 (𝑛, 𝑗) + 𝜏 𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 3)

− 2 𝜏 𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 2) +
(︀
4ℎ3 − 2ℎ3𝜎 𝜏 + 𝜏

)︀
𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 1) + 𝜏 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 3)

− 2 𝜏 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 2) +
(︀
−4ℎ3 + 𝜏 − 2ℎ3𝜎 𝜏

)︀
𝑢 (𝑛, 𝑗 + 1)− 2ℎ2𝜏 𝐹 (𝑛+ 1, 𝑗 + 2)

+ 2ℎ2𝜏 𝐹 (𝑛+ 1, 𝑗)− 2ℎ2𝜏 𝐹 (𝑛, 𝑗 + 2) + 2ℎ2𝜏 𝐹 (𝑛, 𝑗)], [𝑛, 𝑗], [𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥, 𝑢, 𝐹 ]]

> collect(\%[1,1]/(4*tau*h**3),[tau,h,sigma]);(︂
−1

2
𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 2)− 1

2
𝑢 (𝑛, 𝑗 + 2)

)︂
𝜎

+
−1

2 𝐹 (𝑛+ 1, 𝑗 + 3) + 1
2 𝐹 (𝑛, 𝑗 + 1) + 1

2 𝐹 (𝑛+ 1, 𝑗 + 1)− 1
2 𝐹 (𝑛, 𝑗 + 3)

ℎ

+
1

ℎ3

(︂
−1

4
𝑢 (𝑛, 𝑗) +

1

2
𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 1)− 1

2
𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 3)

− 1

4
𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗) +

1

2
𝑢 (𝑛, 𝑗 + 1) +

1

4
𝑢 (𝑛, 𝑗 + 4)− 1

2
𝑢 (𝑛, 𝑗 + 3)

+
1

4
𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 4)

)︂
+
𝑢 (𝑛+ 1, 𝑗 + 2)− 𝑢 (𝑛, 𝑗 + 2)

𝜏

В результате получим следующую разностную схему для уравнения (14), ана-
логичную схеме Кранка–Николсона для уравнения теплопроводности

𝑢𝑛+1
𝑗 − 𝑢𝑛𝑗

𝜏
− 2

(𝑢3
𝑛+1
𝑗+1 − 𝑢3

𝑛+1
𝑗−1 ) + (𝑢3

𝑛
𝑗+1 − 𝑢3

𝑛
𝑗−1)

4ℎ
+

+
(𝑢𝑛+1
𝑗+2 − 2𝑢𝑛+1

𝑗+1 + 2𝑢𝑛+1
𝑗−1 − 𝑢

𝑛+1
𝑗−2 ) + (𝑢𝑛𝑗+2 − 2𝑢𝑛𝑗+1 + 2𝑢𝑛𝑗−1 − 𝑢𝑛𝑗−2)

4ℎ3
−

− 𝜎
𝑢𝑛+1
𝑗 + 𝑢𝑛𝑗

2
= 0.

Полученные неявные разностные схемы имеют кубическую нелинейность для
следующего временного слоя. При построении решения использована следующая
линеаризация

𝑣3𝑘+1 = 𝑣3𝑘+1 − 𝑣3𝑘 + 𝑣3𝑘 = (𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)(𝑣2𝑘+1 + 𝑣𝑘+1𝑣𝑘 + 𝑣2𝑘) + 𝑣3𝑘 ≈ 𝑣𝑘+1 · 3𝑣2𝑘 − 2𝑣3𝑘.

Количество итераций для достижения точности 10−12 на следующем временном
слое, как правило, не превышало 3. Шаг по времени 𝑡 брался равным половине
шага по переменной 𝜂. Программа расчета была написана на языке Python с
использованием пакета SciPy [12].

Результаты проведенного компьютерного моделирования представлены на
рис. 2–4. Расчеты позволяют сделать следующие выводы. Наличие жидкости в
оболочке приводит к существенному изменению характера распространения в ней
продольных волн деформаций. Если в оболочке нет жидкости (эквивалентно усло-
вию 𝜎 = 0), уединённая волна (кинк) движется, сохраняя свою первоначальную
форму и скорость (см. рис. 2).

Наличие жидкости в оболочке из неорганических материалов (𝜎 = 1) ведет к
росту амплитуды волны (рис. 3). Таким образом, можно утверждать, что жид-
кость способствует постоянной дополнительной «подпитке» энергией (из источ-
ника первоначального возбуждения), обеспечивающей рост амплитуды.
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Рис. 2. График численного решения уравнения (14) с начальным условием
(15) при 𝜎 = 0.0, 𝑘 = 0.2 и для 𝑡 = 0.0 . . . 375.45
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Рис. 3. График численного решения уравнения (14) с начальным условием
(15) при 𝜎 = 1.0, 𝑘 = 0.2 и для 𝑡 = 0.0 . . . 1.88

Наличие жидкости в оболочке из органических материалов (живые организ-
мы, что соответствует 𝜎 = −1) ведет к быстрому уменьшению амплитуды волны,
т.е. к её затуханию (рис. 4). Для поддержки процесса распространения волны
необходимо периодическое её возбуждение.

4. Заключение
Проведенное моделирование с использованием компьютерной алгебры позво-

лило выявить особенности поведения волн деформаций в физически нелинейной
упругой цилиндрической оболочке, содержащей вязкую несжимаемую жидкость.
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Рис. 4. График численного решения уравнения (14) с начальным условием
(15) при 𝜎 = −1.0, 𝑘 = 0.2 и для 𝑡 = 0.0 . . . 1.88

Использование базиса Грёбнера для генерации разностной схемы при числен-
ном решении задачи Коши для нелинейного уравнения в частных производных
третьего порядка по пространственной переменной позволило получить результат
расчета без осцилляций, вызываемых численной реализацией. Численная схема
также была протестирована на точном решении для 𝜎 = 0 (см. рис. 2).

Полученный расчет показал влияние вязкой несжимаемой жидкости на по-
ведение нелинейной волны деформации в оболочке в зависимости от величины,
характеризующей материал оболочки — коэффициента Пуассона:

– рост амплитуды волны для неорганических материалов,
– падения амплитуды волны для живых организмов,
– отсутствие влияния жидкости для несжимаемых материалов, таких как ре-

зина.
Следует отметить, что все результаты справедливы для оболочки очень малого

радиуса, а частности, для мелких кровеносных сосудов.
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The present investigation is devoted to the analysis of non-linear deformation waves
propagation in physically non-linear elastic cylinder shell, containing viscous incompressible
liquid. Wave processes in elastic cylinder shell without interaction with liquid were investigated
earlier on the basis of soliton theory. The presence of liquid needs development of a new
mathematical model and computer modeling of the processes, taking place in the system.
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