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Получена однозначная разрешимость обратной задачи определения неизвестной правой
части в многомерном недивергентном параболическом уравнении. В качестве дополни-
тельной информации задаётся интеграл от решения по времени с некоторой заданной
весовой функцией. Приведены примеры обратных задач, для которых применимы полу-
ченные в работе результаты.
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1. Введение. Постановка обратной задачи
В работе изучается однозначная разрешимость обратной задачи определения

пары функций {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑥)}, удовлетворяющих в 𝑄 ≡ [0, 𝑇 ]× Ω уравнению

𝜌(𝑡, 𝑥)𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)𝑢𝑥𝑖 + 𝑑(𝑡, 𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡, 𝑥), (1)

краевым условиям

𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ Γ ≡ {0} × Ω ∪ [0, 𝑇 ]× 𝜕Ω, (2)

а также дополнительному условию

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡 = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. (3)

Здесь Ω — ограниченная область в 𝑅𝑛 с гладкой границей 𝜕Ω; 𝜌(𝑡, 𝑥), 𝑎𝑖𝑗(𝑥), 𝑏𝑖(𝑥),
𝑑(𝑡, 𝑥), 𝑔(𝑡, 𝑥), 𝜒(𝑡), 𝜙(𝑥) — заданные функции.

Близкие обратные задачи при других предположениях на входные данные и
другими методами изучались ранее в [1–6] и др.

В настоящей работе установлены достаточные условия, при которых решение
обратной задачи (1)–(3) существует и единственно.

Используемые в работе пространства Лебега, Соболева и Гёльдера с соот-
ветствующими нормами будем понимать в общепринятом смысле (см., напри-
мер, [7, 8]).

Во всех дальнейших рассуждениях мы будем предполагать, что функции, вхо-
дящие в исходные данные задачи (1)–(3), измеримы и удовлетворяют следующим
условиям:

(𝐴) 0 < 𝜌1 6 𝜌(𝑡, 𝑥) 6 𝜌2, |𝜌𝑡| 6 𝐾𝜌, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄;
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𝑎1|𝜉|2 6
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 6 𝑎2|𝜉|2, 𝑥 ∈ Ω, 𝜉 ≡ (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝑅𝑛; |𝜉| =

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉|2
)︃ 1

2

;

𝑎𝑖𝑗(𝑥) = 𝑎𝑗𝑖(𝑥), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑥 ∈ Ω;

(𝐵) |𝑏𝑖(𝑥)| 6 𝐾𝑏, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑥 ∈ Ω, −𝑑1 6 𝑑(𝑡, 𝑥) 6 𝑑2, |𝑔(𝑡, 𝑥)| 6 𝐾𝑔, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄;

(𝐶) 𝜒(𝑡) ∈𝑊 1
1 ([0, 𝑇 ]), ‖𝜒(𝑡)‖𝐿1([0,𝑇 ]) 6 𝐾𝜒, ‖𝜒′(𝑡)‖𝐿1([0,𝑇 ]) 6 𝐾

*
𝜒,⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝑇∫︁

0

𝑔(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 𝑔0 > 0;

(𝐷) 𝜙(𝑥) ∈𝑊 2
∞(Ω), 𝜙(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω;⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜙𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐾𝜙,

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)𝜙𝑥𝑖(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐾*

𝜙, 𝑥 ∈ Ω.

Здесь 𝜌1, 𝜌2, 𝑎1, 𝑎2,𝐾𝜒,𝐾𝑔, 𝑔0 = const > 0; 𝐾𝜙,𝐾
*
𝜙,𝐾𝑏, 𝑑1, 𝑑2 = const > 0.

Положим
𝐾𝑑 = max {𝑑1, 𝑑2} . (4)

Определение 1. Обобщённым решением задачи (1)–(3) будем называть пару
функций {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑥)}, 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 1,2

2 (𝑄)
⋂︀
𝐶0,𝛼(𝑄), 𝛼 = const ∈ (0, 1), 𝑓(𝑥) ∈

𝐿∞(Ω) такую, что эта пара удовлетворяет уравнению (1) почти всюду в 𝑄, а
функция 𝑢(𝑡, 𝑥) удовлетворяет условиям (2), (3).

Хорошо известно, что при выполнении только условий (𝐴) и (𝐵) (и при 𝑓(𝑥) ∈
𝐿∞(Ω)) при 𝑛 > 1 невозможно получить априорную оценку в 𝐿2(𝑄) старших
производных решения 𝑢(𝑡, 𝑥) прямой задачи (1)–(2), и, следовательно, доказать
разрешимость прямой задачи в пространстве 𝑊 1,2

2 (𝑄). Требуется наложить те
или иные дополнительные требования на старшие коэффициенты уравнения (1),
например, условие непрерывности (см., например, [8]) или условие типа Корде-
са (см., например, [9]). Предположив, что выполнено одно из указанных допол-
нительных условий на старшие коэффициенты уравнения (1), мы в следующем
пункте устанавливаем однозначную разрешимость обратной задачи (1)–(3).

2. Основной результат. Существование и единственность
решения обратной задачи (1)–(3)

Предположим сначала, что при 𝑛 > 1 дополнительно к условиям (𝐴) − (𝐷)
выполнено ещё условие

(𝐴′) 𝑎𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶(Ω), 𝜌(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝑄).

Рассмотрим прямую задачу (1)–(2) с 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω). Тогда в силу условий (𝐴),
(𝐴′), (𝐵) можно применить результаты из [8, с. 388], согласно которым существует
единственное решение 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈𝑊 1,2

𝑞 (𝑄) (для любого 𝑞 > 2) прямой задачи (1)–(2),
причём для него справедлива оценка

‖𝑢‖𝑊 1,2
𝑞 (𝑄) 6 𝑐1. (5)
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Поскольку, как было отмечено, число 𝑞 в (5) может быть выбрано любым из
промежутка [2,∞), то в силу известных теорем вложения 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶0,𝛼(𝑄) при
некотором 𝛼 ∈ (0, 1) и справедлива оценка

|𝑢|𝐶0,𝛼(𝑄) 6 𝑐2. (6)

В оценках (5), (6) 𝑐1 и 𝑐2 – положительные константы, зависящие от входных
данных задачи (1)–(2), а также от 𝑞 и от ‖𝑓‖𝐿∞(Ω). Кроме того, в силу принципа
максимума (см., например, [7, с. 60–61]) для этого решения справедлива также
оценка

|𝑢(𝑡, 𝑥)| 6𝑀𝑓 ≡
(︀
𝑒𝜆𝑙 − 1

)︀ 𝐾𝑔

𝜌1
𝑒(𝑑1𝑇 )/𝜌1‖𝑓‖𝐿∞(Ω), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, (7)

где 𝑙 — размер области Ω в направлении оси 𝑥1, а 𝜆 = const > 0, для которой

𝑎11(𝑥)

𝜌(𝑡, 𝑥)
𝜆2 +

𝑏1(𝑥)

𝜌(𝑡, 𝑥)
𝜆 > 1. (8)

Предположим теперь, что при 𝑛 > 1 вместо условия (𝐴′) дополнительно к
(𝐴)− (𝐷) выполнено условие

(𝐴′′)
(︁ 𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

ess sup
𝑄

(︁ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜌(𝑡, 𝑥)

)︁2
+ 1
)︁⧸︁(︁ 𝑛∑︁

𝑖=1

ess inf
𝑄

𝑎𝑖𝑖(𝑥)

𝜌(𝑡, 𝑥)
+ 1
)︁2
6

1

𝑛+ 𝜀
,

(︁ 𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

ess sup
Ω

𝑎2𝑖𝑗(𝑥)
)︁⧸︁(︁ 𝑛∑︁

𝑖=1

ess inf
Ω

𝑎𝑖𝑖(𝑥)
)︁2
6

1

𝑛− 1 + 𝜀

при некотором 𝜀 ∈ (0, 1) (см. [9, 10]).

Замечание 1. Неравенства, входящие в (𝐴′′), являются условиями типа Кор-
деса, характеризующими близость главной части уравнения (1) к оператору теп-
лопроводности 𝑢𝑡 −△𝑢.

Рассмотрим снова прямую задачу (1)–(2) с 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω). Тогда в силу ре-
зультатов работы [9] с учётом п.4 из работы [11] существует единственное ре-
шение 𝑢(𝑡, 𝑥) прямой задачи (1)–(2) из пространства 𝑊 1,2

2 (𝑄), причём для него
справедлива оценка

‖𝑢‖𝑊 1,2
2 (𝑄) 6 𝑐3. (9)

Кроме того, из результатов [12, с. 120, 142] следует, что 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶0,𝛼(𝑄) при
некотором 𝛼 ∈ (0, 1) и справедлива оценка (6).

Заметим, что для формального применения результатов из [12] требуется, что-
бы 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈𝑊 1,2

𝑞 (𝑄) при 𝑞 > 𝑛+1. Однако это требование легко обойти. Именно,
сгладим коэффициенты уравнения (1) с помощью средних функций. Нетрудно
проверить, что условие (𝐴′′) типа Кордеса останется справедливым и для «сгла-
женного» уравнения. Получим оценки (9) и (6) для решения 𝑢ℎ(𝑡, 𝑥) «сглажен-
ного» уравнения (они не будут зависеть от параметра сглаживания ℎ). Затем
перейдём к пределу при ℎ→∞ и воспользуемся единственностью решения 𝑢(𝑡, 𝑥)
из пространства 𝑊 1,2

2 (𝑄) исходной задачи (1)–(2) (см. [9]). Как и выше, для ре-
шения 𝑢(𝑡, 𝑥) задачи (1)–(2) будет также справедлива оценка (7).

В дальнейшем при 𝑛 > 1 будем предполагать выполненным одно из условий
(𝐴′) или (𝐴′′), так что прямая задача однозначно разрешима для любой функции
𝑓(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω).
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Замечание 2. При 𝑛 = 1 однозначная разрешимость прямой задачи (1)–(2)
без условий (𝐴′) или (𝐴′′) следует из [13].

Рассмотрим обратную задачу (1)–(3) и выведем операторное уравнение для
неизвестной функции 𝑓(𝑥). Умножим уравнение (1) на 𝜒(𝑡) и проинтегрируем по
отрезку [0, 𝑇 ]. Учитывая условия (2), (3) и предположения (𝐴), (𝐶), (𝐷), приходим
к соотношению

𝑓(𝑥) =
1

𝐺(𝑥)

{︁
𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢(𝑇, 𝑥)+

𝑇∫︁
0

[𝑑(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)−𝜌𝑡(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)−𝜌(𝑡, 𝑥)𝜒′(𝑡)]𝑢(𝑡, 𝑥)d𝑡−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜙𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)𝜙𝑥𝑖(𝑥)
}︁
, (10)

где 𝐺(𝑥) ≡
∫︀ 𝑇
0
𝑔(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡, так что в силу условия (𝐶) |𝐺(𝑥)| > 𝑔0 > 0.

Введём линейный оператор 𝒜 : 𝐿∞(Ω)→ 𝐿∞(Ω) по формуле

𝒜(𝑓) =
1

𝐺(𝑥)

{︁
𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢(𝑇, 𝑥)+

𝑇∫︁
0

[𝑑(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)−𝜌𝑡(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)−𝜌(𝑡, 𝑥)𝜒′(𝑡)]𝑢(𝑡, 𝑥)d𝑡
}︁
, (11)

где 𝑢(𝑡, 𝑥) – обобщённое решение прямой задачи (1)–(2) с заданной функцией
𝑓(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω) в правой части уравнения (1).

В силу условий (𝐴) − (𝐷), а также (𝐴′) или (𝐴′′) ( если 𝑛 > 1) оператор 𝒜
действительно действует из 𝐿∞(Ω) в 𝐿∞(Ω), а соотношение (10) можно переписать
в виде

𝑓 = 𝒜(𝑓) + 1

𝐺(𝑥)

{︁
−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜙𝑥𝑖𝑥𝑗 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)𝜙𝑥𝑖

}︁
. (12)

Лемма 1. Пусть выполнены условия (𝐴)− (𝐷), а также (𝐴′) или (𝐴′′), ес-
ли 𝑛 > 1. Тогда для того, чтобы пара {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑥)} была обобщённым решением
задачи (1)–(3), необходимо и достаточно, чтобы эта пара удовлетворяла соот-
ношениям (1), (2), (12).

Доказательство. Необходимость доказана выше при выводе соотношения (12).
Докажем достаточность. Пусть 𝑓*(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω) является решением уравнения

(12). Рассмотрим функцию 𝑢*(𝑡, 𝑥) как единственное обобщённое решение прямой
задачи (1)–(2) с выбранной функцией 𝑓(𝑥) = 𝑓*(𝑥) в правой части уравнения (1).
Положим

𝜙*(𝑥) =

𝑇∫︁
0

𝑢*(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡. (13)

Тогда 𝜙*(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (Ω)

⋂︀
𝐶0,𝛼(Ω). Повторяя рассуждения, приведённые выше при

выводе (10) (в этих рассуждениях достаточно, чтобы 𝜙*(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (Ω)

⋂︀
𝐶0,𝛼(Ω)),

приходим к соотношению

𝑓*(𝑥)𝐺*(𝑥) = 𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢*(𝑇, 𝑥) +

𝑇∫︁
0

[𝑑(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)− 𝜌𝑡(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)− 𝜌(𝑡, 𝑥)𝜒′(𝑡)]𝑢*(𝑡, 𝑥)d𝑡−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜙
*
𝑥𝑖𝑥𝑗

(𝑥) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)𝜙
*
𝑥𝑖
(𝑥). (14)
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С другой стороны, 𝑓*(𝑥) является решением уравнения (12), поэтому учитывая
определение оператора 𝒜 в (11), имеем

𝑓*(𝑥)𝐺(𝑥) = 𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢*(𝑇, 𝑥)+

𝑇∫︁
0

[𝑑(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)−𝜌𝑡(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)−𝜌(𝑡, 𝑥)𝜒′(𝑡)]𝑢*(𝑡, 𝑥)d𝑡−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜙𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)𝜙𝑥𝑖(𝑥). (15)

Заметим, что из определения функции 𝜙*(𝑥) в (13) и условия (𝐷) следует, что

𝜙*(𝑥) = 0, 𝜙(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω. (16)

Положим 𝜓(𝑥) = 𝜙(𝑥)−𝜙*(𝑥). Тогда, вычитая (14) из (15) и учитывая (16), по-
лучаем, что 𝜓(𝑥) ∈𝑊 2

2 (Ω)
⋂︀
𝐶0,𝛼(Ω) является в Ω обобщённым решением краевой

задачи

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜓𝑥𝑖𝑥𝑗 +
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)𝜓𝑥𝑖 = 0, 𝜓(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

Поэтому 𝜓(𝑥) ≡ 0 в Ω: при выполнении условия (𝐴′) это следует из [14, с. 225], при
выполнении условия (𝐴′′) – из [10], а при 𝑛 = 1 – из [14, с. 173]. Следовательно,
пара {𝑢*(𝑡, 𝑥), 𝑓*(𝑥)} является обобщённым решением обратной задачи (1)–(3).
Лемма 1 доказана. �

Теорема 1. Пусть выполнены условия (𝐴) − (𝐷), а также (𝐴′) или (𝐴′′),
если 𝑛 > 1. Положим

𝑚 =
(︀
𝑒𝜆𝑙 − 1

)︀ 𝐾𝑔

𝑔0𝜌1
𝑒(𝑑1𝑇 )/𝜌1

(︀
𝐾𝑑𝐾𝜒 +𝐾𝜌𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾

*
𝜒 + 𝜌2|𝜒(𝑇 )|

)︀
, (17)

где 𝐾𝑑 из (4), 𝜆 удовлетворяет условию (8). Пусть выполнено неравенство

𝑚 < 1. (18)

Тогда обобщённое решение {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑥)} задачи (1)–(3) существует и единствен-
но, причём справедливы оценки

‖𝑓‖𝐿∞(Ω) 6
𝐾𝜙 +𝐾*

𝜙

(1−𝑚)𝑔0
(19)

|𝑢(𝑡, 𝑥)| 6
(︀
𝑒𝜆𝑙 − 1

)︀ 𝐾𝑔

𝜌1
𝑒(𝑑1𝑇 )/𝜌1

𝐾𝜙 +𝐾*
𝜙

(1−𝑚)𝑔0
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄. (20)

Доказательство. В силу определения оператора 𝒜 в (11), с учётом условий
(𝐴)− (𝐷) и оценки (7), имеем, что для любого 𝑥 ∈ Ω

|𝒜(𝑓)(𝑥)| 6 1

𝐺(𝑥)

{︁
|𝜌(𝑇, 𝑥)||𝜒(𝑇 )||𝑢(𝑇, 𝑥)|+

+

𝑇∫︁
0

|𝑑(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)− 𝜌𝑡(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)− 𝜌(𝑡, 𝑥)𝜒′(𝑡)||𝑢(𝑡, 𝑥)|d𝑡
}︁
6

6
1

𝑔0

(︀
𝐾𝑑𝐾𝜒 +𝐾𝜌𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾

*
𝜒 + 𝜌2|𝜒(𝑇 )|

)︀
𝑀𝑓 .
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Учитывая определение 𝑀𝑓 в (7) и 𝑚 в (17), получаем отсюда, что

‖𝒜(𝑓)‖𝐿∞(Ω) 6
1

𝑔0

(︀
𝐾𝑑𝐾𝜒 +𝐾𝜌𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾

*
𝜒 + 𝜌2|𝜒(𝑇 )|

)︀
×

×
(︀
𝑒𝜆𝑙 − 1

)︀ 𝐾𝑔

𝜌1
𝑒(𝑑1𝑇 )/𝜌1‖𝑓‖𝐿∞(Ω) ≡ 𝑚‖𝑓‖𝐿∞(Ω). (21)

В силу (18) 𝑚 < 1, поэтому оператор 𝒜 является сжимающим оператором
в 𝐿∞(Ω). Следовательно, уравнение (12) имеет единственное решение 𝑓(𝑥) ∈
𝐿∞(Ω), причём в силу (21) с учётом условия (𝐷) для 𝑓(𝑥) справедлива оцен-
ка (19). Пусть 𝑢(𝑡, 𝑥) – решение прямой задачи (1)–(2) с найденной 𝑓(𝑥) в правой
части уравнения (1), которое существует, поскольку при 𝑛 > 1 выполнено одно
из условий (𝐴′) или (𝐴′′). В силу (7) и (8) для 𝑢(𝑡, 𝑥) справедлива оценка (20),
а в силу леммы 1 пара {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑥)} является обобщённым решением обратной
задачи (1)–(3).

Докажем единственность решения обратной задачи (1)–(3). Пусть, вопреки
утверждению теоремы 1, существует два различных обобщённых решения
{𝑢(1)(𝑡, 𝑥), 𝑓 (1)(𝑥)} и {𝑢(2)(𝑡, 𝑥), 𝑓 (2)(𝑥)} этой задачи. Тогда обязательно

𝑓 (1)(𝑥) ̸≡ 𝑓 (2)(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙], (22)

иначе и 𝑢(1)(𝑡, 𝑥) ≡ 𝑢(2)(𝑡, 𝑥) в силу единственности решения прямой задачи (1)–
(2) (при 𝑛 > 1 – в случае выполнения условия (𝐴′) (см. [8, с. 388]) и в случае
выполнения условия (𝐴′′) (см. [9]), а при 𝑛 = 1 – см. [13]). Но в силу леммы 1 𝑓 (1)(𝑥)
и 𝑓 (2)(𝑥) являются решениями операторного уравнения (12), и соотношение (22)
противоречит тому, что оператор 𝒜 является сжимающим. Теорема доказана. �

3. Некоторые примеры

Приведём примеры обратных задач, для которых справедлива доказанная в
работе теорема существования и единственности.

Пример 1. Рассмотрим в 𝑄 = [0, 𝑇 ]× [0, 𝑙] (𝑛 = 1, Ω = (0, 𝑙)) обратную задачу(︂
2 + sin

𝑥𝑡

𝑇

)︂
𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥)𝑢𝑥 + 𝑑(𝑡, 𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (23)

𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ Γ; (24)

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)d𝑡 = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙], (25)

с произвольными функциями 𝑏(𝑥), 𝑑(𝑡, 𝑥), 𝜙(𝑥), удовлетворяющими условиям (𝐵)
и (𝐷), при условии, что константы 𝐾𝑏, 𝐾𝑑 не зависят от 𝑙 и 𝑇 .

Заметим, что условие (25) имеет простой физический смысл: это взятие сред-
него по времени от функции 𝑢(𝑡, 𝑥).

Очевидно, для задачи (23)–(25) выполнены условия (𝐴) − (𝐷), а константа 𝜆
из (8) может быть выбрана не зависящей от 𝑙 и 𝑇 . Нетрудно посчитать, что 𝑚 в
условии (17) равна

𝑚 =
(︀
𝑒𝜆𝑙 − 1

)︀
𝑒𝑑1𝑇

(︂
𝐾𝑑 +

𝑙 + 3

𝑇

)︂
. (26)
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Таким образом, если 𝑇 фиксировано, то при достаточно малых 𝑙 для 𝑚 будет
выполнено условие (18), а следовательно, в этом случае существует и единственно
решение обратной задачи (23)–(25).

Если же функция 𝑑(𝑡, 𝑥) в уравнении (23) равна нулю, то из (26) следует,
что величина 𝑚 будет удовлетворять условию (18) также и в случае достаточно
больших 𝑇 (при фиксированном 𝑙). Следовательно, в этом случае задача (23) –
(25) также будет однозначно разрешима.

Пример 2. Рассмотрим в 𝑄 = [0, 𝑇 ]× [0, 𝑙] (𝑛 = 1, Ω = (0, 𝑙)) обратную задачу
для уравнения (23) с краевыми условиями (24), но с дополнительным условием

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝑡(𝑇 − 𝑡)d𝑡 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 𝑙). (27)

Как и в примере 1, предполагаем, что функции 𝑏(𝑥), 𝑑(𝑡, 𝑥), 𝜙(𝑥) удовлетво-
ряют условиям (𝐵) и (𝐷), а константы 𝐾𝑏, 𝐾𝑑 не зависят от 𝑙 и 𝑇 .

Как и выше, для задачи (23), (24), (27) выполнены условия (𝐴)− (𝐷), а кон-
станта 𝜆 из (8) может быть выбрана не зависящей от 𝑙 и 𝑇 .

В данном случае

𝑚 =
(︀
𝑒𝜆𝑙 − 1

)︀
𝑒𝑑1𝑇

(︂
𝐾𝑑 +

𝑙 + 9

𝑇

)︂
.

Таким образом, как и в примере 1, если 𝑇 фиксировано, то при достаточно ма-
лых 𝑙 величина 𝑚 удовлетворяет условию (18), а, следовательно, существует и
единственно решение обратной задачи (23), (24), (27).

Если же функция 𝑑(𝑡, 𝑥) ≡ 0, то условие (18) будет выполнено также и в
случае достаточно больших 𝑇 (при фиксированном 𝑙). Следовательно, в этом
случае обратная задача (23), (24), (27) также будет однозначно разрешима.
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We obtain unique solvability for the inverse problem of determination of the unknown right-
hand side in multidimensional nondivergent parabolic equation. The additional information is
included in the integral

∫︀ 𝑇

0
𝑢(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡, where 𝜒(𝑡) is a given weight function. We adduce

the examples of the inverse problems satisfying the conditions imposed.
Key words and phrases: inverse problem, parabolic equations, integral observation

with respect to spatial variables.




