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Настоящее исследование посвящено анализу распространения нелинейных волн де-
формаций в физически нелинейных соосных упругих цилиндрических оболочек, содер-
жащих вязкую несжимаемую жидкость между ними. Волновые процессы в упругой ци-
линдрической оболочке без взаимодействия с жидкостью ранее исследованы с позиций
теории солитонов. Наличие жидкости потребовало разработки новой математической
модели и компьютерного моделирования процессов, происходящих в рассматриваемой
системе.
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1. Введение
Для моделей, описываемых уравнениями в частных производных, не всегда

удаётся построить аналитические решения и в этом случае для их исследова-
ния можно применять численные эксперименты на соответствующих разностных
схемах. Так, для построения разностных схем из первоначально заданных базо-
вых разностных соотношений, аппроксимирующих исходную систему дифферен-
циальных уравнений, строится базис Грёбнера разностного идеала. Из этого бази-
са, иногда в нелинейном и всегда в линейном случае, можно извлечь разностную
схему, которую иногда невозможно построить традиционными методами генера-
ции разностных схем. Зачастую такие разностные схемы обладают уникальными
свойствами, хорошо передающими физику процессов, описываемых исходными
дифференциальными уравнениями.

В представленной работе техника базисов Грёбнера будет использована для
анализа распространения нелинейных волн деформаций в упругих геометриче-
ски и физически нелинейных соосных цилиндрических оболочках, содержащих
вязкую несжимаемую жидкость между ними.

2. Постановка задачи гидроупругости и построение
математической модели методом возмущений

Волновые процессы в упругой цилиндрической оболочке без взаимодействия
с жидкостью ранее исследованы в [1, 2] с позиций теории солитонов. Рассмот-
рим бесконечно длинные соосные упругие цилиндрические оболочки, между ко-
торыми находится вязкая несжимаемая жидкость. Уравнения движения вязкой
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несжимаемой жидкости и уравнения неразрывности в цилиндрической системе
координат 𝑟, 𝜗, 𝑥 записываются в случае осесимметричного течения в виде [3]
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На границах с оболочками выполняются условия прилипания жидкости:

𝑉𝑟 = −𝜕𝑊
(𝑖)
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, 𝑉𝑥 =
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при 𝑟 = 𝑅𝑖 −𝑊 (𝑖). (2)

Здесь 𝑡 – время; 𝑉𝑟, 𝑉𝑥 – проекции вектора скорости жидкости на оси цилиндриче-
ской системы координат; 𝑝 – давление; 𝜌 – плотность; 𝜈 – кинематический коэф-
фициент вязкости; 𝑈 (𝑖) – продольное упругое перемещение оболочек по оси 𝑥;𝑊 (𝑖)

– прогиб, положительный к центру кривизны оболочки; 𝑅1 – внутренний радиус
внешней оболочки; 𝑅2 – внешний радиус внутренней оболочки (𝑅1 = 𝑅2 + 𝛿); 𝛿 –
толщина слоя жидкости в кольцевом сечении трубы; 𝑖 = 1 относится к внешней,
а 𝑖 = 2 – к внутренней оболочке.

Записывая уравнения движения элемента цилиндрических оболочек в пере-
мещениях для модели Кирхгофа–Ляве, считаем материал нелинейно-упругим с
кубической зависимостью интенсивности напряжений 𝜎1 от интенсивности де-
формаций 𝑒1 [4, 5]

𝜎1 = 𝐸𝑒1 −𝑚𝑒31. (3)
Здесь 𝐸 – модуль Юнга; 𝑚 – константа материала, определяемая из опытов на
растяжение или сжатие.

Уравнения динамики геометрически и физически нелинейных оболочек с учё-
том (3) записываются в виде [5]:
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Здесь 𝜌
(𝑖)
0 – плотность материала оболочки; 𝜇(𝑖)

0 – коэффициент Пуассона; 𝑅(𝑖)
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Если снести напряжения на невозмущённую поверхность оболочек
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то можно считать, что поверхностные напряжения со стороны жидкости опреде-
ляются формулами
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Принимая за характерную длину – длину волны 𝑙, и считая, что соосные обо-
лочки изготовлены из одного материала, то есть, опуская индекс 𝑖 у 𝐸,𝑚, 𝜌0, 𝜇0,
перейдём к безразмерным переменным для исследования уравнений (4)
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где 𝜀≪ 1 – малый параметр в задаче (4).
Применим метод двухмасштабных асимптотических разложений, вводя неза-

висимые переменные в виде

𝜉 = 𝑥* − 𝑐𝑡*, 𝜏 = 𝜀𝑡*, (8)

где 𝑐 – безразмерная неизвестная скорость волны, 𝜏 – внутренняя переменная, а
зависимые переменные представлены в виде разложения по малому параметру 𝜀:
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Подставляя (6), (8), (9) в уравнения (4) с учётом оценок (7), получим в нулевом
приближении по 𝜀 линейную систему уравнений, из которой следует связь
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и определяется безразмерная скорость волны

𝑐2 = 1− 𝜇2
0. (11)

Из следующего приближения по 𝜀, учитывая (10) и (11), находится система
уравнений, являющихся составными для 𝑢(𝑖)10 :
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В случае отсутствия жидкости правая часть уравнений (12) равна нулю и
система распадается на два одинаковых уравнения, представляющих модифици-

рованные уравнения Кортевега–де Вриза для
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Для определения правой части уравнения (12) введём безразмерные перемен-
ные и параметры
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Подставляя (13) в уравнения гидродинамики (1) и граничные условия (2),
представим безразмерные скорость и давление в виде разложения по малому па-
раметру 𝜆:

𝑣𝑥 = 𝑣0𝑥 + 𝜆𝑣1𝑥 + . . . , 𝑣𝑟 = 𝑣0𝑟 + 𝜆𝑣1𝑟 + . . . , 𝑃 = 𝑃 0 + 𝜆𝑃 1 + . . . (14)

В нулевом приближении по 𝜓 (𝛿/𝑙 ≈ 0 – гидравлическая теория смазки), счи-
тая (𝛿/𝑙) (𝛿𝑐0/𝜈) ≪ 1 (– ползущие течения), и в нулевом приближении по 𝜆 по-
лучаем уравнения гидродинамики (классические уравнения гидродинамической
теории смазки)

𝜕𝑃 0

𝜕𝑟*
= 0,

𝜕𝑃 0

𝜕𝑥*
=
𝜕2𝑣0𝑥
𝜕𝑟*2

,
𝜕𝑣0𝑟
𝜕𝑟*

+
𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑥*

= 0 (15)

и граничные условия

𝑣0𝑟 = −𝜕𝑢
(1)
3

𝜕𝑡*
, 𝑣0𝑥 = 0 при 𝑟* = 1;

𝑣0𝑟 = −𝜕𝑢
(2)
3

𝜕𝑡*
, 𝑣0𝑥 = 0 при 𝑟* = 0.

(16)

Из решения задачи (15), (16) следует, что

𝑃 0 = 12

∫︁ [︃∫︁ (︃
𝜕𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*
− 𝜕𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*

)︃
d𝑥*

]︃
d𝑥*, (17)

[︂
𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑟*

]︂
𝑟*=1

= 6

∫︁ (︃
𝜕𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*
− 𝜕𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*

)︃
d𝑥*,

[︂
𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑟*

]︂
𝑟*=0

= 6

∫︁ (︃
𝜕𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*
− 𝜕𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*

)︃
d𝑥*.
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Учитывая, что были введены переменные (8), (9), и, имея соотношения (10) и
(11), из (17) получим

𝑃 0 = 12𝜇0

√︁
1− 𝜇2

0

𝑢𝑚
𝑤𝑚𝑙

(︁
𝑅(1)𝑢

(1)
10 −𝑅(2)𝑢

(2)
10

)︁
. (18)

С принятой точностью по 𝜀, 𝜓, 𝜆 из (5) найдём

𝑞(𝑖)𝑥 =

[︂
𝜌𝜈
𝑤𝑚𝑐0
𝛿2

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑟*

]︂
𝑟*=1,0

, 𝑞𝑛 = −𝜌𝜈𝑤𝑚𝑐0
𝛿2

𝑙

𝛿
𝑃,

𝑞
(𝑖)
𝑥

𝑞𝑛
= 𝑂

(︂
𝛿

𝑙

)︂
и, следовательно, 𝑞(𝑖)𝑥 ≪ 𝑞𝑛 и в правой части уравнения (12) остаётся выражение

6𝜇2
0

𝜌𝑙

𝜌0ℎ
(𝑖)
0

𝜈

𝛿𝑐0𝜀

[︃
𝑅(𝑖)𝑅(2)

𝛿2
𝜕𝑢

(2)
10

𝜕𝜉
− 𝑅(𝑖)𝑅(1)

𝛿2
𝜕𝑢

(1)
10

𝜕𝜉

]︃
(−1)𝑖−1. (19)

С принятой точностью по 𝜓, 𝜀 положим 𝑅(1) ≈ 𝑅(2) = 𝑅, ℎ(1)0 ≈ ℎ
(2)
0 = ℎ0.

Подставляя (19) в уравнение (12), окончательно получим

𝜕2𝑢
(𝑖)
10

𝜕𝜉𝜕𝜏
+
𝑢𝑚
𝑙𝜀

√︀
1− 𝜇2

0

2

𝜕𝑢
(𝑖)
10

𝜕𝜉

𝜕2𝑢
(𝑖)
10

𝜕𝜉2
+

1

𝜀

(︂
𝑅

𝑙

)︂2
𝜇2
0

√︀
1− 𝜇2

0

2

𝜕4𝑢
(𝑖)
10

𝜕𝜉4
−

− 2𝑚

𝐸𝜀

(︁𝑢𝑚
𝑙

)︁2 (︀
1− 𝜇0 + 𝜇2

0

)︀√︁
1− 𝜇2

0

(︃
𝜕𝑢

(𝑖)
10

𝜕𝜉

)︃2
𝜕2𝑢

(𝑖)
10

𝜕𝜉2
−

− 6𝜇2
0

𝜌𝑙

𝜌0ℎ0

𝜈

𝛿𝑐0𝜀

(︂
𝑅

𝛿

)︂2
(︃
𝜕𝑢

(1)
10

𝜕𝜉
− 𝜕𝑢

(2)
10

𝜕𝜉

)︃
(−1)𝑖 = 0. (20)

Легко видеть, что замена

𝜕𝑢
(1)
10

𝜕𝜉
= 𝑐𝜙(1),

𝜕𝑢
(2)
10

𝜕𝜉
= 𝑐𝜙(2), 𝜂 = 𝑐1𝜉, 𝑡 = 𝑐2𝜏 (21)

позволяет записать систему уравнений (20) в виде

𝜙(𝑖)
𝑡 + 6𝜙(𝑖)𝜙(𝑖)

𝜂 + 𝜙(𝑖)
𝜂𝜂𝜂 − 𝜎1𝜙

(𝑖)2𝜙(𝑖)
𝜂 − (𝜙(1) − 𝜙(2))(−1)𝑖 = 0. (22)

Постоянные 𝑐, 𝑐1, 𝑐2, 𝜎1 определяются при подстановке (21) в (20) и имеют вид

𝑐2 = 6𝜇2
0

𝜌𝑙

𝜌0ℎ0

𝜈

𝛿𝑐0𝜀

(︂
𝑅

𝛿

)︂2

, 𝑐1 =

[︃
𝑐2𝜀

(︂
𝑙

𝑅

)︂2
2

𝜇2
0

√︀
1− 𝜇2

0

]︃1/3
,

𝑐 = 6
𝑅2

𝑙𝑢𝑚
𝜇2
0𝑐

2
1, 𝜎1 =

2𝑚

𝐸𝜀

(︁𝑢𝑚
𝑙

)︁2
(1− 𝜇0 + 𝜇2

0)
√︁

1− 𝜇2
0

𝑐2𝑐1
𝑐2

.

В случае отсутствия жидкости, последние два слагаемых (𝜙(1)−𝜙(2)) в уравне-
ниях (22) исчезают и система распадается на два независимых уравнения МКдВ
(модифицированные уравнения Кортевега–де Вриза) и имеет точное частное ре-
шение в виде кинк–антикинк
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𝜙 =
3

𝜎1
± 𝑘

√
6

√
𝜎1

tanh

(︂
𝑘𝑥+ 𝑡

(︂
2𝑘3 − 9

𝑘

𝜎1

)︂)︂
. (23)

Эти решения при 𝑡 = 0 можно взять в качестве начальных условий при решении
задачи Коши для системы уравнений (22).

3. Компьютерное моделирование
Метод конечных объёмов сводится к дискретизации исходных уравнений, пред-

ставленных в интегральной форме, в противоположность методу конечных разно-
стей, который обычно применяется к исходным уравнениям в их дифференциаль-
ной форме. При этом, если исходная система обладала законами сохранения, то
построенная разностная схема будет обладать хорошими консервативными свой-
ствами просто по построению. Кроме того, при этом подходе упрощается вывод
разностных соотношений на границах вычислительной области.

Если исходные уравнения содержат производные выше первого порядка, то
метод конечных объёмов нуждается в модификации. Эта модификация получи-
ла название интегро-интерполяционного метода, недостатком которого является
отход от работы только с интегральными соотношениями и прямая замена про-
изводных их конечными разностями. Если на этом этапе добавить интегральные
соотношения, связывающие искомые функции с их производными, а затем, ис-
пользуя алгоритм Бухбергера построения базисов Грёбнера или инволютивный
алгоритм, то можно получить соотношения, связывающие только искомые функ-
ции [6, 7].

Запишем уравнение (22) в интегральной форме∮︁
𝜕Ω

[︁
−3𝜙(𝑖)2 − 𝜙(𝑖)

𝜂𝜂 +
𝜎1
3
𝜙(𝑖)3

]︁
d𝑡+𝜙(𝑖)d𝜂−

∫︁∫︁
Ω

[︁
𝜙(1) − 𝜙(2)

]︁
(−1)𝑖 d𝑡d𝜂 = 0 (24)

для любой области Ω. Для перехода к дискретной формулировке сопоставим
𝑢(𝑖)

𝑛

𝑗 = 𝜙(𝑖)(𝑡𝑛, 𝜂𝑗) и выберем в качестве базового контур, показанный на рис. 1.

j j + 1 j + 2

n

n+ 1

Рис. 1. Базовой контур для уравнения (24)

Добавим интегральные соотношения

𝜂𝑗+1∫︁
𝜂𝑗

𝑢(𝑖)𝜂d𝜂 = 𝑢(𝑖)(𝑡, 𝜂𝑗+1)− 𝑢(𝑖)(𝑡, 𝜂𝑗), (25)

𝜂𝑗+1∫︁
𝜂𝑗

𝑢(𝑖)𝜂𝜂d𝜂 = 𝑢(𝑖)𝜂(𝑡, 𝜂𝑗+1)− 𝑢(𝑖)𝜂(𝑡, 𝜂𝑗). (26)

Используя для интегрирования по времени и по чётным производным по 𝜂
формулу трапеций, а по нечётным производным по 𝜂 формулу среднего значения,
и полагая 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = 𝜏 , 𝜂𝑗+1 − 𝜂𝑗 = ℎ, перепишем соотношения (24), (25) в виде
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−3

(︂
𝑢(𝑖)

2𝑛

𝑗 + 𝑢(𝑖)
2𝑛+1

𝑗 − 𝑢(𝑖)
2𝑛

𝑗+2 − 𝑢(𝑖)
2𝑛+1

𝑗+2

)︂
−

−
(︁
𝑢(𝑖)𝜂𝜂

𝑛

𝑗 + 𝑢(𝑖)𝜂𝜂
𝑛+1

𝑗 − 𝑢(𝑖)𝜂𝜂
𝑛

𝑗+2 − 𝑢(𝑖)𝜂𝜂
𝑛+1

𝑗+2

)︁
+

+
𝜎1
3

(︂
𝑢(𝑖)

3𝑛

𝑗 + 𝑢(𝑖)
3𝑛+1

𝑗 − 𝑢(𝑖)
3𝑛

𝑗+2 − 𝑢(𝑖)
3𝑛+1

𝑗+2

)︂)︂
· 𝜏
2
+

+ (𝑢(𝑖)
𝑛+1

𝑗+1 − 𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗+1) · 2ℎ− (𝑢(𝑖)
𝑛+1

𝑗+1 + 𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗+1)(−1)𝑖 · ℎ𝜏 = 0,

(𝑢(𝑖)𝜂
𝑛

𝑗+1 + 𝑢(𝑖)𝜂
𝑛

𝑗 ) ·
ℎ

2
= 𝑢(𝑖)

𝑛

𝑗+1 − 𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗 ,

𝑢(𝑖)𝜂𝜂
𝑛

𝑗+1 · 2ℎ = 𝑢(𝑖)𝜂
𝑛

𝑗+2 − 𝑢(𝑖)𝜂
𝑛

𝑗 .

Вводя сеточные операторы сдвига 𝜗𝑡, 𝜗𝜂 по переменным 𝑡, 𝜂 соответственно,
запишем уравнения в операторной форме:

− (1 + 𝜗𝑡 − 𝜗2𝜂 − 𝜗𝑡𝜗
2
𝜂) ∘ (3𝑢(𝑖)

2
+ 𝑢(𝑖)𝜂𝜂 −

𝜎1
3
𝑢(𝑖)

3
) · 𝜏

2
+

+ (𝜗𝜂𝜗𝑡 − 𝜗𝜂) ∘ 𝑢(𝑖) · 2ℎ− (𝜗𝜂𝜗𝑡 + 𝜗𝜂) ∘ 𝑢(𝑖)(−1)𝑖 · ℎ𝜏 = 0,

(𝜗𝜂 + 1) ∘ 𝑢(𝑖)𝜂 ·
ℎ

2
= (𝜗𝜂 − 1) ∘ 𝑢(𝑖),

𝜗𝜂 ∘ 𝑢(𝑖)𝜂𝜂 · 2ℎ = (𝜗2𝜂 − 1) ∘ 𝑢(𝑖)𝜂.

Выбирая допустимое лексикографическое упорядочение сначала по функциям
𝑢(1)𝜂𝜂 ≻ 𝑢(2)𝜂𝜂 ≻ 𝑢(1)𝜂 ≻ 𝑢(2)𝜂 ≻ 𝑢(1) ≻ 𝑢(2), затем по переменным 𝜗𝑡 ≻ 𝜗𝜂, можно
построить базис Грёбнера или инволютивный базис [8]. В результате получим, в
качестве отдельных элементов авторедуцированного базиса Грёбнера, следующие
разностные схемы для уравнений (22), аналогичные схеме Кранка–Николсона для
уравнения теплопроводности

𝑢(𝑖)
𝑛+1

𝑗 − 𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗

𝜏
+ 3

(𝑢(𝑖)
2𝑛+1

𝑗+1 − 𝑢(𝑖)
2𝑛+1

𝑗−1 ) + (𝑢(𝑖)
2𝑛

𝑗+1 − 𝑢(𝑖)
2𝑛

𝑗−1)

4ℎ
+

+
(𝑢(𝑖)

𝑛+1

𝑗+2 − 2𝑢(𝑖)
𝑛+1

𝑗+1 + 2𝑢(𝑖)
𝑛+1

𝑗−1 − 𝑢(𝑖)
𝑛+1

𝑗−2 )

4ℎ3
+

+
(𝑢(𝑖)

𝑛

𝑗+2 − 2𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗+1 + 2𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗−1 − 𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗−2)

4ℎ3
−

− 𝜎1
3

(𝑢(𝑖)
3𝑛+1

𝑗+1 − 𝑢(𝑖)
3𝑛+1

𝑗−1 ) + (𝑢(𝑖)
3𝑛

𝑗+1 − 𝑢(𝑖)
3𝑛

𝑗−1)

4ℎ
−

−
𝑢(𝑖)

𝑛+1

𝑗 + 𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗

2
(−1)𝑖 = 0. (27)

Полученные неявные разностные схемы имею квадратичную и кубическую
нелинейность для следующего временного слоя. При построении решения исполь-
зована следующая линеаризация

𝑣3𝑘+1 = 𝑣3𝑘+1 − 𝑣3𝑘 + 𝑣3𝑘 = (𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)(𝑣
2
𝑘+1 + 𝑣𝑘+1𝑣𝑘 + 𝑣2𝑘) + 𝑣3𝑘 ≈ 𝑣𝑘+1 · 3𝑣2𝑘 − 2𝑣3𝑘.

𝑣2𝑘+1 = 𝑣2𝑘+1 − 𝑣2𝑘 + 𝑣2𝑘 = (𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)(𝑣𝑘+1 + 𝑣𝑘) + 𝑣2𝑘 ≈ 𝑣𝑘+1 · 2𝑣𝑘 − 𝑣2𝑘.
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Шаг по времени 𝑡 брался равным половине шага по переменной 𝜂. Программа
расчёта была написана на языке Python с использованием пакета SciPy [9].

Результаты проведённого компьютерного моделирования на рис. 2 позволя-
ют сделать следующие выводы. В начальный момент волны деформации (кинк)
задана только во внешней оболочке, а во внутренней оболочке деформация рав-
няется нулю. В развитии процесса по времени происходит «перекачка» энергии
(через слой жидкости) от волны (кинк) во внешней оболочке и сопровождается
падением амплитуды волны во внешней оболочке, и, как следствие, снижением
скорости её распространения.

Рис. 2. График численного решения уравнений (22) с начальным условием
(23) для 𝜙(1) с 𝜎1 = 6.0, 𝑘 = 0.5, и для 𝜙(2) = 0.0

Наличие жидкости между оболочками приводит к возникновению волны де-
формации и во внутренней оболочке, в которой в начальный момент деформации
равнялись нулю.

В результате во внешней и внутренней оболочках устанавливается волна де-
формации постоянной амплитуды и скорости распространения с затухающими
осцилляциями на заднем фронте.

Проведённое моделирование позволяет сделать вывод, что рассматриваемая
механическая система начинает вести себя как единый трёхслойный пакет с дву-
мя несущими слоями (внешняя и внутренняя оболочки), по которым распростра-
няются волны деформации, и заполнителя – слоя вязкой несжимаемой жидкости.
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4. Заключение

Проведённое моделирование с использованием компьютерной алгебры позво-
лило выявить особенности поведения волн деформаций в геометрически и фи-
зически нелинейных упругих соосных цилиндрических оболочках, содержащих
вязкую несжимаемую жидкость между ними.

Использование базиса Грёбнера для генерации разностной схемы при числен-
ном решении задачи Коши для системы двух нелинейных уравнений в частных
производных третьего порядка по пространственной переменной позволило по-
лучить результат расчёта без осцилляций, вызываемых численной реализацией.
Численная схема была протестирована на точном решении (23) при отсутствии
жидкости.

Полученный расчёт показал влияние вязкой несжимаемой жидкости на пове-
дение нелинейной волны деформации в соосных оболочках (см. рис. 2). В резуль-
тате возникает нелинейная волна деформации во внутренней оболочке, в которой
её не было в начальный момент времени, и амплитуды волн деформации в со-
осных оболочках со временем начинают совпадать. Эти амплитуды в два раза
меньше исходной амплитуды волны деформации внешней оболочки в начальный
момент времени.

Эту конструкцию можно толковать как трёхслойный пакет, заполнителем ко-
торого является жидкость.
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The present investigation is devoted to the analysis of non-linear deformation waves prop-
agation in physically non-linear coaxial elastic cylinder covers, containing viscous incom-
pressible liquid between them. Wave process in elastic cylinder cover without interaction
with liquid was investigated earlier on the basis of soliton theory. The presence of liquid de-
manded working out a new mathematical model and computer modeling of the processes,
taking place in the system.
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