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В прошлых работах автором была представлена программная реализация двух под-
ходов к параллелизации вычислений базисов Грёбнера и инволютивных базисов поли-
номиальных систем: на уровне редукций полиномов с вычислениями, проводимыми в
кольце Z и на уровне вычисления базисов целиком по модулю простого числа с по-
следующим подъёмом результатов. Их масштабируемость была исследована только на
восьмиядерном компьютере.

В этой работе приводятся результаты тестирования улучшенной реализации данных
алгоритмов на компьютере с 32 ядрами, производится анализ масштабируемости и фак-
торов, на неё влияющих.
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1. Введение
Мы будем использовать следующие обозначения:
X = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} — множество полиномиальных переменных.
R = Z[X] — кольцо многочленов с целочисленными коэффициентами.
M — множество мономов, т.е. произведение степеней переменных из X с целы-

ми неотрицательными показателями.
≻ — допустимый порядок на мономах, такой что 𝑥1 ≻ 𝑥2 ≻ · · · ≻ 𝑥𝑛.
𝑢 | 𝑣 — обычное отношение делимости монома 𝑣 мономом 𝑢. Если 𝑢 | 𝑣 и

deg(𝑢) < deg(𝑣), т.е. если 𝑢 является собственным делителем 𝑣, мы будем запи-
сывать это условие как 𝑣 A 𝑢.

𝑙𝑚(𝑓) и 𝑙𝑡(𝑓) — старший моном и старший одночлен многочлена 𝑓 ∈ R ∖ {0},
соответственно.

𝑙𝑚(𝐹 ) — набор старших мономов полиномиального множества 𝐹 ⊂ R ∖ {0}.
Неким образом разделим переменные лидирующего монома полинома 𝑓 ∈ 𝐺:

𝑀(𝑓, 𝐹 ) ⊂ X и 𝑁𝑀(𝑓, 𝐹 ) = X ∖ 𝑀(𝑓, 𝐹 ) — множество мультипликативных и
немультипликативных переменных соответственно.

Разделение переменных на немультипликативные и мультипликативные пе-
ременные порождает инволютивной деление мономов [1, 2]. Это деление опреде-
ляется по заданному конечному набору многочленов 𝐹 и порядку на мономах
≻ следующим образом: если мономы 𝑢 ∈ 𝑙𝑚(𝐹 ), 𝑣 и 𝑤 связаны соотношением
𝑤 = 𝑢 · 𝑣 и при этом моном 𝑣 содержит только мультипликативные переменные
для 𝑢, то 𝑢 является инволютивным делителем монома 𝑤. В этом случае мы
будем записывать отношение инволютивной делимости как 𝑢 |𝐿 𝑤.

Конечное множество 𝐹 ненулевых многочленов является инволютивно авторе-
дуцированным, если каждый моном, входящий в 𝑓 ∈ 𝐹 , не имеет инволютивных
делителей среди 𝑙𝑚(𝐹 ) ∖ {𝑙𝑚(𝑓)}. инволютивная нормальная форма 𝑁𝐹𝐿(𝑝, 𝐹 )
многочлена 𝑝 ̸∈ 𝐹 определяется так:

𝑁𝐹𝐿(𝑝, 𝐹 ) = 𝑝 = 𝑝−
∑︁
𝑖𝑗

𝛼𝑖𝑗𝑚𝑖𝑗𝑔𝑗 ,
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где 𝛼𝑖𝑗 ∈ K, 𝑔𝑗 ∈ 𝐹, 𝑚𝑖𝑗 ∈ 𝐿(𝑙𝑚(𝑔𝑗), 𝑙𝑚(𝐹 )), 𝑙𝑚(𝑚𝑖𝑗𝑔𝑗) ⪯ 𝑙𝑚(𝑝) и 𝑝 не содержит
мономов, имеющих инволютивного делителя среди 𝑙𝑚(𝐹 ).

Для заданного идеала 𝐼 ⊂ R и порядка на мономах ≻, конечное, инволютивно
авторедуцированное множество ненулевых многочленов 𝐺 ⊂ R, порождающее 𝐼,
является его инволютивным базисом, если выполнено следующее [1]:

( ∀𝑓 ∈ 𝐺 ) ( ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑁𝑀𝐿(𝑓,𝐺) ) [ 𝑁𝐹𝐿(𝑥𝑖 · 𝑓,𝐺) = 0 ].

Произведение 𝑥𝑖 · 𝑓 многочлена 𝑓 ∈ 𝐹 и 𝑥𝑖 ∈ 𝑁𝑀𝐿(𝑓, 𝐹 ) называется немуль-
типликативным продолжением 𝑓 . Тем самым для инволютивного базиса любое
его немультипликативное продолжение приводится мультипликативно к нулю.

Базис Грёбнера получается из инволютивного путём авторедукции по обыч-
ному делению [1].

Кратко, алгоритм получения инволютивного базиса можно записать так:
1: INPUT 𝐹, 𝐿, ≺
2: OUTPUT 𝑇 – инволютивный базис 𝐹
3: 𝑇 := ∅ 𝑄 := 𝐹
4: WHILE 𝑄 ̸= ∅
5: 𝑇 := 𝑇 ∪ {𝑝 | 𝑙𝑚(𝑝) = min(𝑙𝑚(𝑄)), 𝑁𝐹𝐿(𝑝, 𝑇 ) ̸= 0}
6: 𝑄 := 𝑄 ∖ {𝑝}, 𝑄 := 𝑄 ∪ 𝑝 ·𝑁𝑀𝐿(𝑝, 𝑇 )

Одним из достоинств инволютивного алгоритма является достаточно слабая
связанность по данным между операциями, проводимыми в ходе вычислений, что
позволяет построить несколько его параллельных вариантов [3–7].

2. Исследование масштабируемости
В ходе вычислений базисов почти все время последовательный алгоритм про-

водит в вычислениях отдельных инволютивных нормальных форм (см. шаг 5).
Распределив их вычисление по разным ядрам, получим первый алгоритм для
исследования (Z в легенде). Он интересен тем, что более «выгодные» (с более
простой арифметикой) элементы базиса вычисляются раньше «невыгодных». В
некоторых примерах приводит к интересному эффекту суперлинейного ускоре-
ния вычислений [6].

Второй вариант параллельного алгоритма вычисляет множество модулярных
образов базиса, восстанавливая прообраз с помощью Китайской теоремы об остат-
ках [7](Z𝑝 в легенде). При реализации этого алгоритма необходимо помнить о су-
ществовании «неудачных» модулей, которые несут неполную информацию о про-
образе, поэтому модулярные образы и восстановленный базис надо подвергать
серии тестов для отсеивания неправильных результатов.

Реализации этих алгоритмов были протестированы на 32-х ядерных серве-
рах, предоставляемых сервисом Elastic Cloud Computing, использовался шаблон
cc2.8xlarge, соответствующий 32x-ядерному серверу с процессорами Xeon E5-
2670@2.60GHz c 64Гб RAM. Коэффициенты масштабирования двух характерных
примеров (с большим временем счета в последовательном варианте) отображены
на рис. 1.

Jcf26 представляет класс примеров с большой промежуточной арифметикой.
Как видно, примеры такого класса демонстрируют отличную масштабируемость
в случае использования модулярного алгоритма и постоянное, но не сильное, сни-
жение эффективности на процессор в случае вычислений в «полной» арифметике.

Redcyc7 является представителем примеров с малой промежуточной арифме-
тикой. Как видно из диаграммы, примеры данного типа оправдано считать на
небольших машинах с 8–12 ядрами, не более.

В обоих примерах наблюдаются места локального роста производительно-
сти в случае модулярного алгоритма (самый яркий пример — 8 ядер в примере
redcyc7). Эти выбросы можно объяснить тем, что иногда наибольший коэффици-
ент получаемого базиса удаётся восстановить, посчитав количество модулярных
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образов, кратное количеству процессоров, т.е. не считая лишних для восстанов-
ления базисов.
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Рис. 1. Масштабируемость характерных примеров

3. Заключение

Как показывают диаграммы, масштабируемость тем лучше, чем длиннее про-
межуточные коэффициенты примера. В этом случае наиболее оправдано приме-
нять модулярный алгоритм, который позволяет избежать их вычисления вовсе.
Если промежуточные коэффициенты невелики, можно применять любой вариант
алгоритма, они обеспечат достаточно заметный прирост скорости. Также видно,
что практически любой пример получит хорошее ускорение на легко доступных
8-ядерных машинах.
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In previous papers author presented realizations of two different approaches to paralleliza-
tion of computation of Gröbner and involutive bases of polynomial systems with benchmark-
ing on the 8-cores SMP computer: reduction-level parallelism with coefficients of polynomials
in Z-ring and basis-level parallelism using modular basis computation and lifting.

In this work further development of this algorithms described, benchmarking results and
maximal speedup achieved on the massive 32-cores computer presented, scalability differences
of algorithms investigated.
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