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Для проведения разработок в области трансформационной оптики и для расчёта линз
перспективным представляется метод геометризации уравнений Максвелла. Основная
идея заключается в переводе материальных уравнений Максвелла, а именно диэлектри-
ческой и магнитной проницаемости, в эффективную геометрию пространства–времени
(и вакуумные уравнения Максвелла). Это позволит решать прямую и обратную задачи,
то есть находить диэлектрическую и магнитную проницаемость по заданной эффектив-
ной геометрии (по траекториям лучей), а также находить эффективную геометрию по
диэлектрической и магнитной проницаемости. Наиболее популярная наивная геометри-
зация была предложена Плебанским. При определённых ограничениях она достаточно
хорошо решает задачи в своей области. Следует отметить, что в оригинальной статье
приводятся лишь результирующие формулы и исключительно для декартовых систем
координат. В работе авторов проводится подробный вывод формул для наивной геомет-
ризации уравнений Максвелла, кроме того, формулы выписываются для произвольной
криволинейной системы координат. Данная работа рассматривается как этап для по-
строения полной ковариантной геометризации макроскопических уравнений Максвел-
ла.
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1. Введение
Аппарат дифференциальной геометрии являлся основным языком физики XX-

го века. Его базовые элементы развивались в рамках общей теории относительно-
сти. Возникает желание применить этот развитый и к другим областям физики,
в частности к оптике.

Первые попытки применения методов дифференциальной геометрии в элек-
тродинамике следует отнести к публикациям И. Е. Тамма [1–3]. В 1960 году
Е. Плебанский предложил метод геометризации материальных уравнений элек-
тромагнитного поля [4–7], ставший классическим. Все последующие работы либо
использовали его, либо пытались немного подправить, не меняя идеологии [8]. К
сожалению, в статье Плебанского [4] нет никакого вывода формул, а идеология
вывода также не выражена явно.

Для применения и углубления направления геометризации материальных урав-
нений авторам потребовалось восстановить идеологию и вывод уравнений по ме-
тоду, предложенному Плебанским.

В разделе 2 даются основные обозначения и соглашения, применяемые в ста-
тье. В разделе 3 вводятся основные соотношения для уравнений Максвелла в кри-
волинейных координатах (для более подробного ознакомления можно обратиться
к другим статьям авторов [9,10]). В разделе 4 приводятся собственно расчёты по
геометризации Плебанского.

2. Обозначения и соглашения
1. Будем использовать нотацию абстрактных индексов [11]. В данной нотации

тензор как целостный объект обозначается просто индексом (например, 𝑥𝑖),
компоненты обозначаются подчёркнутым индексом (например, 𝑥𝑖).

Статья поступила в редакцию 30 декабря 2013 г.
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2. Будем придерживаться следующих соглашений. Греческие индексы (𝛼, 𝛽)
будут относиться к четырёхмерному пространству и в компонентном виде
будут иметь следующие значения: 𝛼 = 0, 3. Латинские индексы из середины
алфавита (𝑖, 𝑗, 𝑘) будут относиться к трёхмерному пространству и в компо-
нентном виде будут иметь следующие значения: 𝑖 = 1, 3.

3. Запятой в индексе обозначается частная производная по соответствующей
координате (𝑓,𝑖 := 𝜕𝑖𝑓); точкой с запятой — ковариантная производная (𝑓;𝑖 :=
∇𝑖𝑓).

4. Для записи уравнений электродинамики в работе используется система СГС
симметричная [12].

5. Антисимметризация обозначается квадратными скобками.

3. Уравнения Максвелла в криволинейных координатах

3.1. Общие соотношения

Приведём основные сведения об уравнениях Максвелла в криволинейных ко-
ординатах. Более подробное описание дано в статьях [9, 10,13–15].

Запишем уравнение Максвелла через тензоры электромагнитного поля 𝐹𝛼𝛽 и
𝐺𝛼𝛽 [16, 17]:

∇𝛼𝐹𝛽𝛾 +∇𝛽𝐹𝛾𝛼 +∇𝛾𝐹𝛼𝛽 = 𝐹[𝛼𝛽;𝛾] = 0, (1)

∇𝛼𝐺𝛼𝛽 =
4𝜋

𝑐
𝑗𝛽, (2)

где тензоры 𝐹𝛼𝛽 и 𝐺𝛼𝛽 имеют следующие компоненты

𝐹𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎝
0 𝐸1 𝐸2 𝐸3

−𝐸1 0 −𝐵3 𝐵2

−𝐸2 𝐵3 0 −𝐵1

−𝐸3 −𝐵2 𝐵1 0

⎞⎟⎟⎠ , (3)

𝐹𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −𝐸1 −𝐸2 −𝐸3

𝐸1 0 −𝐵3 𝐵2

𝐸2 𝐵3 0 −𝐵1

𝐸3 −𝐵2 𝐵1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (4)

𝐺𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −𝐷1 −𝐷2 −𝐷3

𝐷1 0 −𝐻3 𝐻2

𝐷2 𝐻3 0 −𝐻1

𝐷3 −𝐻2 𝐻1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (5)

𝐺𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎝
0 𝐷1 𝐷2 𝐷3

−𝐷1 0 −𝐻3 𝐻2

−𝐷2 𝐻3 0 −𝐻1

−𝐷3 −𝐻2 𝐻1 0

⎞⎟⎟⎠ . (6)

Здесь 𝐸𝑖, 𝐻𝑖 — компоненты векторов напряжённости электрического и магнит-
ного полей соответственно; 𝐷𝑖, 𝐵𝑖 — компоненты векторов электрической и маг-
нитной индукции соответственно.
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Также полезно ввести тензор *𝐹𝛼𝛽, дуально сопряжённый тензору 𝐹𝛼𝛽:

*𝐹𝛼𝛽 =
1

2
𝑒𝛼𝛽𝛾𝛿𝐹𝛾𝛿, (7)

где 𝑒𝛼𝛽𝛾𝛿 — альтернирующий тензор, выражающийся через символ Леви–Чивиты
𝜀𝛼𝛽𝛾𝛿:

𝑒𝛼𝛽𝛾𝛿 =
√
−𝑔𝜀𝛼𝛽𝛾𝛿, 𝑒𝛼𝛽𝛾𝛿 = − 1√

−𝑔
𝜀𝛼𝛽𝛾𝛿. (8)

Аналогично вводится тензор

*𝐺𝛼𝛽 =
1

2
𝑒𝛼𝛽𝛾𝛿𝐺

𝛾𝛿, (9)

Оба они записываются в компонентах в следующем виде:

*𝐹𝛼𝛽 =
1√
−𝑔

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −𝐵1 −𝐵2 −𝐵3

𝐵1 0 𝐸3 −𝐸2

𝐵2 −𝐸3 0 𝐸1

𝐵3 𝐸2 −𝐸1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (10)

*𝐺𝛼𝛽 =
√
−𝑔

⎛⎜⎜⎝
0 𝐻1 𝐻2 𝐻3

−𝐻1 0 𝐷3 −𝐷2

−𝐻2 −𝐷3 0 𝐷1

−𝐻3 𝐷2 −𝐷1 0

⎞⎟⎟⎠ . (11)

С помощью дуального тензора (7) уравнение (1) можно записать в более про-
стом виде:

∇𝛼 *𝐹𝛼𝛽 = 0. (12)

Далее мы объясним, почему для целей реализации методики Плебанского мы
предпочитаем запись уравнений в виде (1) более простому виду (12).

3.2. Уравнения Максвелла в среде

При наличии среды претерпевает изменения лишь группа уравнений Макс-
велла, содержащая связанные заряды, а именно уравнение (2). Помимо самих
уравнений Максвелла (1) и (2), необходимо добавить уравнения связи между тен-
зорами 𝐺𝛼𝛽 и 𝐹𝛼𝛽. При введении дополнительных предположений о линейности
среды и неподвижности вещества их можно записать в трёхмерном виде следую-
щим образом:

𝐷𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝐸𝑗 , 𝐵𝑖 = 𝜇𝑖𝑗𝐻𝑗 , (13)

где 𝜀𝑖𝑗 и 𝜇𝑖𝑗 — тензоры диэлектрической и магнитной проницаемостей. В четы-
рёхмерном виде (13) принимает следующий вид:

𝐺𝛼𝛽 = 𝜆𝛼𝛽𝛾𝛿 𝐹
𝛾𝛿, 𝜆𝛼𝛽𝛾𝛿 = 𝜆

[𝛼𝛽]
[𝛾𝛿] , (14)

здесь 𝜆𝛼𝛽𝛾𝛿 — тензор проницаемостей, содержащий информацию как об диэлектри-
ческой и магнитной проницаемостях, так и об электромагнитной связи [1, 3].

Учитывая структуру тензоров 𝐹𝛼𝛽 (4) и𝐺𝛼𝛽 (5), а также уравнения связи (13),
запишем

𝐹 0𝑖 = −𝐸𝑖, 𝐺0𝑖 = −𝐷𝑖, 𝐺𝑖𝑗 = −𝜀𝑖𝑗𝑘𝐻𝑘, 𝐵𝑖 = −𝜀𝑖𝑗𝑘𝐹 𝑗𝑘. (15)
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Или в другом виде:

𝐺0𝑖 = 𝜀
𝑖

𝑗𝐹
0𝑗 , 𝐺𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑙𝑚𝑛(𝜇

−1)
𝑙

𝑘𝐹
𝑚𝑛/2. (16)

Из (16) выпишем структуру тензора 𝜆𝛼𝛽𝛾𝛿 :

𝜆
0𝑖

0𝑗 = 𝜀
𝑖

𝑗/2, 𝜆
0𝑖

𝑘𝑙 = 𝜆
𝑘𝑙

0𝑖 = 0, 𝜆
𝑖𝑗

𝑚𝑛 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑙𝑚𝑛(𝜇
−1)

𝑙

𝑘/2. (17)

Считая, что в вакууме диэлектрическая и магнитная проницаемость имеют
вид:

𝜀𝑖𝑗 := 𝛿𝑖𝑗 , 𝜇𝑖𝑗 := 𝛿𝑖𝑗 , (18)

получим, что в вакууме уравнения связи (13) и (14) принимают вид

𝐷𝑖 = 𝐸𝑖, 𝐵𝑖 = 𝐻𝑖, 𝐺𝛼𝛽 = 𝐹𝛼𝛽. (19)

3.2.1. Тензор проницаемостей для изотропной среды

В случае изотропной среды выражение (13) принимает вид:

𝐷𝑖 = 𝜀𝐸𝑗 , 𝐵𝑖 = 𝜇𝐻𝑗 , (20)

где диэлектрическая и магнитная проницаемости 𝜀 и 𝜇 — скалярные величины.
В этом случае тензор проницаемостей в покоящейся системе отсчёта можно

представить в следующем виде [1, 3]:

𝜆𝛼𝛽𝛾𝛿 = 𝜆𝛼𝛾𝜆𝛽𝛿,

𝜆𝛼𝛽 = diag

(︂
1

𝜀
√
𝜇
,−√𝜇,−√𝜇,−√𝜇

)︂
,

𝜆𝛼𝛽 = diag

(︂
𝜀
√
𝜇,− 1
√
𝜇
,− 1
√
𝜇
,− 1
√
𝜇

)︂
.

(21)

3.2.2. Уравнения связи для движущихся сред

Минковским были выведены уравнения связи для изотропных движущих-
ся сред [16, 18] (уравнения Минковского для движущихся сред). Пусть 𝑢𝛼 —
4-скорость среды. Считая диэлектрическую и магнитную проницаемости 𝜀 и 𝜇
скалярами, можно записать

𝐺𝛼𝛽𝑢𝛽 = 𝜀𝐹𝛼𝛽𝑢𝛽,
*𝐹𝛼𝛽𝑢𝛽 = 𝜇 *𝐺𝛼𝛽𝑢𝛽. (22)

В трёхмерном виде уравнения (22) принимают следующий вид:

𝐷𝑖 = 𝜀

(︂
𝐸𝑖 +

[︁𝑢𝑗
𝑐
,𝐵𝑘

]︁𝑖)︂
−
[︁𝑢𝑗
𝑐
,𝐻𝑘

]︁𝑖
= 𝜀𝐸𝑖 + (𝜀𝜇− 1)

[︁𝑢𝑗
𝑐
,𝐻𝑘

]︁𝑖
,

𝐵𝑖 = 𝜇

(︂
𝐻𝑖 −

[︁𝑢𝑗
𝑐
,𝐷𝑘

]︁𝑖)︂
+
[︁𝑢𝑗
𝑐
, 𝐸𝑘

]︁𝑖
= 𝜇𝐻𝑖 − (𝜀𝜇− 1)

[︁𝑢𝑗
𝑐
, 𝐸𝑘

]︁𝑖
.

(23)

Тамм расширил уравнения (23) для анизотропного случая [1,3], а именно счи-
тая, что диэлектрическая и магнитная проницаемости имеют вид

𝜀
𝑖

𝑗 = diag(𝜀11, 𝜀
2
2, 𝜀

3
3), 𝜇

𝑖

𝑗 = diag(𝜇1
1, 𝜇

2
2, 𝜇

3
3), (24)
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а вектор скорости 𝑢𝑖 системы отсчёта параллелен одной из главных осей анизотро-
пии. Тогда уравнения Минковского для движущихся сред приобретут следующий
вид:

𝐷𝑖 = 𝜀𝑖𝑙

(︂
𝐸𝑙 +

[︁𝑢𝑗
𝑐
,𝐵𝑘

]︁𝑙)︂
−
[︁𝑢𝑗
𝑐
,𝐻𝑘

]︁𝑖
,

𝐵𝑖 = 𝜇𝑖𝑙

(︂
𝐻 𝑙 −

[︁𝑢𝑗
𝑐
,𝐷𝑘

]︁𝑙)︂
+
[︁𝑢𝑗
𝑐
, 𝐸𝑘

]︁𝑖
.

(25)

4. Формальная геометризация материальных уравнений
Максвелла

Плебанским была предложена простейшая геометризация уравнений Макс-
велла [4, 5]. Однако в оригинальной статье сразу даны финальные формулы, а
принципы и методы их получения остаются непрояснёнными. Авторы постара-
лись явно выписать методику, которую, по нашему мнению, использовал Плебан-
ский, а также подробно провести вычисления.

Основная идея геометризации по Плебанскому заключается в следующем:
1) записать уравнения Максвелла в среде в пространстве Минковского;
2) записать вакуумные уравнения Максвелла в эффективном римановом про-

странстве;
3) приравнять соответствующие члены уравнений.

В результате мы получим выражение диэлектрической и магнитной проница-
емостей через геометрические объекты.

Прежде, чем приступать к реализации программы Плебанского, напомним
некоторые вспомогательные соотношения.

4.1. Вспомогательные соотношения

4.1.1. Дифференциальное тождество Бьянки

Заметим, что уравнение (1) можно записать в виде

𝜕𝛼𝐹𝛽𝛾 + 𝜕𝛽𝐹𝛾𝛼 + 𝜕𝛾𝐹𝛼𝛽 = 𝐹[𝛼𝛽,𝛾] = 0. (26)

Действительно:

∇𝛼𝐹𝛽𝛾 +∇𝛽𝐹𝛾𝛼 +∇𝛾𝐹𝛼𝛽 =

= 𝜕𝛼𝐹𝛽𝛾 − Γ𝛿𝛼𝛽𝐹𝛿𝛾 − Γ𝛿𝛼𝛾𝐹𝛽𝛿 + 𝜕𝛽𝐹𝛾𝛼 − Γ𝛿𝛽𝛾𝐹𝛿𝛼 − Γ𝛿𝛽𝛼𝐹𝛾𝛿 +

+ 𝜕𝛾𝐹𝛼𝛽 − Γ𝛿𝛾𝛼𝐹𝛿𝛽 − Γ𝛿𝛾𝛽𝐹𝛼𝛿. (27)

Учитывая антисимметрию тензора 𝐹𝛼𝛽 и симметрию по нижним индексам сим-
вола Кристоффеля Γ𝛿𝛼𝛽, мы и получим (26).

Полученное уравнение записывается форминвариантно в произвольной систе-
ме координат. Поэтому мы и будем использовать уравнение (26) вместо более
общеупотребительного уравнения (12).

4.1.2. Соотношения для метрического тензора

Нам понадобятся простые соотношения для метрического тензора. Выражение

𝑔𝛼𝛿𝑔
𝛿𝛽 = 𝛿𝛽𝛼 (28)
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приводит к следующим частным соотношениям:

𝑔0𝛿𝑔
𝛿𝑖 = 𝑔00𝑔

0𝑖 + 𝑔0𝑘𝑔
𝑘𝑖 = 𝛿𝑖0 = 0, (29)

𝑔𝑖𝛿𝑔
𝛿𝑗 = 𝑔𝑖0𝑔

0𝑗 + 𝑔𝑖𝑘𝑔
𝑘𝑗 = 𝛿𝑗𝑖 . (30)

Соотношение (29) перепишем в виде

𝑔0𝑖 = − 1

𝑔00
𝑔0𝑘𝑔

𝑘𝑖. (31)

Подставляя (31) в (30), получаем:(︂
𝑔𝑖𝑘 −

1

𝑔00
𝑔0𝑖𝑔0𝑘

)︂
𝑔𝑘𝑗 = 𝛿𝑗𝑖 . (32)

Это соотношение будет использовано позднее для упрощения записи итоговых
уравнений.

4.2. Геометризация в декартовых координатах

Запишем уравнения Максвелла в среде в декартовых координатах с метриче-
ским тензором 𝜂𝛼𝛽 = diag(1,−1,−1,−1):

𝜕𝛼𝐹𝛽𝛾 + 𝜕𝛽𝐹𝛾𝛼 + 𝜕𝛾𝐹𝛼𝛽 = 0,

𝜕𝛼𝐺
𝛼𝛽 =

4𝜋

𝑐
𝑗𝛽.

(33)

Теперь запишем вакуумные уравнения Максвелла в эффективном римановом
пространстве с метрическим тензором 𝑔𝛼𝛽 (относящиеся к ним величины пометим
тильдой):

𝜕𝛼𝐹𝛽𝛾 + 𝜕𝛽𝐹𝛾𝛼 + 𝜕𝛾𝐹𝛼𝛽 = 0,

1√
−𝑔

𝜕𝛼

(︁√
−𝑔𝐺̃𝛼𝛽

)︁
=

4𝜋

𝑐
𝑗̃𝛽.

(34)

В вакууме будет верно следующее соотношение (см. (19)):

𝐹𝛼𝛽 = 𝐺̃𝛼𝛽. (35)

Подымая индексы в (35), получим

𝐹𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿𝐺̃𝛾𝛿. (36)

Сравнивая почленно (33) и (34), с учётом (36) получим:

𝐹𝛼𝛽 = 𝐹𝛼𝛽, 𝑗𝛼 =
√
−𝑔𝑗̃𝛼, (37)

𝐺𝛼𝛽 =
√
−𝑔𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿𝐹𝛾𝛿. (38)

Уравнения (38) собственно и являются искомыми 4-мерными геометризован-
ными уравнениями связи (14). Следуя методике Плебанского, мы должны полу-
чить явный вид для трёхмерных уравнений связи (13).



Кулябов Д.С., Королькова А.В., Севастьянов Л.А. Простейшая . . . 121

4.2.1. Формула для вектора электрической индукции

Перепишем выражение (38) в виде:

𝐹𝛼𝛽 =
1√
−𝑔

𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿𝐺
𝛾𝛿 (39)

и будем искать значение компонент 𝐹0𝑖, учитывая (3) и (5):

𝐹0𝑖 = 𝐸𝑖 =
1√
−𝑔

𝑔0𝛾𝑔𝑖𝛿𝐺
𝛾𝛿 =

=
1√
−𝑔
(︀
𝑔0𝑗𝑔𝑖0𝐺

𝑗0 + 𝑔00𝑔𝑖𝑗𝐺
0𝑗
)︀
+

1√
−𝑔

𝑔0𝑗𝑔𝑖𝑘𝐺
𝑗𝑘 =

=
1√
−𝑔

𝑔00

(︂
1

𝑔00
𝑔0𝑗𝑔𝑖0 − 𝑔𝑖𝑗

)︂
𝐷𝑗 − 1√

−𝑔
𝑔0𝑗𝑔𝑖𝑘𝜀

𝑗𝑘𝑙𝐻𝑙. (40)

Для компонент индукции 𝐷𝑖 применим соотношение (32) и получим:

𝐷𝑖 = −
√
−𝑔
𝑔00

𝑔𝑖𝑗𝐸𝑗 +
1

𝑔00
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑔𝑗0𝐻𝑘. (41)

Из (41) можно формально выписать выражение для диэлектрической прони-
цаемости:

𝜀𝑖𝑗 = −
√
−𝑔
𝑔00

𝑔𝑖𝑗 . (42)

При этом смысл второго члена в (41) нуждается в дальнейшем уточнении.

4.2.2. Формула для вектора магнитной индукции

Для получения выражения для вектора магнитной индукции будем использо-
вать тензоры (10) и (11). Опуская индексы у *𝐺𝛼𝛽 в выражении (38) и применяя
соотношения (7) и (9), получаем:

*𝐺𝛼𝛽 =
√
−𝑔𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿 *𝐹 𝛾𝛿. (43)

Будем искать значения компонент *𝐺0𝑖:

*𝐺0𝑖 =
√
−𝑔𝐻𝑖 =

√
−𝑔𝑔0𝛾𝑔𝑖𝛿 *𝐹 𝛾𝛿 =

=
√
−𝑔
(︀
𝑔0𝑗𝑔𝑖0

*𝐹 𝑗0 + 𝑔00𝑔𝑖𝑗
*𝐹 0𝑗

)︀
+
√
−𝑔𝑔0𝑗𝑔𝑖𝑘 *𝐹 𝑗𝑘 =

=
√
−𝑔𝑔00

(︂
1

𝑔00
𝑔0𝑗𝑔𝑖0 − 𝑔𝑖𝑗

)︂
1√
−𝑔

𝐵𝑗 −
√
−𝑔𝑔0𝑗𝑔𝑖𝑘𝜀𝑗𝑘𝑙

1√
−𝑔

𝐸𝑙. (44)

Применяя соотношение (32), получим для 𝐵𝑖 следующее выражение:

𝐵𝑖 = −
√
−𝑔
𝑔00

𝑔𝑖𝑗𝐻𝑗 −
1

𝑔00
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑔𝑗0𝐸𝑘. (45)

Из (45) можно формально выписать выражение для магнитной проницаемо-
сти:

𝜇𝑖𝑗 = −
√
−𝑔
𝑔00

𝑔𝑖𝑗 . (46)
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Таким образом, геометризованные уравнения связи в декартовых координатах
имеют следующий вид:

𝐷𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝐸𝑗 + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑤𝑗𝐻𝑘,

𝐵𝑖 = 𝜇𝑖𝑗𝐻𝑗 − 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑤𝑗𝐸𝑘,

𝜀𝑖𝑗 = −
√
−𝑔
𝑔00

𝑔𝑖𝑗 , 𝜇𝑖𝑗 = −
√
−𝑔
𝑔00

𝑔𝑖𝑗 , 𝑤𝑖 =
𝑔𝑖0
𝑔00

.

(47)

Эти уравнения и были приведены в исходной статье [4]. Теперь мы можем
считать выполненной нашу задачу по восстановлению методики Плебанского.

4.2.3. Интерпретация члена электромагнитного взаимодействия

В уравнениях (47) член электромагнитного взаимодействия у Плебанского ни-
какого истолкования не получает. Однако Леонгард предложил интерпретировать
его как скорость движения геометризованной системы отсчёта [6]. Действительно,
на основании (23) уравнения (47) можно переписать в виде:

𝐷𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝐸𝑗 +
[︁𝑢𝑗
𝑐
,𝐻𝑘

]︁𝑖
,

𝐵𝑖 = 𝜇𝑖𝑗𝐻𝑗 −
[︁𝑢𝑗
𝑐
, 𝐸𝑘

]︁𝑖
,

𝜀𝑖𝑗 = −
√
−𝑔
𝑔00

𝑔𝑖𝑗 , 𝜇𝑖𝑗 = −
√
−𝑔
𝑔00

𝑔𝑖𝑗 , 𝑢𝑖 =
𝑔𝑖0
𝑔00

𝑐
√︀
𝑔(3)

𝑛2 − 1
,

(48)

где 𝑢𝑖 — трёхмерная скорость движения системы отсчёта, 𝑔(3) = det𝑔𝑖𝑗 — опреде-
литель пространственной части метрического тензора 𝑔𝛼𝛽, 𝑛 =

√
𝜀𝜇 — показатель

преломления.

4.3. Геометризация в криволинейных координатах

Расширим теперь область применения полученных формул за счёт записи
уравнений Максвелла в произвольных криволинейных системах координат. Пусть
исходное пространство задаётся метрическим тензором 𝛾𝛼𝛽. Тогда система (33)
примет следующий вид:

𝜕𝛼𝐹𝛽𝛾 + 𝜕𝛽𝐹𝛾𝛼 + 𝜕𝛾𝐹𝛼𝛽 = 0,

1√
−𝛾

𝜕𝛼
(︀√
−𝛾𝐺𝛼𝛽

)︀
=

4𝜋

𝑐
𝑗𝛽.

(49)

Далее, повторяя шаги для эффективного риманового пространства (34), (35),
(36), получим аналог (37) и (38):

𝐹𝛼𝛽 = 𝐹𝛼𝛽, 𝑗𝛼 =

√
−𝑔√
−𝛾

𝑗̃𝛼, (50)

𝐺𝛼𝛽 =

√
−𝑔√
−𝛾

𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿𝐹𝛾𝛿. (51)
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4.3.1. Формула для вектора электрической индукции

Запишем выражение (51) в виде:

𝐹𝛼𝛽 =

√
−𝛾√
−𝑔

𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿𝐺
𝛾𝛿. (52)

Рассуждая аналогично (40), получим для компонент индукции 𝐷𝑖 соотноше-
ние:

𝐷𝑖 = −
√
−𝑔√
−𝛾

1

𝑔00
𝑔𝑖𝑗𝐸𝑗 +

1

𝑔00
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑔𝑗0𝐻𝑘, (53)

а выражение для диэлектрической проницаемости примет вид:

𝜀𝑖𝑗 = −
√
−𝑔√
−𝛾

1

𝑔00
𝑔𝑖𝑗 . (54)

4.3.2. Формула для вектора магнитной индукции

Перепишем (43) с учётом (51)

*𝐺𝛼𝛽 =

√
−𝑔
√
𝛾
𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿

*𝐹 𝛾𝛿. (55)

По аналогии с (44), (45) и (46) получим соотношение для 𝐵𝑖:

𝐵𝑖 = −
√
−𝑔
√
𝛾

1

𝑔00
𝑔𝑖𝑗𝐻𝑗 −

1

𝑔00
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑔𝑗0𝐸𝑘, (56)

и для магнитной проницаемости:

𝜇𝑖𝑗 = −
√
−𝑔√
−𝛾

1

𝑔00
𝑔𝑖𝑗 . (57)

Таким образом, геометризованные уравнения связи в криволинейных коорди-
натах с метрическим тензором 𝛾𝛼𝛽 имеют следующий вид:

𝐷𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝐸𝑗 + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑤𝑗𝐻𝑘,

𝐵𝑖 = 𝜇𝑖𝑗𝐻𝑗 − 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑤𝑗𝐸𝑘,

𝜀𝑖𝑗 = −
√
−𝑔√
−𝛾

1

𝑔00
𝑔𝑖𝑗 , 𝜇𝑖𝑗 = −

√
−𝑔√
−𝛾

1

𝑔00
𝑔𝑖𝑗 , 𝑤𝑖 =

𝑔𝑖0
𝑔00

.

(58)

5. Выводы

Авторами была восстановлена методика и расчёты Плебанского. Однако дан-
ный подход к геометризации представляется неокончательным, поскольку рас-
сматривает специальный случай. А именно, сам метод получения соотношений
для геометризации (уравнение (36)) неявно подразумевает изотропность среды (21).
Впрочем, это не мешает применять данный метод при расчётах в области транс-
формационной оптики.
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For research in the field of transformation optics and for the calculation of optically in-
homogeneous lenses the method of geometrization of the Maxwell equations seems to be
perspective. The basic idea is to transform the coefficients of constitutive equations, namely
the dielectric permittivity and magnetic permeability into the effective geometry of space-
time (and the vacuum Maxwell equations). This allows us to solve the direct and inverse
problems, that is, to find the permittivity and magnetic permeability for a given effective
geometry (paths of rays), as well as finding the effective geometry on the base of dielec-
tric permittivity and magnetic permeability. The most popular naive geometrization was
proposed by J. Plebanski. Under certain limitations it is quite good for solving relevant
problems. It should be noted that in his paper only the resulting formulas and exclusively
for Cartesian coordinate systems are given. In our work we conducted a detailed derivation
of formulas for the naive geometrization of Maxwell’s equations, and these formulas are writ-
ten for an arbitrary curvilinear coordinate system. This work is a step toward building a
complete covariant geometrization of the macroscopic Maxwell’s equations.

Key words and phrases: Maxwell’s equations, constitutive equations, Maxwell’s equa-
tions geometrization, Riemann geometry, curvilinear coordinates, Plebanski’s geometrization.




