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В работе рассмотрено стационарное уравнение Шрёдингера с действительным реше-
нием, зависящим от пространственных координат. Ставится задача получения диффе-
ренциального соотношения для квадрата такой волновой функции. Посредством вы-
членения из тождества собственно уравнения Шрёдингера формулируется дифферен-
циальное уравнение для физически интерпретируемой величины — плотности вероят-
ности (квадрата волновой функции стационарного уравнения Шрёдингера). В качестве
примера рассмотрен одномерный случай, допускающий простое аналитическое решение.
Показано, что полученное решение является квадратом решения соответствующего ли-
нейного дифференциального уравнения, как это и должно было быть по построению
нелинейного дифференциального уравнения для плотности вероятности. В последнем
разделе работы рассмотрен несколько более общий, не стационарный случай, — потен-
циал, содержащий в качестве слагаемого компонент, зависящий от времени. Потенциалы
такого вида встречаются в нестационарной теории возмущений. Показано, что константа
при разделении переменных остаётся действительной, и тем самым для дифференци-
ального уравнения, соответствующего пространственным переменным, рассмотренная
схема остаётся аналогичной описанной выше для стационарного уравнения.
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1. Введение

В уравнении Шрёдингера: ~
𝜕Ψ

𝜕𝑡
= �̂�Ψ, с Гамильтонианом �̂� = −~2/2𝑚O2+𝑈 ,

при 𝑈 = const(𝑡) переменные разделяются. То есть Ψ(�̄�, 𝑡) можно представить в
виде Ψ(�̄�, 𝑡) = 𝜙(�̄�) exp(−𝑖𝐸𝑡/~). Здесь 𝐸 –– полная энергия, а 𝜙(�̄�) удовлетво-
ряет стационарному уравнению Шрёдингера: �̂�𝜙 = 𝐸𝜙. При этом 𝑈 становит-
ся потенциальной энергией. Ниже мы строим дифференциальное уравнение для
плотности вероятности: 𝜙(�̄�)2.

2. Уравнение для 𝜙2

Волновая функция Ψ(�̄�, 𝑡) – это новый объект, который вводится в физи-
ку квантовой теорией. Однако интерпретацию получает не сам этот объект, а
квадрат его модуля Ψ(�̄�, 𝑡)Ψ(�̄�, 𝑡)* = |Ψ(�̄�, 𝑡)|2, который интерпретируется как
плотность вероятности. В случае стационарного уравнения Шрёдингера имеем:
|Ψ(�̄�, 𝑡)|2 = |𝜙(�̄�)|2 = 𝜙(�̄�)2, поскольку 𝜙(�̄�) функция действительная. Поскольку,
как упоминалось выше, функция 𝜙(�̄�) удовлетворяет уравнению (�̂� −𝐸)𝜙 = 0, а
интерпретацию получает 𝜙2, представляет интерес записать уравнение для 𝜙2.

Перепишем стационарное уравнение Шрёдингера в виде

((~2/2𝑚)Δ + (𝐸 − 𝑈))𝜙 = 0.

Или, что тоже самое:
(𝜕2𝑥 + 𝜕2𝑦 + 𝜕2𝑧 +𝐴)𝜙 = 0, (1)
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здесь 𝐴 = 2𝑚/~2(𝐸 − 𝑈).
Чтобы получить уравнение для 𝜙2, подействуем на 𝜙2 оператором Δ + 𝐴.

Получаем:

(Δ +𝐴)𝜙2 ≡ 2(𝜕𝑥𝜙)
2 + 2(𝜕𝑦𝜙)

2 + 2(𝜕𝑧𝜙)
2 + 2𝜙(Δ +𝐴)𝜙−𝐴𝜙2. (2)

Поскольку согласно (1) (Δ +𝐴)𝜙 = 0, то

(Δ +𝐴)𝜙2 = 2(𝜕𝑥𝜙)
2 + 2(𝜕𝑦𝜙)

2 + 2(𝜕𝑧𝜙)
2 + 2𝜙(Δ +𝐴)𝜙−𝐴𝜙2.

Учитывая, что
𝜕𝑥(𝜙

2) = 2𝜙𝜕𝑥𝜙→ 𝜕𝑥𝜙 = 𝜕𝑥(𝜙
2)/2𝜙,

для предыдущего уравнения имеем

(Δ +𝐴)𝜙2 = 1/2𝜙2((𝜕𝑥𝜙
2)2 + (𝜕𝑦𝜙

2)2 + (𝜕𝑧𝜙
2)2)−𝐴𝜙2,

или
2𝑊 (Δ + 2𝐴)𝑊 − ((𝜕𝑥)

2 + (𝜕𝑦)
2 + (𝜕𝑧)

2) = 0, (3)

где 𝑊 = 𝜙2. Таким образом, плотность вероятности 𝑊 описывается нелинейным
дифференциальным уравнением (3) в отличие от линейного уравнения (1) для 𝜙.

3. О решениях уравнения для 𝑊

Рассмотрим уравнение (3) в простейшем, т.е. одномерном случае, при 𝐴 = 0.
Имеем 𝜕2𝑥𝑊 − (𝜕𝑥𝑊 )2/2𝑊 = 0. Согласно [1] уравнение вида 𝑦′′𝑥𝑥 = (𝑦′𝑥)

2𝜉(𝑥)/𝑦
заменой 𝑤(𝑥) = 𝑥𝑦′𝑥/𝑦 приводится к уравнению Бернулли 𝑥𝑤′

𝑥 = 𝑤+ [𝜉(𝑥)− 1]𝑤2.
В нашем случае 𝜉(𝑥) = 1/2.

Уравнение Бернулли 𝑦′𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑦 + 𝑔(𝑥)𝑦𝛼 [2] заменой 𝑢(𝑥) = 𝑦1−𝛼 приводится
к линейному уравнению вида 𝑢′𝑥 = (1− 𝛼)𝑓(𝑥)𝑢+ (1− 𝛼)𝑔(𝑥). Вводя

𝐹 (𝑥) = (1− 𝛼)

∫︁
𝑓(𝑥)d𝑥,

имеем
𝑦1−𝛼 = 𝐶𝑒𝐹

∫︁
𝑒−𝐹 𝑔(𝑥)d𝑥.

В нашем случае 𝛼 = 2, 𝑓(𝑥) = 1/𝑥, а 𝑔(𝑥) = −1/2𝑥. В результате имеем 𝑊 =
(𝐶1𝑥+ 𝐶2)

2, где 𝐶1 и 𝐶2 — некоторые константы.
К этому результату можно прийти и другим путём, если в условиях постановки

задачи (одномерный случай, 𝐴 = 0) решить уравнение (1). Получаем: 𝜙 = 𝐶1𝑥+
𝐶2), а по-скольку 𝑊 = 𝜙2, то полученный выше результат становится очевидным.

Мы рассмотрели решение уравнения (3) в частном случае для иллюстрации.
К вопросу о его решениях можно подойти с более общих позиций. В самом де-
ле, выражение (2) — это тождество, верное при любой функции 𝜙. Уравнение (1)
своими решениями имеет вполне определённые функции 𝜙. Поэтому, вычитая из
тождества (2) уравнение (1), мы превращаем его в уравнение. Полученное урав-
нение — (3), очевидно, имеет те же решения, что и уравнение (1). В самом деле,
если 𝜙 решение уравнения (1), то тождество (2) верно, в частности, и при таком
𝜙. Исключая из тождества с таким 𝜙 соотношение, соответствующее уравнению
(1) мы получаем остаток тождества, с конкретным видом функции 𝜙. Этот оста-
ток и есть уравнение (3). При этом этот конкретный вид функции 𝜙 оказывается
решением как уравнения (1) так и уравнения (2) и наоборот.
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4. Зависящий от времени потенциал, допускающий
разделение переменных

Возможно рассмотреть несколько более общий вид уравнения Шрёдингера,
включающий зависимость потенциала от времени. Такая ситуация типична для
нестационарной теории возмущений [3]. Получаем

𝑖~𝜕𝑡Ψ(𝑟, 𝑡) = [(~2/2𝑚)Δ + 𝑈(𝑟) + 𝑉 (𝑡)]Ψ(𝑟, 𝑡). (4)

Представим Ψ(𝑟, 𝑡) в виде 𝜓(𝑟)𝜙(𝑡), тогда имеем

𝑖~𝜕𝑡𝜓(𝑟)𝜙(𝑡) = [(~2/2𝑚)Δ + 𝑈(𝑟) + 𝑉 (𝑡)]𝜓(𝑟)𝜙(𝑡) (5)

или
[𝑖~𝜕𝑡 − 𝑉 (𝑡)](𝜓(𝑟)𝜙(𝑡))

𝜓(𝑟)𝜙(𝑡)
=

[(~2/2𝑚)Δ + 𝑈(𝑟)](𝜓(𝑟)𝜙(𝑡))

𝜓(𝑟)𝜙(𝑡)
. (6)

Вынося и сокращая не зависящие от операторов функции, окончательно по-
лучаем

[𝑖~𝜕𝑡 − 𝑉 (𝑡)]𝜙(𝑡)

𝜙(𝑡)
=

[(~2/2𝑚)Δ + 𝑈(𝑟)]𝜓(𝑟)

𝜓(𝑟)
= 𝐸. (7)

Здесь 𝐸 –– некоторая константа, как это и следует из схемы разделения перемен-
ных [4].

Таким образом, получаем два соотношения:

[𝑖~𝜕𝑡 − 𝑉 (𝑡)]𝜙(𝑡) = 𝐸𝜙(𝑡), (8a)

[(~2/2𝑚)Δ + 𝑈(𝑟)]𝜓(𝑟) = 𝐸𝜓(𝑟). (8b)

Решая первое из них [5], имеем:

𝑖~𝜕𝑡𝜙(𝑡)
𝜙(𝑡)

= 𝐸 + 𝑉 (𝑡) ⇒ 𝑖~𝜕𝑡 ln(𝜙(𝑡)) = 𝐸 + 𝑉 (𝑡). (9)

Окончательно:

𝜙(𝑡) = 𝜙(0) exp

(︂[︂∫︁
𝑉 (𝜏)d𝜏 + 𝐸𝑡

]︂
/𝑖~
)︂
. (10)

Из этого соотношения ясно, что 𝐼𝑚(𝐸) = 0, в противном случае 𝜙(𝑡) приоб-
ретает экспоненциальное поведение, что как в случае роста, так и в случае убы-
вания экспоненты физически неприемлемо. Поскольку при этом уравнение (8b)
оказывается тождественным рассмотренному нами ранее стационарному случаю,
то введённая временная зависимость здесь оказывается не существенной.

5. Заключение

Предпринятое построение имело своей целью в явной форме, на уровне диф-
ференциальных соотношений, продемонстрировать принципиальное отличие вол-
новой функции от квадрата её модуля — плотности вероятности. С физической
точки зрения представляет несомненный интерес рассмотрение в перспективе за-
дачи не стационарной. С математической же точки зрения предпринятое построе-
ние представляет интерес как способ построения нелинейных дифференциальных
уравнений, решения которых тем или иным образом соотносятся с решением ли-
нейной задачи.
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On a Probability Density Equation

S. V. Kopylov
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The stationary Schrödinger equation depending on spatial coordinates has been considered.
The problem of obtaining a differential relationship for the wave function squared was posed.
By extracting Schrödinger’s equation itself from this relationship a differential equation for
a physically interpretable quantity, i.e. the probability density (wave function squared),
has been formulated. As an example the one-dimensional case admitting a simple analytic
solution was considered. The solution obtained is shown to be a solution squared of the
corresponding nonlinear differential equation for the probability density. In the final section a
more general non-stationary case was considered for the potential involving a time-dependent
term, such potentials are found in the non-stationary perturbation theory. The constant in
separating the variables remains real. Thus the procedure considered proves to be similar to
that presented above for the stationary equation.
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