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В связи с обнаружением переходов межу нейтрино различных типов весьма актуаль-
ной стала задача получения выражений, описывающих смешивания и осцилляции ней-
трино (т. е. моделирование таких процессов). Данная работа посвящена рассмотрению
трёхнейтринных смешиваний и осцилляций в общем случае. Вычислены выражения для
волновых функций в трёх случаях: с CP нарушением (δ 6= 0), без CP нарушения (δ = 0)
и в случае, когда прямые νe ↔ ντ переходы отсутствуют — β(θ13) = 0. Также получены
выражения для вероятностей нейтринных переходов (осцилляций) для случая, когда CP
нарушение отсутствует, и в случае, когда прямые νe ↔ ντ переходы отсутствуют. Пока-
зано, что требование положительной определённости вероятности переходов Pνe→νe(t)
при νe ↔ νe осцилляциях строго выполняется, если ∆m2

13 = ∆m2
12 +∆m2

23.
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1. Введение

Предположение о том, что, по аналогии с Ko, K̄o осцилляциями, могут су-
ществовать нейтрино–антинейтринные осцилляции (ν → ν̄), было выдвинуто
Б. М. Понтекорво в 1957 г. [1, 2]. Впоследствии З. Маки и другими [3], а так-
же Б. М. Понтекорво [4], была выдвинута идея, что могут быть смешивания и
осцилляции нейтрино различных ароматов (т. е. νe → νµ переходы).

В настоящее время нейтринные переходы уже обнаружены, и поэтому во всех
крупнейших лабораториях мира проводятся эксперименты по изучению смеши-
вания и осцилляций нейтрино. Эта проблема стала весьма актуальной и появи-
лась необходимость в получении общих выражений, описывающих такие перехо-
ды (т. е. моделирование таких процессов).

В общем случае здесь могут быть две схемы (типа) смешивания (осцилля-
ций) нейтрино: схема массовых смешиваний и схема зарядовых смешиваний, как
это имеет место в модели векторной доминантности или в стандартной модели
электрослабых взаимодействий при смешивании векторных бозонов [5, 6].

В стандартной теории нейтринных осцилляций [7–10] предполагается, что фи-
зически наблюдаемые нейтринные состояния νe, νµ, ντ не имеют определённой
массы, и что они сразу рождаются как смеси ν1, ν2, ν3 нейтринных состояний.
ν1, ν2, ν3 являются собственными состояниями гамильтониана слабых взаимодей-
ствий с нарушением закона сохранения лептонных чисел. Расчёты, однако, пока-
зали, что νe, νµ, ντ имеют массы и ширины переходов [5, 6]. В этом случае сме-
шивания нейтрино определяются массовой матрицей, и параметры смешивания
выражаются через элементы массовой матрицы.

В схеме зарядовых смешиваний параметры осцилляций выражаются через
константы связи (заряды) слабых взаимодействий и массы нейтрино [5, 6].
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В обоих случаях матрица смешивания нейтрино [5–10]

V =

 cβcθ cβsθ sβ exp(−iδ)
−sγsβ exp(iδ)cθ − cγsθ −sγsβ exp(iδ)sθ + cγcθ sγcβ
−cγsβ exp(iδ)cθ + sγsθ −cγsβ exp(iδ)sθ − sγcθ cγcβ

 ,
может быть записана в удобной форме, предложенной Майаной [11] (в некоторых
работах используется другое обозначение для параметров смешивания, а имен-
но — θ12, θ13, θ23, и тогда θ = θ12, β = θ13, γ = θ23):

V =

1 0 0
0 cγ sγ
0 −sγ cγ


 cβ 0 sβ exp(−iδ)

0 1 0
−sβ exp(iδ) 0 cβ

 cθ sθ 0
−sθ cθ 0

0 0 1

 , (1)

ceµ = cos θ, seµ = sin θ, c2eµ + s2
eµ = 1;

ceτ = cosβ, seτ = sinβ, c2eτ + s2
eτ = 1;

cµτ = cos γ, sµτ = sin γ, c2µτ + s2
µτ = 1;

exp(iδ) = cos δ + i sin δ.

(2)

Эта параметризация удобна тем, что мы можем придать смысл параметрам сме-
шивания: θ — параметр (угол) смешивания νe, νµ нейтрино, β — параметр (угол)
смешивания νe, ντ нейтрино, γ — параметр (угол) смешивания νµ, ντ нейтрино, а
параметр δ — параметр CP нарушения [7–10].

Предполагается [5–10], что унитарная матрица V описывает нарушение леп-
тонных чисел, в результате чего первоначальные νe, νµ, ντ нейтрино превраща-
ются в суперпозиции ν1, ν2, ν3, и через эти промежуточные состояния νe, νµ, ντ
нейтрино переходят друг в друга.

Теперь мы перейдём к рассмотрению общих выражений для волновых функ-
ций нейтрино и далее — к конкретному расчёту волновых функций Ψνe , Ψνµ , Ψντ
нейтрино и вероятностей переходов (осцилляций) этих нейтрино.

2. Общие выражения для волновых функций и
вероятностей при трёхнейтринных переходах

(осцилляциях) в вакууме в зависимости от времени

Используя выше рассмотренную матрицу V , мы можем связать волновые
функции физических нейтринных состояний Ψνe , Ψνµ , Ψντ с волновыми функция-
ми промежуточных нейтринных состоянии Ψν1 , Ψν2 , Ψν3 и записать это в следую-
щем покомпонентном виде [7–10]:

Ψνl =
3∑
k=1

V ∗νlνkΨνk ,

Ψνk =
3∑
k=1

VνkνlΨνl , l = e, µ, τ, k = 1, 2, 3, (3)

где Ψνk — волновая функция нейтрино с импульсом p и массой mk.
Мы предполагаем, что смешивания (осцилляции) нейтрино являются вирту-

альными, если массы нейтрино различаются, и реальными, если массы нейтрино
равны. Если мы предположим, что эти переходы являются реальными, как это по-
стулируется в стандартной теории. Тогда необходимо принять, что выражение (3)
базируется на предположении, что разности масс νk нейтрино являются такими
малыми, что в слабых взаимодействиях формируются когерентные нейтринные
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состояния. Необходимо отметить, что, как показывают расчёты, эти когерентные
состояния являются нестабильными и распадаются, т. е. физические нейтринные
состояния Ψνe , Ψνµ , Ψντ являются нестабильными.

Если нейтрино находятся в вакууме, то волновое уравнение для них имеет
следующий вид:

i
d
dt
Ψνk(t) = EkΨνk(t),

и мы можем отфакторизовать временную часть

Ψνk(t) = e−iEktΨνk(0), k = 1, 2, 3, (4)

тогда

Ψνl(t) =
3∑
k=1

e−iEktV ∗νlνkΨνk(0). (5)

Используя унитарность матрицы V в выражении (3), мы можем переписать
выражение (5) в следующем виде:

Ψνl(t) =
∑

l′=e,µ,τ

3∑
k=1

Vνl′νke−iEktV ∗νlνkΨνl′(0), (6)

и, вводя обозначение bνlνl′ (t)

bνlνl′ (t) =
3∑
k=1

Vνl′νke−iEktV ∗νlνk , (7)

мы получаем

Ψνl(t) =
∑

l′=e,µ,τ

bνlνl′ (t)Ψνl′ (0), (8)

где bνlνl′ (t) — амплитуда перехода Ψνl → Ψνl′ . При этом вероятность перехода
Ψνl → Ψνl′ равна:

Pνlνl′ (t) =|
3∑
k=1

Vν′
l
νke−iEktV ∗νlνk |

2 . (9)

Очевидно, что ∑
l′=e,µ,τ

Pνl′νl(t) = 1. (10)

Теперь перейдём к расчёту волновых функции при νe, νµ, ντ → νe, νµ, ντ переходах
в вакууме.

2.1. Выражения для волновых функций при
νe, νµ, ντ → νe, νµ, ντ переходах (осцилляциях) нейтрино в

вакууме с CP нарушением
Выражения для волновых функций и вероятностей при νe, νµ, ντ → νe, νµ, ντ

переходах (осцилляциях) нейтрино в вакууме с CP нарушением имеют следую-
щий вид:
1) для случая νe → νe, νµ, ντ переходов:

Ψνe→νe,νµ,ντ (t) =
[
cos2(β) cos2(θ) exp(−iE1t) + cos2(β) sin2(θ)×
× exp(−iE2t) + sin2(β) exp(−iE3t)

]
Ψνe(0) +
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+
[
cos(β) cos(θ) exp(−iE1t)

(
− cos(γ) sin(θ)−

− sin(β) exp(−iδ) sin(γ) cos(θ)
)

+

+ cos(β) sin(θ) exp(−iE2t)
(
cos(γ) cos(θ)−

− sin(β) exp(−iδ) sin(γ) sin(θ)
)

+

+ sin(β) exp(−iδ) exp(−iE3t) sin(γ) cos(β)
]
Ψνµ(0) +

+
[
cos(β) cos(θ) exp(−iE1t)

(
sin(γ) sin(θ)−

− sin(β) exp(−iδ) cos(γ) cos(θ)
)

+

+ cos(β) sin(θ) exp(−iE2t)
(
− sin(γ) cos(θ)−

− sin(β) exp(−iδ) cos(γ) sin(θ)
)

+

+ sin(β) exp(−iδ) exp(−iE3t) cos(γ) cos(β)
]
Ψντ (0); (11)

2) для случая νµ → νe, νµ, ντ переходов:

Ψνµ→νe,νµ,ντ (t) = [(− sin(γ) sin(β) exp(iδ) cos(θ)−
− cos(γ) sin(θ)) exp(−iE1t) cos(β) cos(θ) +

+ (− sin(γ) sin(β) exp(iδ) sin(θ) +
+ cos(γ) cos(θ)) exp(−iE2t) cos(β) sin(θ) +

+ sin(γ) cos(β) exp(−iE3t) sin(β) exp(iδ)]Ψνe(0) +
+ [(− sin(γ) sin(β) exp(iδ) cos(θ)−

− cos(γ) sin(θ)) exp(−iE1t)(− cos(γ) sin(θ)−
− sin(β) exp(−iδ) sin(γ) cos(θ)) +
+ (− sin(γ) sin(β) exp(iδ) sin(θ) +

+ cos(γ) cos(θ)) exp(−iE2t)(cos(γ) cos(θ)−
− sin(β) exp(−iδ) sin(γ) sin(θ)) +

+ sin2(γ) cos2(β) exp(−iE3t)]Ψνµ(0) +
+ [(− sin(γ) sin(β) exp(iδ) cos(θ)−

− cos(γ) sin(θ)) exp(−iE1t)(sin(γ) sin(θ)−
− sin(β) exp(−iδ) cos(γ) cos(θ)) +
+ (− sin(γ) sin(β) exp(iδ) sin(θ) +

+ cos(γ) cos(θ)) exp(−iE2t)(− sin(γ) cos(θ)−
− sin(β) exp(−iδ) cos(γ) sin(θ)) +

+ sin(γ) cos2(β) exp(−iE3t) cos(γ)]Ψντ (0); (12)

3) для случая ντ → νe, νµ, ντ переходов:

Ψντ→νe,νµ,ντ (t) = [(− cos(γ) sin(β) exp(iδ) cos(θ) + sin(γ) sin(θ))×
× exp(−iE1t) cos(β) cos(θ) + (− cos(γ) sin(β) exp(iδ) sin(θ)−

− sin(γ) cos(θ)) exp(−iE2t) cos(β) sin(θ) +
+ cos(γ) cos(β) exp(−iE3t) sin(β) exp(iδ)]Ψνe(0) +

+ [(− cos(γ) sin(β) exp(iδ) cos(θ) +
+ sin(γ) sin(θ)) exp(−iE1t)(− cos(γ) sin(θ)−

− sin(β) exp(−iδ) sin(γ) cos(θ)) +
+ (− cos(γ) sin(β) exp(iδ) sin(θ)−
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− sin(γ) cos(θ)) exp(−iE2t)(cos(γ) cos(θ)−
− sin(β) exp(−iδ) sin(γ) sin(θ)) +

+ sin(γ) cos2(β) exp(−iE3t) cos(γ)]Ψνµ(0) +
+ [(− cos(γ) sin(β) exp(iδ) cos(θ) +

+ sin(γ) sin(θ)) exp(−iE1t)(sin(γ) sin(θ)−
− sin(β) exp(−iδ) cos(γ) cos(θ)) +
+ (− cos(γ) sin(β) exp(iδ) sin(θ)−

− sin(γ) cos(θ)) exp(−iE2t)(− sin(γ) cos(θ)−
− sin(β) exp(−iδ) cos(γ) sin(θ)) +

+ cos2(γ) cos2(β) exp(−iE3t)]Ψντ (0). (13)

Теперь перейдём к рассмотрению случая, когда CP нарушение отсутствует.

2.2. Выражения для волновых функций и вероятностей
при νe, νµ, ντ → νe, νµ, ντ переходах (осцилляциях) нейтрино в

вакууме без CP нарушения
Если мы не будем учитывать CP нарушение, тогда выражения для амплитуд

переходов нейтрино в вакууме имеют следующий вид:
1. Если первоначальное нейтрино есть νe нейтрино и имеют место переходы
νe → νe, νe → νµ, νe → ντ , то тогда волновая функция этого нейтрино имеет
следующий вид:

Ψνe→νe,νµ,ντ (t) = [cos2(β) cos2(θ) exp(−iE1t) +

+ cos2(β) sin2(θ) exp(−iE2t) + sin2(β) exp(−iE3t)]Ψνe(0) +
+ [cos(β) cos(θ) exp(−iE1t)(− sin(γ) sin(β) cos(θ)−

− cos(γ) sin(θ)) + cos(β) sin(θ) exp(−iE2t)(− sin(γ) sin(β) sin(θ) +
+ cos(γ) cos(θ)) + sin(β) exp(−iE3t) sin(γ) cos(β)]Ψνµ(0) +

+ [cos(β) cos(θ) exp(−iE1t)(− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)) +
+ cos(β) sin(θ) exp(−iE2t)(− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)) +

+ sin(β) exp(−iE3t) cos(γ) cos(β)]Ψντ (0). (14)

Выражение (14) можно переписать в следующем виде:

Ψνe→νe,νµ,ντ (t) = bνeνeΨνe(0) + bνeνµΨνµ(0) + bνeντΨντ (0), (14′)

где b... есть коэффициенты перед волновыми функциями Ψνe(0), Ψνµ(0), Ψντ (0)
нейтрино.
1.1. Вероятность νe → νe нейтринных переходов, полученная из выраже-

ния (14), определяется следующей формулой:

Pνe→νe(t) = 1− cos4(β) sin2(2θ) sin2
(
−t(E1 − E2)/2

)
−

cos2(θ) sin2(2β) sin2
(
−t(E1 − E3)/2

)
−

− sin2(θ) sin2(2β) sin2
(
−t(E2 − E3)/2

)
. (15)

1.2. Вероятность νe → νµ нейтринных переходов, полученная из выраже-
ния (14), определяется следующей формулой:
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Pνe→νµ(t) = 4 cos2(β) cos(θ) sin(θ)[− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)]×
× [sin(γ) sin(β) cos(θ) + cos(γ) sin(θ)] sin2

(
−t(E1 − E2)/2

)
−

− 4 cos2(β) sin(β) cos(θ) sin(γ)[sin(γ) sin(β) cos(θ) + cos(γ) sin(θ)]×
× sin2(−t(E1 − E3)/2)− 4 cos2(β) sin(β) sin(θ) sin(γ)[− sin(γ) sin(β) sin(θ) +

+ cos(γ) cos(θ)] sin2
(
−t(E2 − E3)/2

)
. (16)

1.3. Вероятность νe → ντ нейтринных переходов, полученная из выраже-
ния (14), определяется следующей формулой:

Pνe→ντ (t) = 4 cos2(β) cos(θ) sin(θ)[− cos(γ) sin(β) cos(θ) +

+ sin(γ) sin(θ)][cos(γ) sin(β) sin(θ) + sin(γ) cos(θ)] sin2
(
−t(E1 − E2)/2

)
−

− 4 cos2(β) cos(θ) sin(β) cos(γ)[− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)]×
× sin2

(
−t(E1 − E3)/2

)
+ 4 cos2(β) sin(θ) sin(β) cos(γ)[cos(γ) sin(β) sin(θ) +

+ sin(γ) cos(θ)] sin2
(
−t(E2 − E3)/2

)
. (17)

Проверка подтвердила, что Pνe→νe(t) + Pνe→νµ(t) + Pνe→ντ (t) = 1.
2. Для случая νµ → νe, νµ, ντ переходов мы получаем

Ψνµ→νe,νµ,ντ (t) = [cos(β) cos(θ) exp(−iE1t)×
× (− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)) +

+ cos(β) sin(θ) exp(−iE2t)(− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)) +
+ sin(β) exp(−iE3t) sin(γ) cos(β)]Ψνe(0) +

+ [(− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ))2 exp(−iE1t) +

+ (− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ))2 exp(−iE2t) +

+ sin2(γ) cos2(β) exp(−iE3t)]Ψνµ(0) +
+ [(− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)) exp(−iE1t)×

× (− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)) +
+ (− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)) exp(−iE2t)×

× (− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)) + sin(γ) cos2(β)×
× exp(−iE3t) cos(γ)]Ψντ (0). (18)

Выражение (18) можно переписать в следующем виде:

Ψνµ→νe,νµ,ντ (t) = bνµνeΨνe(0) + bνµνµΨνµ(0) + bνµντΨντ (0), (18′)

где b... есть коэффициенты перед волновыми функциями Ψνe(0), Ψνµ(0), Ψντ (0)
нейтрино.
2.1. Вероятность νµ → νµ нейтринных переходов, полученная из выраже-

ния (18), определяется следующей формулой:

Pνµ→νµ(t) = 1− 4[− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)]2 ×
× [− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)]2 ×

× sin2
(
−t(E1 − E2)/2

)
−

− 4[− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)]2 sin2(γ) cos2(β)×
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× sin2
(
−t(E1 − E3)/2

)
−

− 4[− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)]2 sin2(γ) cos2(β)×
× sin2

(
−t(E2 − E3)/2

)
. (19)

2.2. Вероятность νµ → νe нейтринных переходов, полученная из выраже-
ния (18), определяется следующей формулой:

Pνµ→νe(t) = −4[− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)] cos2(β) cos(θ)×
× [− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)] sin(θ) sin2

(
−t(E1 − E2)/2

)
−

− 4[− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)] cos2(β)×
× cos(θ) sin(γ) sin(β) sin2

(
−t(E1 − E3)/2

)
−

− 4[− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)] cos2(β) sin(θ) sin(γ) sin(β)×
× sin2

(
−t(E2 − E3)/2

)
. (20)

2.3. Вероятность νµ → ντ нейтринных переходов, полученная из выраже-
ния (18), определяется следующей формулой:

Pνµ→ντ (t) = −4[− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)]×
× [− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)][− sin(γ) sin(β) sin(θ) +

+ cos(γ) cos(θ)][− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)] sin2
(
−t(E1 − E2)/2

)
−

− 4[− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)]×
× [− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)] sin(γ) cos2(β) cos(γ)×

× sin2(−t(E1 − E3)/2)−
− 4[− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)]×

× [− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)] sin(γ) cos2(β) cos(γ)×
× sin2

(
−t(E2 − E3)/2

)
. (21)

Проверка подтвердила, что Pνµ→νe(t) + Pνµ→νµ(t) + Pνµ→ντ (t) = 1.
3. Для случая ντ → νe, νµ, ντ переходов мы получаем

Ψντ→νe,νµ,ντ (t) = [cos(β) cos(θ) exp(−iE1t)×
× (− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)) + cos(β) sin(θ) exp(−iE2t)×

× (− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)) +
+ sin(β) exp(−iE3t) cos(γ) cos(β)]Ψνe(0) +

+ [(− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)) exp(−iE1t)×
× (− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)) + (− sin(γ) sin(β) sin(θ) +
+ cos(γ) cos(θ)) exp(−iE2t)(− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)) +

+ sin(γ) cos2(β) exp(−iE3t) cos(γ)]Ψνµ(0) +

+ [(− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ))2 exp(−iE1t) +

+ (− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ))2 exp(−iE2t) +

+ cos2(γ) cos2(β) exp(−iE3t)]Ψντ (0). (22)

Выражение (22) можно переписать в следующем виде:

Ψντ→νe,νµ,ντ (t) = bντνeΨνe(0) + bντνµΨνµ(0) + bντντΨντ (0), (22′)
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где b... — некоторые коэффициенты перед волновыми функциями
Ψνe(0), Ψνµ(0), Ψντ (0) нейтрино.
3.1. Вероятность ντ → ντ нейтринных переходов, полученная из выраже-

ния (22), определяется следующей формулой:

Pντ→ντ (t) = 1− 4[− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)]2 ×
× [− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)]2 sin2

(
−t(E1 − E2)/2

)
−

− 4[− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)]2 cos2(γ) cos2(β)×
× sin2

(
−t(E1 − E3)/2

)
−

− 4[− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)]2 cos2(γ) cos2(β)×
× sin2

(
−t(E2 − E3)/2

)
. (23)

3.2. Вероятность ντ → νe нейтринных переходов, полученная из выраже-
ния (22), определяется следующей формулой:

Pντ→νe(t) = −4[− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)]×
× cos2(β) cos(θ)[− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)] sin(θ)×

× sin2
(
−t(E1 − E2)/2

)
−

− 4[− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)] cos2(β) cos(θ)×
× cos(γ) sin(β) sin2

(
−t(E1 − E3)/2

)
−

− 4[− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)] cos2(β) sin(θ) cos(γ) sin(β)×
× sin2

(
−t(E2 − E3)/2

)
. (24)

3.3. Вероятность ντ → νµ нейтринных переходов, полученная из выраже-
ния (22), определяется следующей формулой:

Pντ→νµ(t) = −4[− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)]×
× [− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)]×
× [− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)]×

× [− sin(γ) sin(β) sin(θ) + cos(γ) cos(θ)] sin2
(
−t(E1 − E2)/2

)
−

− 4[− cos(γ) sin(β) cos(θ) + sin(γ) sin(θ)]×
× [− sin(γ) sin(β) cos(θ)− cos(γ) sin(θ)] cos(γ) cos2(β) sin(γ)×

× sin2
(
−t(E1 − E3)/2

)
−

− 4[− cos(γ) sin(β) sin(θ)− sin(γ) cos(θ)]×
×[− sin(γ) sin(β) sin(θ)+cos(γ) cos(θ)]××cos(γ) cos2(β) sin(γ) sin2

(
−t(E2−E3)/2

)
.

(25)

Проверка подтвердила, что Pντ→νe(t) + Pντ→νµ(t) + Pντ→ντ (t) = 1.
Выражения (14′), (18′), (22′) для трёхнейтринных волновых функций можно

переписать в следующем компактном виде:Ψνe→νe,νµ,ντ (t)
Ψνµ→νe,νµ,ντ (t)
Ψντ→νe,νµ,ντ (t)

 =

bνeνe bνeνµ bνeντ
bνµνe bνµνµ bνµντ
bντνe bντνµ bντντ

Ψνe(0)
Ψνµ(0)
Ψντ (0)

 . (26)
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Мы можем также ввести матрицу Vprob(t) для вероятностей переходов (осцил-
ляций), зависящую от времени, и записать её в следующем компактном виде:

Vprob(t) =

Pνe→νe(t) Pνe→νµ(t) Pνe→ντ (t)
Pνµ→νe(t) Pνµ→νµ(t) Pνµ→ντ (t)
Pντ→νe(t) Pντ→νµ(t) Pντ→ντ (t)

 . (27)

Теперь перейдём к рассмотрению волновых функций и вероятностей переходов
при отсутствии νe → ντ переходов.

2.3. Выражения для волновых функций и вероятностей νe,
νµ, ντ → νe, νµ, ντ переходов (осцилляций) в вакууме при

отсутствии прямых νe → ντ переходов (β(θ13) = 0)
Если первоначальные нейтрино являются νe нейтрино и отсутствуют прямые

переходы между νe и ντ нейтрино, т. е. такие переходы запрещены, тогда после
νe → νµ переходов возможны только переходы νe → νe, νe → νµ и νµ → ντ .
Волновая функция для этих переходов имеет следующий вид:

Ψνe→νe,νµ,ντ (t) = [cos2(θ) exp(−iE1t) + sin2(θ) exp(−iE2t)]Ψνe(0) +
+ [− cos(θ) sin(θ) cos(γ) exp(−iE1t) + cos(θ) sin(θ) cos(γ) exp(−iE1t)]Ψνµ(0) +

+ cos(θ) sin(θ) sin(γ)[exp(−iE1)− exp(−iE2)]Ψντ (0). (28)

Вероятности таких нейтринных переходов (осцилляций) описываются следующи-
ми выражениями (в действительности, после νe → νµ переходов должны быть
переходы между νµ → ντ нейтрино):
для νe → νe:

P (νe → νe, t) = 1− sin2(2θ)[cos2(2γ) + sin2(2γ)] sin2(L/L12); (29)

для νe → νµ:
P (νe → νµ, t) = sin2(2θ) cos2(2γ) sin2(L/L12); (30)

для νe → ντ :
P (νe → ντ , t) = sin2(2θ) sin2(2γ) sin2(L/L12), (31)

где

Lik(m) = 1, 27
Eνe(MeV )

|m2
i −m2

k|(eV 2)
L = ct, (32)

Eνe — энергия первичного нейтрино и Ek =
√
m2
k + p2

νe ' pνe + m2
k

pνe
, i, k = 1÷ 3.

Если первичное нейтрино является νµ нейтрино и нет перехода между νe и ντ
нейтрино, тогда

Ψνµ→νe,νµ,ντ (t) = [− cos(θ) exp(−itE1) cos(γ) sin(θ) +

+ sin(θ) exp(−itE2) cos(γ) cos(θ)]Ψνe(0) + [cos2(γ) sin2(θ) exp(−itE1) +

+ cos2(γ) cos2(θ) exp(−itE2) + sin2(γ) exp(−itE3)]Ψνµ(0) +

+ [− cos(γ) sin2(θ) exp(−itE1) sin(γ)− cos(γ) cos2(θ) exp(−itE2) sin(γ) +
+ sin(γ) exp(−itE3) cos(γ)]Ψντ (0). (33)

Если первичное нейтрино является ντ нейтрино, и нет перехода между νe и ντ
нейтрино, тогда

Ψντ→νe,νµ,ντ (t) = [cos(θ) exp(−itE1) sin(γ) sin(θ)−
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− sin(θ) exp(−itE2) sin(γ) cos(θ)]Ψνe(0) +

+ [− cos(γ) sin2(θ) exp(−itE1) sin(γ)−
− cos(γ) cos2(θ) exp(−itE2) sin(γ) + sin(γ) exp(−itE3) cos(γ)]Ψνµ(0) +

+ [sin2(γ) sin2(θ) exp(−itE1) +

+ sin2(γ) cos2(θ) exp(−itE2) + cos2(γ) exp(−itE3)]Ψντ (0). (34)

3. Проверка положительной определённости
вероятности Pνe→νe(t) перехода νe в νe

Проводилась проверка положительной определённости выражения (15), кото-
рое определяет вероятность Pνe→νe(t) перехода νe в νe в зависимости от време-
ни t. Это выражение зависит от пяти параметров θ, β, ∆m2

12, ∆m2
23, ∆m2

13 (в
действительности, от четырёх параметров, так как должно выполняться условие
∆m2

13 = ∆m2
12 +∆m2

23) (значение энергии E будем считать фиксированным). Эту
задачу можно было выполнить, находя минимумы функции (15) по этим пара-
метрам и вычисляя её значения в этих минимумах. Было решено упростить эту
задачу, так как в экспериментах уже определены значения для некоторых пара-
метров.

Оценка значения угла смешивания θ и квадрата разности масс была проведена
в эксперименте KamLAND [12–14], и было получено

sin2(2θνeνµ) ∼= 1, 0, θ ∼=
π

4
, ∆m2

12 = 6, 9 · 10−5eV 2, (35)

или
sin2(2θνeνµ) ∼= 0, 83, θ = 32◦, ∆m2

12 = 8, 3 · 10−5eV 2.

Значения угла смешивания γ для νµ → ντ переходов и разности квадрата масс
∆m2

23, полученные на установке Super-Kamiokande [15, 16] из данных по атмо-
сферным нейтрино, имеют вид:

sin2(2γνµντ ) ∼= 1, γ ∼=
π

4
∆m2

23 = 2, 1÷ 2, 5 · 10−3eV 2. (36)

Теперь, если использовать эти полученные параметры и подставить их в (15), то
остаётся только один неизвестный параметр β. Задача упрощается, и надо искать
экстремум этой функции только по одному этому параметру. Однако нас инте-
ресует другая проблема: надо найти значения параметра (угла смешивания) β,
начиная с которого значение выражения (15) становится положительно опреде-
лённой величиной, и тогда можно интерпретировать (15) как вероятность. Для
этой цели мы выполнили графическое моделирование выражения (15), подста-
вив в него следующие значения θ = 32, 45◦, ∆m2

12 [12–14], ∆m2
23 из выражения

(35), (36) [15,16] для случая, когда∆m2
13 = 10−5eV 2, 5, 7·10−5eV 2, 8, 3·10−4eV 2

(для проверки, насколько это влияет) для различных значений β = 10◦÷ 45◦ при
фиксированной энергии Ēνe = 7MeV , которая есть средняя энергия по спектру
солнечных нейтрино. Было установлено, что Pνe→νe(t) становится положительно
определённым при значениях β меньших 15◦ ÷ 17◦ (Pνe→νe(t) ' 0 при некоторых
значениях t). Если β больше, чем 15◦÷17◦, тогда Pνe→νe(t) становится отрицатель-
ной величиной при некоторых значениях t. Такая же проверка была проведена
для случая, когда ∆m2

13 = ∆m2
12 +∆m2

23 для разных значений β. Было получено,
что в этом случае вероятность Pνe→νe(t) перехода νe ↔ νe является положительно
определённой при всех значениях β. В качестве примера рассмотрим рис. 1, 2 и
3, где приведены значения Pνe→νe(t) при θ = 32, 45◦ и β = 25◦, 35◦, 45◦. Из этих
рисунков мы видим, что выражение Pνe→νe(t) является положительно определён-
ной величиной при всех значениях β (более полное изучение этого вопроса дано
в работе [17]).
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Рис. 1. Pνe→νe(t) при θ = 32, 45◦, β = 25◦

Рис. 2. Pνe→νe(t) при θ = 32, 45◦, β = 35◦

Рис. 3. Pνe→νe(t) при θ = 32, 45◦, β = 45◦

4. Заключение

В настоящее время во всех крупнейших лабораториях мира проводятся экс-
перименты по изучению смешивания и осцилляций нейтрино [12–16,18]. Поэтому
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весьма актуальным является получение общих выражений, описывающих такие
процессы (т. е. моделирование таких процессов).

Данная работа посвящена изучению трехнейтринных смешиваний и осцилля-
ций. Были получены выражения для волновых функций в трёх случаях: с CP
нарушением (δ 6= 0), без CP нарушения (δ = 0) и в случае, когда прямые νe ↔ ντ
переходы отсутствуют — β(θ13) = 0 (в некоторых работах указывается на такую
возможность). Были получены выражения для вероятностей нейтринных перехо-
дов (осцилляций) для случая, когда CP нарушение не имеет места, и в случае,
когда прямые νe ↔ ντ переходы отсутствуют. Все эти выражения должны ис-
пользоваться для анализа экспериментальных данных, получаемых по изучению
смешивания и осцилляций нейтрино. Поэтому они представляют большой инте-
рес.

Показано, что требование положительной определённости вероятности пере-
ходов Pνe→νe(t) при νe ↔ νe осцилляциях строго выполняется, если ∆m2

13 =
∆m2

12 +∆m2
23.

Все аналитические вычисления были выполнены с использованием программы
Maple, а графическое моделирование — с использованием программы Matlab.
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Neutrino Wave Functions and Transition Probabilities at
Three Neutrino Transitions (Oscillations) in Vacuum

Kh. M. Beshtoev
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Joliot Curie str., 6, Dubna, Moscow region, Russia, 141980

Three neutrino vacuum transitions and oscillations in the general case were considered and
expressions for neutrino wave functions in three cases: with CP violation, without CP vi-
olation and the case when direct νe ↔ ντ transitions are absent,i.e., at β(θ13) = 0 (some
works indicate on this possibility) were obtained. There were also computed transition prob-
abilities for the case of CP conservation and for absence of direct νe ↔ ντ transitions, i.e.
β(θ13) = 0. It was shown that the probability Pνe→νe(t) at νe ↔ νe neutrino transitions is
definitely positive value if ∆m2

13 = ∆m2
12 +∆m2

23.


