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В статье представлены основные результаты исследования дидактических возможностей 
новых технологий WolframAlpha при изучении количественных методов студентами бакалавриата. 
Исследование проведено на примере реализации метода наименьших квадратов (МНК, OLS, 
Ordinary Least Squares) — базового, доступного и широко применяемого метода регрессионного 
анализа. Данный количественный метод, предложенный Карлом Фридрихом Гауссом и Адриеном 
Мари Лежандром, используется для оценки неизвестных параметров моделей аппроксимации (в том 
числе регрессионных моделей) по экспериментальным данным, имеющим различный содержа-
тельную смысловую нагрузку. 

Ключевые слова: WolframAlpha, бакалавриат, метод наименьших квадратов, количествен-
ные методы, аппроксимация, модель, математическая подготовка. 

Введение. Необходимо отметить оправданную целесообразность изучения 
метода наименьших квадратов бакалаврами различных направлений подготовки. 
Благодаря своей относительной простоте и широте применения к различным си-
туациям и проблемам он приобретает особую значимость для системы прикладной 
математической подготовки бакалавров в гуманитарном университете. Значимость 
прикладной математической подготовки бакалавров обусловлена, с одной сторо-
ны, возрастающими профессиональными требованиями (прикладная математика 
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как основа естественно-научных и гуманитарных исследований), с другой стороны, 
математизацией и информатизацией всех сфер деятельности. 

В рамках изучения МНК студента бакалавриата следует ознакомить с прин-
ципиальными возможностями и практикой исследования количественных характе-
ристик и качественных свойств объектов в области будущей профессиональной 
деятельности, сведения прикладной задачи к изучению более простых, удобных 
объектов. Математическая ценность метода наименьших квадратов велика и за-
ключается в приближенном представлении (аппроксимации) заданной функции 
другими (более простыми) функциями, нахождении совокупности величин, удов-
летворяющих уравнениям или ограничениям, количество которых превышает ко-
личество этих величин и т.д. Прикладная ценность метода сводится к его широко-
му применению в нейронных сетях, в различных областях медицины, бизнеса, фи-
зике, геологии и технике, экономике, социологии, политологии для решения задач 
автоматизации, прогнозирования и классификации. 

Большую значимость МНК имеет в социально-экономической сфере, прогно-
зировании показателей в процессе исследования временных рядов. Данный метод, 
обеспечивающий аппроксимацию (приближение), имеет и научно-философское 
значение, заключающееся в замене одних объектов другими, более простыми или 
близкими к исходным, называется аппроксимацией (приближением). 

Рассмотрим идею и реализацию МНК в общем виде, доступном для воспри-
ятия студентами бакалавриата. 

Постановка задачи. Используя метод наименьших квадратов, необходимо 
найти параметры линейной зависимости y = ax + b, выравнивающей данные 
(табл. 1). 

Таблица 1 

Вид экспериментальных данных для реализации МНК 

xi x1 x2 ...  xn 

yi y1 y2 ...  yn 

Метод решения. МНК предполагает минимизацию суммы квадратов откло-

нений yi от axi – b, т.е. задача сводится к ( )( )
=

= − + →∑ 2

1

( , ) min.
n

i i
i

S a b y ax b  Дру-

гими словами, при искомых значениях параметров а и b сумма квадратов отклоне-
ний экспериментальных данных от найденной прямой будет наименьшей. Найдем 
далее экстремум функции двух переменных, воспользовавшись необходимым ус-
ловием экстремума 
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Относительно рассматриваемой функции S(a, b) по переменным а и b получаем: 
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Решив данную систему двух уравнений с двумя переменными, получаем фор-
мулы для нахождения параметры линейной зависимости y = ax + b по МНК: 
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При данных а и b функция ( )( )
=

= − +∑ 2

1

( , )
n

i i
i

S a b y ax b  принимает наимень-

шее значение. 
Комментарий 1. Формула для нахождения параметра a содержит суммы

=
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x  и параметр n — количество пар экспериментальных 

данных в табл. 1. Значения этих сумм можно рекомендовать вычислять отдельно. 
Коэффициент b следует находить после вычисления коэффициента a. 

Комментарий 2. Найденные значения а и b соответствуют наименьшему зна-

чению функции ( )
=

= − +∑ 2

1

( , ) ( ) ,
n

i i
i

S a b y ax b  следовательно, являются искомы-

ми параметрами для МНК. 
Комментарий 3. В ряде случаев возможно сведение аппроксимирующей 

функции, не являющейся многочленом, к многочлену с помощью замены пере-
менной. 

Практические аспекты использования WolframAlpha в учебном процессе 
(при изучении количественных методов, в частности МНК) и представим результа-
ты решения прикладной задачи. Во-первых, WolframAlpha предоставляет возмож-
ность строить графики функций по точкам, полученным, например, в результате 
эксперимента {x1, y1}, {x2, y2},{xn, yn}. Во-вторых, для аппроксимации функции за-
данной таблично в WolframAlpha служит запрос fit, который реализует МНК. Раз-
личные варианты его использования приведем в табл. 2. 
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Таблица 2 

Модели аппроксимации в WolframAlpha 

Название Реализация 

Linear model 
Линейная аппроксимация 

Linear fit {x1, y1}, {x2, y2}, {xn, yn} 

Quadratic model 
Квадратичная аппроксимация 

quadratic fit {x1, y1}, {x2, y2}, {xn, yn} 

Cubic model 
Кубическая аппроксимация 

cubic fit {{x1, y1}, {x2, y2}, {xn, yn} 

Exponential model 
Экспоненциальная модель 

exponential fit {x1, y1}, {x2, y2}, {xn, yn} 

Logarithmic model 
Логарифмическая модель 

log fit {x1, y1}, {x2, y2}, {xn, yn} 

Polynomial model 4th order 
Полиномиальная аппроксимация 
4!го порядка 

polynomial of degree 4 fit {x1, y1}, {x2, y2}, {xn, yn} 

Polynomial model 10th order 
Полиномиальная аппроксимация 
10!го порядка 

polynomial of degree 10 fit {x1, y1}, {x2, y2}, {xn, yn} 

Choice by WolframAlpha 
Выбор WolframAlpha 

Fit {x1, y1}, {x2, y2}, {xn, yn} 

 
Прикладная задача. По данным сайта туристической биржи «БАНКО 

travel-inform» (http://www.tourdom.ru) «Средняя стоимость турпакета» и «Количе-
ство ночей в стране пребывания» распределены следующим образом (табл. 3). 
Найти зависимость между этими величинами с помощью метода наименьших 
квадратов. 

Таблица 3 

Данные прикладной задачи 

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

yi 15 200 17 000 22 300 25 000 26 500 30 000 31 000 37 400 39 600 40 000 41 400 45 300 

 
Воспользуемся возможностями WolframAlpha визуализировать эксперимен-

тальные данные. Для построения корреляционного поля (первый этап исследова-
ния) представим экспериментальные данные табл. 4 в специальном виде {1,15200}, 
{2,17000}, {3,22300}, {4,25000}, {5,26500}, {6,30000}, {7,31000}, {8,37400}, 
{9,39600}, {10,40000}, {11,41400}, {12,45300}. Анализ корреляционного поля по-
зволяет, во-первых, судить о наличии или отсутствии зависимости между величи-
нами, во-вторых, предположить вид искомой зависимости. На втором этапе иссле-
дования, построив корреляционное поле (рис. 1), необходимо поставить вопрос 
о выборе вида модели (рис. 2—9). Этот выбор в WolframAlpha реализован с по-
мощью различных операторов, представленных в табл. 2. 
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 Рис. 1. Корреляционное поле Рис. 2. Линейная модель 

 
 Рис. 3. Квадратичная модель Рис. 4. Кубическая модель 
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 Рис. 5. Экспоненциальная модель Рис. 6. Логарифмическая модель 

 
 Рис. 7. Автоматический выбор Рис. 8. Полиномиальная модель 4!й степени 
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Рис. 9. Полиномиальная модель 10!й степени 

В табл. 4 представим основные результаты исследования прикладной задачи. 

Таблица 4 
Результаты аппроксимации в WolframAlpha 

Вид модели / 
Аналитический 

вид зависимости 

Коэффициент
детерминации

R
2
 

Скорректированный 
коэффициент детер!
минации adjusted R

2
 

Linear model 
Линейная аппроксимация 2731,82 13134,8= +y x  

0,981762  0,979939  

Quadratic model 
Квадратичная аппроксимация 

= − + +259,0659 3499,68 11343,2y x x

0,986046  0,982945  

Cubic model 
Кубическая аппроксимация 

3 23,97565 18,4593 3080,24 11885,9= − + + +y x x x  

0,986215  0,981045  

Exponential model 

Экспоненциальная модель 0,085277917038,3= xy e  

0,995505  0,994606  

Logarithmic model 

Логарифмическая модель ( )12563,5 ln 2,21054=y x  
0,992415  0,990898  

Polynomial model 4th order 
Полиномиальная аппроксимация 4!го порядка 

4 3 20,0437063 2,83929 8,68784 3111,25 11858,6= − − + + +y x x x x

0,986215  0,978337  

Комментарий 4. Использование WolframAlpha позволяет не только получить 
аналитический вид зависимости, но и провести ее анализ, в частности найти коэф-
фициент детерминации, и скорректированный коэффициент детерминации (в ко-
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тором используются несмещенные оценки дисперсий). Отметим, что коэффициент 
детерминации для рассматриваемых моделей может принимать значения от 0 до 1. 
Чем ближе значение коэффициента к 1, тем сильнее исследуемая зависимость. При 
оценке регрессионных моделей это следует интерпретировать как соответствие по-
строенной модели экспериментальным данным. 

Заключение. Целесообразное, дозированное и методически оправданное ис-
пользование базы знаний WolframAlpha при изучении количественных методов 
студентами бакалавриата (как на аудиторных занятиях, так и в процессе самостоя-
тельной исследовательской работы) является условием более эффективного раз-
вития профессиональной компетентности студентов в соответствии с требова-
ниями ФГОС. 

 
Рис. 10. Области применения WolframAlpha в учебном процессе 

Разработанная и совершенствуемая авторами методика проведения практиче-
ских занятий по учебной дисциплине «Количественные методы и математическое 
моделирование», особенностью которой является интегрированное использование 
WolframAlpha и актуальных мировых информационных ресурсов, позволяет в боль-
шей мере сформировать готовность выпускников бакалавриата к осознанному, ак-
тивному и плодотворному использованию математических и инструментальных 
средств и методов в будущей профессиональной деятельности. В учебном пособии 
[4] доступно представлен широкий круг проблем и методов классического матема-
тического анализа, линейной алгебры, математического программирования, теории 
игр, теории вероятностей, математической статистики, теории случайных процессов 
и нечетких множеств. Наиболее востребованные области применения WolframAlpha, 
выделенные в процессе экспериментальной работы, представлены на рис. 10. 
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Новый учебно-методический комплекс «Количественные методы и математи-
ческое моделирование», разработанный авторами в среде АСУ МГГУ им. М.А. Шо-
лохова (Gisoft), включающий учебную тему «Метод наименьших квадратов», по-
зволяет по-новому структурировать учебную информацию и реализовать приклад-
ную направленность обучения математики в бакалавриате в условиях сокращения 
аудиторной нагрузки. Основу УМК «Количественные методы и математическое 
моделирование» составляет система управленческих, социальных, экономических 
задач, решаемых с помощью количественных методов. Разнообразные примеры 
и задачи иллюстрируют применение рассмотренных количественных методов. 

Результаты трехлетней апробации специально созданной учебной дисципли-
ны «Количественные методы и математическое моделирование» на всех факуль-
тетах МГГУ им. М.А. Шолохова позволили выявить три уровня использования 
и богатый дидактический потенциал базы знаний WolframAlpha, представленных 
на рис. 11. 

 
Рис. 11. Уровни использования и дидактический потенциал WolframAlpha 
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Рис. 12. Методические особенности использования WolframAlpha 

в учебном процессе 

Опыт внедрения новых технологии WolframAlpha при изучении количест-
венных методов студентами бакалавриата в МГГУ им. М.А. Шолохова позволяет 
констатировать четыре основные методические особенности использования 
WolframAlpha в учебном процессе, представленные на рис. 12. 
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The purpose of this article — representation of the main results of research of didactic opportunities 
of the new WolframAlpha technologies when studying quantitative methods by students of a bachelor 
degree. Research is conducted on the example of realization of a method of the smallest squares (MMK, 
OLS, Ordinary Least Squares) — a basic, available and widely applied method of the regression analy-
sis. This quantitative method offered by Charles Friedrich Gauss and Adrien Mari Legendre, is used for 
an assessment of unknown parameters of models of approximation (including regression models) on the 
experimental data having various substantial semantic loading. 
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