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Аннотация. Постановка проблемы. Цифровая трансформация высшего образова-

ния существенным образом влияет на организацию научно-исследовательской деятель-

ности студентов педагогических университетов. Актуальной является проблема обна-

ружения средств информационных технологий и направлений их использования для 

реализации научно-исследовательской работы будущих учителей математики, обуча-

ющихся на 1‒2 курсах, а также выбора математической задачи, решение которой с по-

мощью цифровых технологий привело бы к некоторым интересным результатам, обла-

дающим элементами новизны. Цель исследования ‒ выявить направления исследований 

математического характера, реализация которых значительным образом опирается на 

особенности среды динамической математики GeoGebra. Методология. Осуществлен 

анализ некоторых особенностей среды динамической математики GeoGebra и ее приме-

нения в геометрических исследованиях. Для изучения геометрических фигур использо-

ваны методы визуализации математических объектов и экспериментальной математики. 

Результаты. Рассмотрены возможности использования систем динамической матема-

тики для организации научно-исследовательской работы обучающихся педагогических 

университетов математического профиля. При этом упор сделан на исследования, свя-

занные с изучением пространственных кривых и их плоских проекций, построение ко-

торых естественным образом опирается на принципы отображения трехмерных объектов 

на экране. Роль систем динамической математики в таких исследованиях главным образом 

заключается в визуализации рассматриваемых геометрических объектов, что позволяет 

выявить возможные свойства построенных кривых, а затем, используя доступный ма-

тематический аппарат, подтвердить их справедливость. Заключение. Представлено направ-
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ление конструирования и исследования геометрических объектов с использованием 

среды динамической математики GeoGebra, которое легло в основу нескольких научно-

исследовательских работ студентов младших курсов. 

Ключевые слова: визуализации кривых и поверхностей, экспериментальная ма-

тематика, проекция кривой на плоскость, параметрические уравнения кривой 
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Abstract. Problem statement. The digital transformation of higher education significantly 

affects the organization of pedagogical universities students’ research activities. Therefore, two 

important problems can be identified. Firstly, the matter of discovering information technology 

tools and directions for their use for the implementation of research work of future mathematics 

teachers studying in 1‒2 courses. And secondly, the problem of choosing a mathematical topic, 

the solution of which with the help of digital technologies would lead to some interesting results 

that have elements of novelty. The purpose of this study is to identify the line of research of 

a mathematical nature, the implementation of which relies heavily on the dynamic mathematics 

software GeoGebra’s features. Methodology. Some features of the GeoGebra dynamic mathe-

matics software and its application in geometric studies are analyzed. To study geometric figures, 

methods of visualization of mathematical objects and of experimental mathematics are used. 

Results. Some possibilities of dynamic mathematics software applicability in research and de-

velopment of pedagogical universities’ mathematical profile students are considered. In these 

circumstances, the emphasis is on research related to the study of spatial curves and their planar 

projections, the construction of which naturally relies on the principles of displaying three-

dimensional objects on a screen. The role of dynamic mathematics software in such studies 

mainly lies in the visualization of considered geometric objects, which makes it possible to iden-

tify possible properties of the constructed curves, and then, using available mathematical appa-

ratus, to confirm their validity. Conclusion. The direction of designing and studying geometric 

objects using the GeoGebra dynamic mathematics software, which formed the basis of several 

research works of undergraduate students, is presented. 

Keywords: visualization of curves and surfaces, experimental mathematics, projection 

curve on a plane, parametric equations of curve 
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Постановка проблемы. В последнее время все чаще говорят о цифровой 

трансформации высшего образования [1]. Развитие информационных техно-

логий существенным образом влияет и на организацию научно-исследова- 

тельской работы студентов.  

Существует много форм научно-исследовательской деятельности сту-

дентов: написание исследовательских проектов, научных статей, дипломных 

работ, участие в научных конференциях. В последние два десятка лет прак-

тически в любом научном исследовании студентов все больше и больше ис-

пользуются средства информационных технологий. Например, обучающиеся 

педагогических университетов часто создают электронные пособия для изу-

чения каких-либо разделов учебных дисциплин, предлагают использование 

электронных квестов, игр, разнообразных специализированных программ 

для изучения того или иного предмета и т. д. Знания, умения и навыки, не-

обходимые для таких методических разработок, а также опыт использования 

компьютера в обучении будущие учителя приобретают при изучении основ 

информатики и спецпредметов, иллюстрирующих применение программных 

средств в процессе преподавания дисциплин предметной подготовки.  

С другой стороны, информационные технологии можно с успехом ис-

пользовать в научно-исследовательской деятельности студентов педагогиче-

ских университетов для получения некоторых мини-открытий в различных 

науках, и эти новые результаты, как правило, не связаны с методикой обуче-

ния тому или иному предмету. Например, существует множество программ, 

позволяющих решать специализированные математические задачи, но чаще 

всего решение таких научных задач требует от студентов специальной под-

готовки. Как правило, студенты-математики педагогических университетов 

на первом курсе изучают базовые математические дисциплины и основы 

информатики, поэтому не готовы к применению таких программ. Тем не менее 

организация научно-исследовательской деятельности будущих педагогов 

важна на любом этапе их обучения. 

Таким образом, существует проблема выявления средств информаци-

онных технологий и направлений их использования для реализации научно-

исследовательской работы будущих учителей математики, обучающихся на 

1‒2-м курсах. Более того, достаточно сложным является и поиск математи-

ческой задачи, решение которой с помощью цифровых технологий привело 

бы к некоторым интересным результатам, обладающим элементами новиз-

ны. Выводы, полученные при исследовании перечисленных проблем, могут 
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иметь существенное значение для организации научно-исследовательской 

работы студентов-математиков младших курсов. 

Различные подходы к решению проблемы создания организационно-

методического обеспечения и реализации исследовательской деятельности 

обучающихся рассмотрены в работах А.В. Ястребова [2; 3], А.В. Ефанова, 

В.А. Федорова, Л.С. Приходько, A.C. Зуевой, К.В. Комаровой1, Г.Н. Лобо-

вой [4], А.Ю. Горчаковой [5], М.В. Арсентьевой [6], О.С. Маметьевой, 

Н.Г. Супрун, Д.А. Халиковой [7] и других ученых. Применению цифровых 

технологий в формировании умений исследовательской деятельности при 

изучении математики посвящены публикации М.В. Шабановой [8], С.В. Ла-

рина, В.Р. Майер, Т.О. Кочетковой, О.А. Карнауховой [9], И.С. Сафуанова, 

Э.Х. Галямовой [10], А.В. Букушевой [11], Р. Тхапа, Н. Дахал, Б. Пант [12] 

и многих других авторов. Большая часть этих ученых предлагает использо-

вать при изучении математики в школе и вузе среду динамической матема-

тики GeoGebra.  

В этой программе можно строить геометрические фигуры на плоскости 

и в пространстве, перемещать их, делать анимационные рисунки, что позво-

ляет замечать закономерности в наблюдаемых геометрических явлениях, 

формулировать теоремы для последующего доказательства, подтверждать 

уже доказанные утверждения. За счет перемещения геометрических объек-

тов в данной среде легко строить проекции изучаемых фигур на различные 

плоскости. Именно это простейшее свойство программ динамической мате-

матики можно с успехом использовать для исследовательской деятельности 

студентов. 

Цель данного исследования состоит в выявлении направления иссле-

дований математического характера, реализация которых значительным об-

разом опирается на особенности среды динамической математики GeoGebra. 

Методология. Для достижения указанной цели необходимо осуществить 

анализ отечественной и зарубежной научной литературы, в которой отра-

жаются теоретические основы организации научно-исследовательской рабо-

ты студентов, изучается практический опыт реализации такой деятельности 

в различных вузах России, а также рассматриваются вопросы о применении 

цифровых технологий в формировании умений исследовательской деятель-

ности обучающихся. 

В процессе исследования применяются различные общенаучные мето-

ды, такие как обзор научной и методической литературы в области органи-

зации научно-исследовательской деятельности с применением информаци-

онных технологий, анализ некоторых особенностей сред динамической ма-

тематики и их применения в геометрических исследованиях, методы визуа-

лизации математических объектов, методы экспериментальной математики, 

формулирование выводов и рекомендаций по итогам аналитический работы. 

 
1 Ефанов А.В., Федоров В.А., Приходько Л.С., Зуева А.С., Комарова К.В. Организация 

научно-исследовательской работы студентов в вузе: учебно-методическое пособие / науч. ред. 

В.А. Федоров. Екатеринбург: Российский государственный профессионально-педагогический 

университет, 2009. 144 с. 
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Результаты и обсуждение. Одной из форм всестороннего развития 

учащихся средней школы является их учебно-исследовательская или научно-

исследовательская деятельность. Различие этих форм работы в том, что при 

выполнении учебно-исследовательской работы (УИР) учащиеся, применяя 

навыки исследовательской деятельности, открывают что-то новое для себя, 

но не для науки в целом, поскольку поставленная им задача, как правило, 

уже решена. Реализация научно-исследовательской работы (НИР) предпола-

гает получение некоторых новых для науки фактов. На самом деле это деле-

ние на УИР и НИР достаточно условно. Например, некоторая научная про-

блема может быть уже решена учеными в целом с использованием сложного 

аппарата, недоступного пониманию учащихся, а школьник рассматривает 

частный случай решения этой общей задачи, опираясь на более доступные 

ему методы исследования. Ясно, что в такой ситуации можно говорить о вы- 

полнении учащимся как учебно-исследовательской, так и научно-исследова- 

тельской работы. 

Ключевую роль в реализации учащимися УИР и НИР играет руководи-

тель, который должен не только поставить задачу проводимого исследова-

ния, но и предвидеть пути ее решения. Очевидно, что для этого учитель, 

осуществляющий руководство НИР школьников, сам должен обладать соот-

ветствующей подготовкой. В связи с этим освоение методов и получение 

навыков УИР и НИР, способствующих формированию умений, позволяющих 

педагогам руководить УИР и НИР школьников, играет важнейшую роль 

в обучении будущих учителей. 

Структура учебно-исследовательской работы и научно-исследовательской 

работы студентов подробно рассмотрена в работе Г.Н. Лобовой [4]. В своем 

исследовании автор выделяет два этапа в овладении учебно-исследователь- 

ской работой студентов (УИРС): УИРС-1 и УИРС-2. На первом этапе сту-

денты овладевают основными элементами исследовательской деятельности 

при изучении фундаментальных дисциплин. На втором ‒ используется более 

широкий круг элементов исследовательской деятельности, и такая деятель-

ность осуществляется при изучении дисциплин общепрофессионального 

цикла. В ходе выполнения учебно-исследовательской работы часто решается 

стандартная задача с использованием выбранных преподавателем средств 

и технологий, под его непосредственным контролем.  

Научно-исследовательская работа заключается в том, что студент рас-

сматривает реальную научную задачу, получая в итоге новый результат ис-

следования. Для решения научно-исследовательских задач необходимо при-

менять знания и умения из различных учебных дисциплин, что обеспечивает 

их глубокое усвоение. Научно-исследовательская работа дает возможность 

студентам творчески решать научные задачи, развивает аналитическое 

мышление, является средством их профессионального становления. Следует 

отметить, что деление исследовательской работы студентов на НИР и УИР 

условно. Научная работа может быть выполнена студентом на любом этапе 

обучения [5]. Для будущих педагогов такая работа важна тем, что они учат-

ся видеть проблемную ситуацию, формулировать задачу, ставить цели ис-

следования, приобретают соответствующие навыки. 
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Цифровая трансформация образования значительным образом изме- 

нила организацию научно-исследовательской работы как в среднем, так 

и высшем образовании. В проведении математических исследований многие 

ученые [8‒12] предлагают использовать богатые возможности систем дина-

мической математики, такие как наглядность, поддержка экспериментального 

подхода в математике, тренировка геометрической интуиции, умения заме-

чать закономерности, выдвигать гипотезы, самостоятельно формулировать 

задачи [13]. В данной работе основная роль этих программных продуктов 

заключается в визуализации рассматриваемого явления, на основе которой 

студент формулирует некоторое утверждение, а затем, используя доступный 

математический аппарат, обосновывает его истинность. 

Воспринимаемое нами на экране монитора изображение является про-

екцией видимой части пространства на плоскость экрана. Различные пере-

мещения изображенной совокупности пространственных фигур позволяют 

рассматривать сколь угодно много плоских проекций этих фигур на экран, 

зрительное восприятие которых способствует возникновению правильного 

пространственного образа изучаемых линий, поверхностей и тел. Наличие 

прямоугольной системы координат, например в программе GeoGebra, допус-

кает задание геометрических объектов с помощью уравнений, что, в свою 

очередь, дает возможность получить уравнения их проекций на координатные 

плоскости. Благодаря этому становится актуальным использование в прово-

димых студентами исследованиях методов аналитической геометрии, мате-

матического анализа, а на старших курсах – и методов дифференциальной 

геометрии.  

Отмеченные выше особенности систем динамической математики 

оправдывают выбор в качестве направления научно-исследовательской дея-

тельности студентов 1‒2-х курсов темы «Конструирование плоских кривых 

с помощью проектирования пространственных кривых на различные плос-

кости и исследование взаимосвязи свойств пространственных кривых и их 

проекций с использованием аппарата аналитической геометрии и математи-

ческого анализа». 

Пример одного из таких исследований представлен в [14], где проек-

тирование сечений линейчатых поверхностей рассматривается как средство 

построения известных плоских кривых. 

Другим исследованием в этом направлении является пространственное 

изучение элементов тригонометрии. Так, в [15] с помощью числового винта 

определяются понятия косинуса и синуса любого действительного числа, 

а также рассматривается построение графиков функций синус и косинус 

как ортогональных проекций числового винта на координатные плоскости 

его канонической системы координат.  

Поскольку винтовая линия, проектируемая в [15], лежит на круговой 

цилиндрической поверхности, то естественным направлением движения  

в развитии озвученной выше идеи является «наматывание» плоской кривой 

на цилиндр и проектирование полученных таким образом кривых цилин-

дрической поверхности на координатные плоскости. Ясно, что для исполь-

зования аналитических методов исследования конструируемых кривых необ-
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ходимо уметь записывать уравнения этих линий. С этой целью удобно рас-

сматривать круговой цилиндр F радиуса 1 с параметрическими уравнениями 

x = cost, y = sint (рис. 1).  

 

γ

γ

 
Пусть дана плоскость σ с прямоугольной системой координат Ptu, 

касающаяся цилиндра F по оси Pu, причем точка P лежит на оси Ох. 

При «наматывании» плоскости σ на цилиндр F кривая γ, лежащая в плоско-

сти σ и заданная уравнением u = f(t) в системе координат Ptu, образует кри-

вую γ1 на цилиндрической поверхности. Легко увидеть, что параметриче-

ские уравнения линии γ1 имеют вид 

cos

sin

( )

x t

y t

z f t

=


=
 =

. Очевидно, что ортогональные 

проекции кривой γ1 на координатные плоскости Oxz и Oyz определяются 

уравнениями 
cos

( )

x t

z f t

=


=
 и 

sin

( )

y t

z f t

=


=
 соответственно. Рассмотренный алгоритм 

действий позволяет строить и исследовать различные кривые цилиндриче-

ской поверхности и их плоские проекции. Примеры реализации этого алго-

ритма представлены в [16]. 

Описанный подход к построению кривых позволяет предложить доста-

точно широкий спектр вопросов, которые можно рекомендовать к изучению 

в рамках научно-исследовательских работ как студентов 1‒2-х курсов, так 
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и учащихся старших классов. Например, интерес для исследования пред-

ставляют следующие темы: 

1. Конструирование функций с заданными свойствами. 

2. Конструирование замощений цилиндрической поверхности и плоских 

бордюров. 

3. Конструирование замкнутых кривых цилиндрической поверхности 

и плоских замкнутых кривых. 

4. Конструирование и исследование плоских кривых, имеющих асимп-

тотические синусоиды.  

Раскроем для примера основную идею последней темы. Если γ –  

это плоская кривая, имеющая наклонную асимптоту l, то при «наматывании» 

на цилиндр они образуют кривую γ1 и винтовую линию l1. Проекциями 

этих линий цилиндрической поверхности на координатные плоскости Oxz  

и Oyz являются кривые γy и γx, а также синусоиды ly и lx соответственно. 

Синусоиды ly и lx можно назвать асимптотическими для кривых γy и γx со- 

ответственно. 

Например, график функции u = t – 2arctgt имеет две наклонные асимп-

тоты с уравнениями u = t ± π (рис. 2). После «наматывания» этих линий на 

круговой цилиндр и проектирования на координатные плоскости Oxz и Oyz 

получаем кривые 
cos ,        

γ :
2arctg

y

x t

z t t

=


= −
 и 

sin ,         
γ :

2arctg ,
x

y t

z t t

=


= −
 а также их асимпто-

тические синусоиды ly: x = ‒cosz и lx: y = ‒sinz соответственно (рис. 3 и 4). 

Можно заметить, что при «наматывании» на круговой цилиндр две асимпто-

ты с уравнениями u = t ± π отображаются на одну и ту же винтовую линию. 

Ясно, что помимо непосредственного конструирования кривых, имею-

щих асимптотические синусоиды, требуется поставить ряд вопросов, необ-

ходимых для дальнейшего исследования, например о применении рассмат-

риваемых кривых, об их классификации и т. д. 
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Дальнейшее развитие идеи применения проектирования в качестве ин-

струмента конструирования плоских кривых возможно за счет увеличения 

размерности пространства, в которое вложены проектируемые фигуры. В этом 

случае уникальным для использования системы GeoGebra является четырех- 

мерное евклидово пространство, геометрические объекты которого можно 
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проектировать на трехмерные координатные гиперплоскости, а фигуры трех-

мерного пространства уже легко визуализировать с помощью систем дина-

мической математики. Такой подход позволяет строить не только простран-

ственные кривые, но и поверхности. Рассмотрим пример конструирования 

поверхностей описанным выше способом. 

Уравнение x2 + y2 + z2 = 1 задает в четырехмерном евклидовом простран-

стве с прямоугольной системой координат Oxyzv трехмерный цилиндр F, 

образующими которого являются прямые, параллельные оси Ov. Парамет-

рические уравнения такого цилиндра: x = costsinu; y = sintsinu; z = cost; v = v. 

Ясно, что любая поверхность, заданная параметрическими уравнения-

ми x = costsinu; y = sintsinu; z = cost; v = v (t, u), лежит на данном трехмерном 

цилиндре. 

 

 

 

Например, рассмотрим поверхность F: x = costsinu; y = sintsinu; z = cost; 

v = t + u и ее проекцию Fz на координатную гиперплоскость Oxyv. Эта про-

екция Fz задается уравнениями x = costsinu; y = sintsinu; v = t + u. Визуализа-

ция проекции Fz поверхности F на координатную гиперплоскость Oxyv, вы-

полненная с помощью программы GeoGebra (рис. 5), позволяет выдвинуть 

гипотезу о том, что поверхность Fz образована движением окружности, ко-

торая вращается вокруг оси Ov в плоскости, параллельной координатной 

плоскости Oxy, и одновременно с этим равномерно поступательно переме-

щается вдоль оси Ov. Это утверждение действительно является справедливым. 

Его доказательство является составной частью исследовательской деятель-

ности студента, занимающегося конструированием поверхностей описан-

ным выше способом. Очевидно, что такое исследование должно включать 
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в себя математический эксперимент, вариативность в котором достигается 

как за счет изменения функции v = v (t, u), так и за счет выбора координат-

ной гиперплоскости, на которую осуществляется проектирование фигуры F. 

Важнейшую роль в этом эксперименте играет применение системы динами-

ческой математики GeoGebra. 

Заключение. Результаты, полученные в работе, имеют практическое 

значение для реализации научно-исследовательской работы будущих учите-

лей математики. По представленному направлению исследования студенты 

Самарского филиала Московского городского педагогического университе-

та ежегодно выступают с докладами на различных студенческих научных 

конференциях, проводимых как внутри университета, так и вне его стен, 

например на Областной студенческой научной конференции Самарской об-

ласти. В ходе подобной практической деятельности подтверждено повыше-

ние эффективности подготовки студентов в области математики в условиях 

внедрения описанного подхода к использованию средств информатизации 

образования.  

В работе описаны особенности конструирования и изучения геометри-

ческих объектов с использованием среды динамической математики GeoGebra, 

что легло в основу нескольких научно-исследовательских работ студентов 

младших курсов. При проведении всех исследований существенное значение 

имеет применение среды GeoGebra для визуализации кривых и поверхно-

стей. Исследуемое средство информатизации обучения студентов позволяет 

построить изучаемые геометрические фигуры и выявить их предполагаемые 

свойства, которые, разумеется, должны быть обоснованы путем логических 

рассуждений. Указанный подход способствует существенному повышению 

подготовки студентов в области высшей математики.  
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