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Аннотация. Доказано существование точных частных решений в 
форме выпуклых четырехугольников в общей задаче четырех тел, 
взаимодействующих по произвольному закону ~ 1/ кr , где k ≥ 2. 
Для каждого фиксированного k ≥ 2 найдены расстояния между те-
лами и соответствующие им совокупности четырех масс, определя-
ющих частные решении в форме квадрата, ромба, дельтоида и тра-
пеции. На основе методологии работ классиков выведены уравнения 
движения в переменных Рауса — Ляпунова в общей задаче четырех 
тел, взаимодействующих по совершенно произвольному закону, как 
это имело место при доказательстве Лапласом существования точ-
ных частных треугольных решений общей задачи трех тел с произ-
вольными массами. Приведено объяснение проблемы существова-
ния данного типа решений, обусловленной, в частности, более слож-
ной геометрией четырехугольных решений по сравнению с тре-
угольными, существование которых доказано в общей задаче трех 
тел классиками небесной механики. Высказывается предположение,
что если произвольность закона взаимодействия несколько ограни-
чить, можно численными методами доказать существование точных 
частных решений при различных фиксированных значениях k ≥ 2
и неравных значениях масс четырех тел. 

Ключевые слова: небесная механика, задача четырех тел, перемен-
ные Рауса — Ляпунова, частные решения, законы взаимодействия, 
ограниченные задачи 
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 Abstract. We prove the existence of exact partial solutions in the form of convex 
quadrilaterals in the general problem of four bodies mutually acting according
to an arbitrary law ~ 1/ кr , where k ≥ 2. For each fixed k ≥ 2 the distances between 
the bodies and their corresponding sets of four masses are found, which determine 
private solutions in the form of square, rhombus, deltoid and trapezoid. On the 
basis of the methodology of classical works the equations of motion in Raus —
Lyapunov variables in the general problem of four bodies interacting according to 
a completely arbitrary law are derived, as it took place when Laplace proved the 
existence of exact partial triangular solutions of the general problem of three bod-
ies with arbitrary masses. An explanation of the problem of existence of this type 
of solutions is given, due, in particular, to the more complicated geometry
of quadrangular solutions in comparison with triangular ones, the existence of 
which is proved in the general three-body problem by the classics of celestial me-
chanics. It is suggested that if the arbitrariness of the interaction law is some-
what restricted, it is possible to prove by numerical methods the existence of exact 
partial solutions at different fixed values k ≥ 2 and unequal values of the masses 
of the four bodies. 

Keywords: celestial mechanics, four-body problem, Raus — Lyapunov variables, 
particular solutions, laws of interaction, bounded problems 
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Введение 
 

Классики небесной механики, в частности 
Л. Эйлер1 и Дж. Лагранж2, доказали существо-
вание в неинтегрируемой общей задаче трех вза-
имодействующих по закону притяжения Нью-
тона тел-точек (то есть в ее классическом вари-
анте) точных частных решений — треугольных 

 
1 Evlero L. Formvlae Generales Pro Translatione Qvacvnqve Corporvm Rigidorvm // Novi Commentarii Academiae 

Scientiarum Imperialis Petropolitanae pro Anno MDCCLXXV. 1760. Vol. XX. P. 189–207. URL: http://www.17century 
maths.com/contents/euler/e478tr.pdf (accessed: 12.03.2024). 

2 Lagrange J.-L. Essai sur le problème des trois corps // Oeuvres de Lagrange. Gauthier-Villars. 1772. Vol. 6 (II). 
P. 229–334. URL: https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k229225j/f231.image.r=Oeuvres+de+Lagrange.langFR (accessed: 
12.03.2024). 

3 Laplas P.S. Traite de Mecanique celeste. Paris, 1805. Vol. 4. P. 307–313. URL: https://archive.org/details/ 
traitdemcani01lapl/page/n7/mode/2up (accessed: 15.03.2024). 

(лагранжевых) и прямолинейных (эйлеровых). 
Позже Лаплас3 доказал, что и прямоугольные 
и треугольные решения в этой задаче суще-
ствуют не только в классическом случае ньюто-
новского притяжения, но и при произвольном 
законе взаимодействия, зависящем кроме масс 
тел лишь от расстояний между телами (точ-
ками). Поэтому треугольные решения задачи 
трех тел в случае отличия закона взаимодей- 
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ствия от ньютоновского называются также лап- 
ласовыми. 

Что касается проблемы устойчивости вы-
шеупомянутых решений, то ее решением зани-
мался не только сам Лаплас, но и несколько по-
следователей этой теории, наиболее извест-
ными из которых были Лиувилль [1] и Раус [2]. 
Последний внес в теорию наибольший вклад с 
точки зрения математической формализации 
задачи, обобщив критерий устойчивости тре-
угольных решений в задаче трех тел , ,M m m′ , 

для закона притяжения пропорционального 
21 / r , рассмотренного ранее на случай закона 

взаимодействия, пропорционального 1 / кr . 
Затем, при упрощающих предположениях, что 
рассматриваемый треугольник можно принять 
как равносторонний и угол между его сторо-
нами близок к / 3π , а также считая массу 

1M =  неподвижной, Раус вывел уравнения 
движения двух остальных тел ,m m′  относи-

тельно тела M . В трудах было отмечено, что 
предложенные переменные и система уравне-
ний задачи трех тел имеют заметные преиму-
щества перед системой уравнений движения, 
записываемой относительно центра масс си-
стемы. 

Далее А.М. Ляпунов [3] развил метод Ра-
уса, сняв упомянутые упрощающие предполо-
жения, но сохранив подход к выводу системы 
уравнений движения и основную часть обозна-
чений. Переменные и форма уравнений движе-
ния оказались весьма удобными, многими ис-
пользовались и получили название уравнений 
и переменных Ляпунова или Рауса — Ляпунова. 

В 1960–1970 гг. к проблеме обобщения 
классических задач небесной механики, под ко-
торыми здесь будут пониматься варианты, в ко-
торых не предполагается выполнение третьей 
аксиомы механики (действие в системе взаимо-
действующих тел не равно противодействию), 
обратился Г.Н. Дубошин [4]. Сначала им рас-
смотрен случай, когда каждые две точки взаи-
модействуют по особому закону и предполага-
ется, что третья аксиома механики выполнена. 
Доказано, что лагранжевы решения в задаче 
трех тел существуют только в случае единого 

для всех трех тел (однако произвольного) за-
кона взаимодействия, в то время как эйлеровы 
решения могут существовать и в случае трех 
различных законов взаимодействия.  

Далее Г.Н. Дубошин рассмотрел наиболее 
общий случай, при котором действующие между 
тремя телами силы определяются шестью про-
извольными функциями и, таким образом, тре-
тья аксиома динамики не считалась выполнен-
ной. Проанализированы различные варианты 
действующих сил и случаи, когда системы со-
ответствующих уравнений допускают частные 
решения.  

Однако с конца XIX в. начались поиски но-
вых частных решений, подобных упомянутым 
эйлеровым, лагранжевым и лапласовым реше-
ниям в общей задаче трех тел [5–7], а именно в 
общих задачах 4-х [8], 5-ти [9–11], …, n тел 
[12–14]. Были найдены строгие частные реше-
ния центральных конфигураций [15–17]. В пе-
речисленных публикациях использовались урав- 
нения движения в барицентрических или гелио-
центрических относительных вращающихся си-
стемах координат, что являлось вполне есте-
ственным, и в большинстве из перечисленных 
публикаций рассматривался лишь закон притя-
жения Ньютона.  

1. Уравнения движения в общей задаче
четырех тел в форме Рауса — Ляпунова 

Воспользуемся подходом и уравнениями 
Рауса — Ляпунова, использованными ими в об-
щей задаче трех тел [2; 3]. Уравнения и пере-
менные Ляпунова были введены последним в 
его работе по исследованию устойчивости лап- 
ласовых решений в общей задаче трех тел (по 
его собственному утверждению они подобны 
уравнениям и переменным Рауса) и оказались 
достаточно удобными так, что они использу-
ются многими исследователями по сей день. 

Рисунка в работах Рауса Е.Дж. и А.М. Ля-
пунова не было, равно как и в последовавших 
затем исследованиях Г.Н. Дубошина в задаче 
трех тел [4]. Это, по-видимому, объясняется 
простотой соответствующей геометрии — тре- 
угольник вращается относительно одной из его 
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вершин (три расстояния и три угла). Рисунок 
появился позже в работе Г.Н. Дубошина по 
обобщенной задаче трех тел.  

Мы обобщили упомянутый рисунок на слу-
чай общей задачи четырех тел для доказатель- 
ства тем же методом существования уже четы-
рехугольных решений (см. рис.). Необходи-
мость такого рисунка очевидна: для описания 
геометрии четырехугольника требуется уже 
6 расстояний и 8 углов. 

 

 
 

Графическая интерпретация задачи 4 тел 
И с т о ч н и к: выполнено Ю.В. Перепелкиной 

Graphic visualization of the 4�body problem 
S o u r c e: compiled by Yu.V. Perepelkina 

 
Введем следующие обозначения для внут-

ренних углов четырехугольника 0 1 2 3M M M M : 

1 2 2 3

1 13 1` 1 12 13

2 12 2 2 23 2

3 23 13 3 13 3

ψ ( , ) , ψ ( , ) ,

φ ( , ) , φ ( , );

φ ( , ), φ ( , ) ,

φ ( , ) , φ ( , ).

r r r r
r
r r

r

′= ∠ = ∠
′= ∠ Δ = ∠ Δ Δ

′= ∠ Δ = ∠ Δ
′= ∠ Δ Δ = ∠ Δ

 

Запишем систему дифференциальных урав- 
нений движения общей задачи четырех тел в 
форме Рауса — Ляпунова.  

Вместо часто используемых в небесной 
механике координат 1 2, , , , ,r r Iψ Ω Φ  ( Ω  — 

узел восходящего узла плоскости орбит, I  — 
наклон плоскости орбит и Φ  — угол собствен-
ного вращения соответственно), определяю- 

щих положение плоскости фигуры (треуголь-
ника) в неподвижных осях и положение фи-
гуры (треугольника) в ее плоскости, A.M. Ля- 
пунов предложил другую систему переменных, 
а именно 1 2 1 2 3, ,ψ,ω ,ω ,ωr r , в которой 

1 2 3ω (ω ,ω ,ω )=
 
— вектор угловой скоро-

сти вращения триэдра 0ξηςM  и его проекции: 

ω1 — на ось 0M ξ ; 
2ω  — на ось 0M η ; 

3ω  — на 

ось 0M ς .   

Такая замена вполне объяснима, поскольку 
ключевыми уравнениями в доказательстве су-
ществования тех или иных частных решений 
(стационарных решений или центральных кон-
фигураций в другой терминологии) являются 
уравнения, содержащие помимо геометриче-
ских параметров соответствующих фигур квад-
раты угловых скоростей вращения радиус-век-
торов тел.  

Выпишем координаты тел 
1 2 3, ,M M M в 

двух системах координат: 

1 1 1 1 1: ξ , η 0 , ς 0;M r= = =  

2 2 2 2 2: ξ cos ψ , η sin ψ ,M r r= =  

2ς 0;=

 
3 3 3: ξ cos(ψ+ψ ),M r ′=

 3 3 3η sin(ψ+ψ ), ς 0;r ′= =  (1) 

1 1 11 1 1 21 1 1 31 1: , , ;M x a r y a r z a r= = =  

2 2 11 2 12: cos ψ sin ψ ,M x a r a r= +  

2 21 2 22 2cosψ sinψ,y a r a r= +  

2 31 2 32 2cosψ sinψ;z a r a r= +  

3 3 11 3: cos(ψ + ψ )M x a r ′= +  

12 3 sin(ψ+ψ ),a r ′+  

3 21 3 cos(ψ + ψ )y a r ′= +

 
22 3 sin(ψ+ψ ),a r ′+  

3 31 3 cos(ψ + ψ )z a r ′= +  

32 3 sin(ψ+ψ ).a r ′+  (2) 
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Уравнения движения четырех тел в гелио-
центрической системе координат (относительно 

тела 0M с массой 
0m ) берутся из работ [18; 19]. 

Преобразуем их с учетом явных значений коор-
динат тел и геометрии (рис. 1). Имеют место 
следующие соотношения:  

0 1
1 1 1 1 1 1

1

( )f m mx x y y z z
r
++ + + =    

2 1 1 12 2
12 2

1 1
cos(φ + φ ) cosψfm r

r
 ′= − + − Δ 

 

3 1 12 2
13 3

1 1
cosφ cos(ψ + ψ ) ;fm r

r
 ′− + Δ 

 

0 2
2 2 2 2 2 2

2

( )f m mx x y y z z
r
++ + + =    

1 2 22 2
12 1

1 1
cosφ cosψfm r

r
 ′= − + − Δ 

 

3 2 22 2
13 3

1 1
cosφ cosψ ;fm r

r
 ′− + Δ 

 

0 3
3 3 3 3 3 3

3

( )f m mx x y y z z
r
++ + + =    

1 3 32 2
13 1

1 1
cosφ cos(ψ + ψ )fm r

r
 ′ ′= − + − Δ 

 

2 3 3 32 2
23 2

1 1
cos(φ + φ ) cosψ ,fm r

r
 ′ ′− + Δ 

 

 
из которых получим первые три дифференци-
альных уравнения из девяти, описывающих 
движение четырех тел: 

( )
2

2 2 0 11
1 2 32 2

1

( )
ω + ω

f m md r r
dt r

+− = − −  

2 1 12 2
12 2

1 1
cos(φ + φ ) cosψfm

r
 ′− + − Δ 

 

3 12 2
13 3

1 1
cosφ cos(ψ + ψ ) ;fm

r
 ′− + Δ 

 

2
2 2 0 22

2 2 32 2
2

( )
(ω + ω )

f m md r r
dt r

+′ ′− = − −  

1 22 2
12 1

3 12 2
23 3

1 1
cosφ cosψ

1 1
cos(φ + ψ) cosψ ;

fm
r

fm
r

 ′− + − Δ 
 ′− + Δ 

 

 

( ) ( )2
0 32 23

3 2 32 2
3

ω + ω
f m md r r

dt r
+

′′ ′′− = − −  

( )

( )

1 32 2
13 1

2 3 32 2
23 2

1 1
cosφ cos ψ + ψ

1 1
cos φ + φ cosψ ,

fm
r

fm
r

 ′ ′− + − Δ 
 ′ ′− + Δ 

 (3) 

 

где 1 2 3ω= (ω ,ω ,ω )


 — угловая скорость враще-

ния неизменяемой системы, определяемой, 

прежде всего, точкой 0M , направлением 0 1M М


, 

плоскостью четырехугольника ( )0 1 2 3M М М М  

и проекцией, соответственно на направление 

0 1M М


, на направление перпендикуляра к 0 1M М


 

в плоскости ( )0 1 2 3M М М М , составляющее ост-

рый угол с направлением 0 2M М


, и на направ-

ление перпендикуляра к плоскости четырех-
угольника.  

Для двух других угловых скоростей, а 

именно ( )1 2 3ω = ω ,ω ,ω′ ′ ′ ′
 и ( )1 2 3ω = ω ,ω ,ω′′ ′′ ′′ ′′

, 

имеют место аналогичные геометрические 

описания для направлений 0 2M М


, 0 3M М


 соот-

ветственно, которые мы не приводим. Отметим 

лишь, что ось 0 2M М


 второй системы коорди-

нат повернута в направлении против часовой 

стрелки на угол ψ  относительно оси 0 1M М


 
первой системы координат, а ось 0 3M М


 тре-

тьей — на угол ′ψ  относительно оси 0 2M М


 

второй системы координат. Связь между ком-
понентами трех угловых скоростей ω , ω , ω′ ′′  

 

задается следующими известными формулами: 
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1

1 1 2

1 1 2

ω sin sin cos ;

ω ω cosψ ω sinψ;

ω ω cosψ ω sinψ ;

J J= Φ ⋅ Ω + Φ ⋅
′ = +
′′ ′ ′ ′ ′= +

 
 

2

2 1 2

2 1 2

ω cos sin sin ;

ω ω sinψ ω cosψ;

ω ω sinψ ω cosψ ;

J J= Φ ⋅ Ω − Φ ⋅
′ = − +
′′ ′ ′ ′ ′= − +

 
 (4) 

3

3 3

3 3

ω cos ;

ω ω ;

ω ω .

J= ⋅ Ω + Φ
′ = + ψ
′′ ′ ′= + ψ

 




 

Далее получаем еще шесть дифференци-
альных уравнений:  

2
3 1

1 1 2
1
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2
2 3
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3

(ω )1
ω ω 0.

d r r
r dt

′′ ′′ ′′− =  (5) 

Объединение уравнений (3) и (5) дает си-
стему из девяти обыкновенных дифференци-
альных уравнений, описывающих движение в 
рамках общей задачи четырех тел, взаимодей-
ствующих, вообще говоря, по закону обратных 
квадратов. Для обобщения уравнений движе-
ния на случай взаимодействия тел по произ-
вольному закону, зависящему лишь от расстоя-
ний между телами, необходимо разбить компо-
ненты сил в правых частях уравнений на две 
подкомпоненты каждую. Например, если 
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В случае 1 2ω =ω =0 ,  3ω =ω+ψ  (из соот-

ношений (5) следует 

1 2 1 2ω =ω =ω =ω =0 ,′ ′ ′′ ′′  

3 3ω =ω =ω+ψ′ ′′   

и вращение осуществляется лишь в плоскости 
фигуры) система уравнений (6) упростится: 
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На основании аналитических расчетов 
можно предполагать, что если произвольность 
закона взаимодействия несколько ограничить, 
например, вместо произвольной функции рас- 

стояний F(r) взять функцию F(r)~1/rk, k ≥ 2, 
то можно численными методами доказать суще- 
ствование точных частных решений при раз-
личных фиксированных значениях k ≥ 2 и фик-
сированных неравных значениях масс четырех 
тел. 

Заключение 

Сформулирована общая задача четырех тел 
в переменных Рауса — Ляпунова. Выведены 
одноименные уравнения движения в предполо-
жении взаимодействия тел по совершенно про-
извольному зависящему, кроме масс тел, лишь 
от расстояний между телами закону. Получен 
общий вид уравнений движения четырех тел, 
расположенных в вершинах выпуклого четы-
рехугольника, и их частный вид, выведенный 
для случая квадратной конфигурации.  
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