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В статье разработана методика решения задач о больших прогибах балок из идеального жест-
копластического материала при действии несимметрично распределенных нагрузок с учетом пред-
варительного растяжения-сжатия. Разработанная методика применена для исследования напряженно-
деформированного состояния однопролетных балок. 
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Ранее нами были рассмотрены малые прогибы балки. При расчете конст-
рукций с помощью модели жесткопластического тела необходимо учитывать 
геометрическую нелинейность (большие прогибы) работы конструкции. 

Расчет балок и круглых пластинок с учетом геометрической и физической 
нелинейности рассмотрен в работах [1; 2; 4], а работа [3] посвящена решению 
аналогичных задач для конструкций из стеклопластика. 

Рассмотрим второй этап деформирования — большие прогибы. Решение 
задач на втором этапе также разбивается на два случая: x2 ≤ l1 и  x2 ≥ l1. Рассмот-
рим случай, когда x2 ≤ l1. В зоне x1 ≤ x ≤ x3 cоблюдается условие пластичности: 
n = const, m = 1 – (n ± n1)

2. Если x3 ≤ l1, то при x1 ≤ x ≤ x3 из уравнения равновесия 
вытекают выражения для прогибов и скоростей прогибов: 
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Зоны 0 ≤ x ≤ x1 и x3 ≤ x ≤ 2 — жесткие, откуда распределение скоростей 
прогибов в этих зонах равно 
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где w1 и w3 — прогибы при x = x1 и x = x3. 
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Условия для слабых разрывов при x = x1 меют вид 
 [ ] [ ] [ ] [ ]+ = + =��� � � �1 10,    0,x xx xw x w w x w  

а также при x = x3, если поменять индекс «1» на «3». 
Разрывы при x = x3 равны 
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Разрывы при x = x1 равны: 
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Из уравнения равновесия при 0 ≤ x ≤ x1 получаем: 
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При x3 ≤ x ≤ l1 
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откуда 
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Безусловная функция согласно (2) и (4) имеет вид 
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Дифференцируя безусловную функцию по x3 и n и приравнивая результаты 
к нулю, получим выражения для нагрузки: 
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Тогда из (4) получаем выражение для нагрузки: 
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Приравнивая равносильные выражения для w и p (2), (3), (4), получим 
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Если x3 ≥ l1, то при x1 ≤ x ≤ l1 должно соблюдаться условие пластичности: 
m = 1 – (n ± n1)

2, n = const. 
Из уравнения равновесия получаем выражение для прогибов и скоростей 

прогибов: 
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При l1 ≤ x ≤ x3 уравнение равновесия имеет вид 
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При 0 ≤ x ≤ x1 и x3 ≤ x ≤ 2 (жесткие зоны) выполняются равенства 
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Подставляя w1 и w3 в выражения для (7) и (8), получаем: 
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Рассматривая зону 0 ≤ x ≤ x1 из уравнения равновесия, получаем изгибающие 
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Рассматривая зону x3 ≤ x ≤ 2, получаем выражение для изгибающего момента: 
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Используя полученные равносильные выражения для w0 и p, получим: 
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Безусловная функция в этом случае из (11) и (9) имеет вид: 

 

( ){ }
( )

( ){ } { }
( ) ( )

⎡ ⎤− ± α⎢ ⎥⎣ ⎦∅ = +
−

⎡ ⎤− ± α + − −⎢ ⎥⎣ ⎦+ λ − λ
− ±

∓

∓

2
1

2
1 3

2 2 2
1 1 3 2 1 3

02
1 3 1

2 2 1

2

2 1 4 4
.

1

2

n n

k x

n n k x x k x k
w

k x n n

 

Дифференцируя безусловную функцию по x3 и n и приравнивая производные 
к нулю, получим выражения для нагрузки: 
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Далее рассматривается второй случай деформирования балки, когда x2 ≥ l1. 
В зоне x1 ≤ x ≤ x3 при x1 ≥ l1 из уравнения равновесия и условия пластичности 
следуют выражения для прогибов и скоростей прогибов: 

 ( ) ( )= − −
±

21
0 2

1

,
2

k p
w w x x

n n
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
⎧ ⎫⎪ ⎪= − − + −⎨ ⎬± ±⎪ ⎪⎩ ⎭

� � �
•

21 1
0 2 2 2

1 1

.
2

k p k p
w w x x x x x

n n n n
 (14) 

Условия для слабых разрывов (при x = x1 и x = x3) дают: 
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Подставляя выражения w1 и w3 в (14) при x = x1 и x = x3, получим: 
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Из уравнений равновесия и условия пластичности получаем выражение для 
изгибающего момента при l1 ≤ x ≤ x1 и 0 ≤ x ≤ l1: 
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Далее — аналогичные математические выкладки при x3 ≤ x ≤ 2. Получим: 
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Приравнивая равносильные выражения для w0 и p из (15), (16), (17) получим: 

 ( )
2
1

2 1
1

1 1 .
4
lx k
k

= − −  (18) 

Составляя и дифференцируя безусловную функцию, получаем: 

 
( )

( ) ( )
α

=
⎡ ⎤− + −⎣ ⎦

∓
•2 2

1 2 3

4 2
 .

2 2
p

k x x
 (19) 

Если x1 ≤ l1 и l1 ≤ x3, то в зонах 0 ≤ x ≤ x1и x3 ≤ x ≤ 2 справедливы выражения: 
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В зоне x1 ≤ x ≤ x3 верно, что n = const, m = 1 – (n ± n1)
2, Q = 0. 

В зоне l1 ≤ x ≤ x3 из уравнения равновесия получаем: 
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а на участке x1 ≤ x ≤ l1: 
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Из условия слабых разрывов для w (20) получим: 
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Из уравнения равновесия, условия пластичности и граничных условий m = 
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Составляя безусловную функцию и дифференцируя ее, получим выражение: 
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В результате получено аналитическое решение поставленной задачи. 
По полученным аналитическим зависимостям были построены графические 

зависимости прогиба w0 от нагрузки p для разных значений l1, α, k1 (рис. 1—6). 
 
 

Рис. 1 Рис. 2 

Рис. 3 Рис. 4 
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Рис. 5 Рис. 6 

Разработанная методика решения может быть распространена на другие виды 
балок и нагрузок. Полученные решения благодаря аналитической форме могут 
найти непосредственное применение в практике проектирования стержневых кон-
струкций. 
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THE LARGE DEFLECTIONS 
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In the work up the technique of the decision of problems about the large deflections of beams 
from ideal hard-plastic material, with various kinds of fastening, for want of action of the asymmetrical-
ly distributed loads with allowance for of preliminary stretching-compression is developed. The devel-
oped technique is applied for research of the strained-deformed condition of beams, and also for calcu-
lation of a deflection of beams with allowance for of geometrical nonlinearity. 
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