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 Аннотация. Продемонстрирован иерархический подход к процедуре 

доказательства существования в общей задаче (pn+1)-тел точных 

частных решений, так называемых обобщенных плоских центральных 

конфигураций небесных тел в форме последовательно вложенных один 

в другой выпуклых n-угольников, в вершинах которых расположены 

тела неравных масс, а в центре конфигурации находится несферическое 

тело. Рассматриваются плоские гнездовидные центральные конфигура-

ции в форме вложенных один в другой выпуклых четырехугольников 

смешанных форм типа квадрат + ромб + дельтоид + трапеция + цен-

тральное тело в рамках общей задачи (4n+1)-тел небесной механики. 

Приведенные общие условия существования справедливы для любых 

гнездовидных плоских центральных конфигураций в рамках задачи 

(4n+1)-тел. Для решений системы уравнений используются символь-

ные вычисления математического пакета Maple. Полученная система 

алгебраических уравнений имеет иерархическую структуру, подобную 

той, которая получается при реализации в системе алгебраических 

уравнений прямого хода преобразований в процессе решения систем 

линейных уравнений методом Гаусса. Рассматриваются случаи цен-

трального тела в виде сферической (шар) и несферической (эллипсоид 

вращения или трехосный эллипсоид) структур. В каждом из случаев 

приведены соответствующие необходимые и достаточные условия су- 

ществования центральных конфигураций различного вида. 
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 Abstract. A hierarchical approach to proving of existence in the general 

(pn+1)-body exact partial solutions is presented, the so called generalized 

planar nested central configurations in a form of consequently nested in 

each other convex n-gons with nonequal in general masses in the vertices 

and a nonspherical body in the centre. Flat nest-shaped central configura-

tions in the form of convex quadrilaterals of mixed shapes nested one into 

another of the type square + rhombus + deltoid + trapezoid + central body 

within the frame-work of the general problem of (4n+1)-bodies of celestial 

mechanics were measured. The given general conditions of existence are valid 

for any nest-shaped planar central configurations within the framework of 

the (4n+1)-bodies problem. Symbolic calculations of the Maple mathemati-

cal package are used to solve the system of equations. The system of alge-

braic equations has a hierarchical structure similar to the obtained direct 

transformations to the system of algebraic equations within the process 

of solving systems of linear equations by the Gauss method. The cases of 

a central body in the form of a spherical (a ball) and a non-spherical (an ellip-

soid of rotation or a triaxial ellipsoid) structures are considered. In each of 

the cases, the corresponding necessary and sufficient conditions for the exis- 

tence of central configurations of various types are given. 
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В последние десятилетия проблема суще-

ствования обобщенных классических, главным 

образом плоских центральных конфигураций 

(ц.к.) небесной механики и звездной динамики 

развивается в нескольких направлениях. Первое 

состоит в рассмотрении действующих между 

телами сил, отличных от сил гравитационного 

притяжения (фотогравитационных, радиацион-

ных, электрических, магнитных и др.)1 [1; 2]. 

Второе рассматривает фигуры, участвующие 

 
1 Емельянов Н.В. Основы теории возмущений в небес-

ной механике: учебное пособие. М.: Физический факультет 

МГУ, 2015. 126 с. 

в конфигурации тел, в частности центральные 

тела конфигурации [3; 4], отличные от сфериче-

ских (эллипсоид вращения сжатый или вытяну-

тый, трехосный эллипсоид) [5–8]. Третье изу-

чает гнездовидные (то есть «наращиваемые») 

плоские ц.к., а четвертое – гнездовидные про-

странственные ц.к. Как показали исследования, 

структура уравнений движения и, как следствие, 

необходимых и достаточных условий существо-

вания [9; 10] ц.к. зависит от вида (формы) рас-

сматриваемых ц.к. В различных трудах еще 

начала ХХ в. [11; 12] рассматривались элементы 

обобщенных квадратных и трапецевидных плос-

ких ц.к. с несферическими телами в центре, 

https://orcid.org/0000-0001-8115-8253
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а позднее – обобщенные плоские ц.к. смешанно-

го вида [5; 6; 13]. Современное прикладное про-

граммное обеспечение позволяет с достаточно 

высокой точностью моделировать подобные си-

стемы [14; 15]. 

В данном исследовании рассматриваются 

плоские гнездовидные ц.к. в форме вложенных 

один в другой выпуклых четырехугольников 

смешанных форм, а именно типа квадрат – ромб – 

дельтоид – трапеция – центральное тело, то есть 

в рамках общей задачи (4n+1)-тел небесной ме-

ханики (рис.). Для таких ц.к. предложен так 

называемый иерархический подход для поиска 

совокупностей значений геометрических и ди-

намических параметров, определяющих их су-

ществование.  

 

 

Уравнения пространственного движения тел 

Plk с массой mlk, l = 1, …, p; k = 1, …, n (l – число 

вложенных один в другой выпуклых много-

угольников, k – число вершин многоугольников) 

в относительной гелиоцентрической системе 

координат P0xyz, вращающейся с постоянной 

угловой скоростью ω вокруг тела P0 с массой 

M0, имеют вид [13] 
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(1) 

где 
2 2 2 ;lk lk lk lkr x y z= + +  

2 2 2( ) ( ) ( ) .ljlk lj lk lj lk lj lkx x y y z z = − + − + −  

При записи системы уравнений (1) предпола-

галось, что все тела Plk, P0 притягиваются по за-

кону Ньютона, но в то же время взаимодейству-

ющие один с другим тела Plk не оказывают влия-

ния на движение центрального тела P0 ввиду 

mlk << M0, то есть рассматривается ограниченный 

вариант задачи N-тел, или планетный случай. 

Первая сумма в правой части системы уравне-

ний (1) отражает гравитационное взаимодействие 



 

 

тела Plk с телами внутри «первого» многоугольника 

(l = 1), а вторая сумма учитывает гравитационное 

взаимодействие этого же тела Plk с телами, распо-

ложенными в вершинах «второго» (l = 2) и после-

дующих (l = 3, …, p) многоугольников. 

Упомянутые условия легко получаются из при- 

веденной выше системы дифференциальных урав- 

нений (1), описывающей движение тел в рамках 

приведенной постановки задачи. Действительно, 

будем искать плоские ц.к. Для этого достаточно 

в уравнениях (1) положить xlk = x̅lk = const,  

ylk = y̅lk = const, zlk = z̅lk = const = 0, координаты 

тел, которые вместе с массами (которые позднее 

будут найдены) mlk, l = 1, …, p; k = 1, …, n, соб-

ственно, и определяют плоские центральные 

конфигурации. Поскольку в этом случае имеет 

место 0 ,lk lkx x= =  0 ,lk lky y= =  0lk lkz z= = , 

то необходимыми и достаточными условиями 

существования ц.к. будут (при mlk > 0, mσs > 0): 
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(2) 

 

1. Необходимость. Пусть упомянутые ц.к 

существуют, то есть для известной конфигурации 

известны ее размеры (x̅lk, …, z̅lk, r̅lk, Δlk), величины 

масс mlk, M0 в ее вершинах и в центре и квадрат 

угловой скорости ω2 вращения конфигурации 

относительно центрального тела M0, тогда усло-

вия (2) выполняются, так как подстановка значе-

ний перечисленных переменных и параметров 

превращает условия (2) в числовые тождества. 

2. Достаточность. Пусть условия (2) выпол-

нены. Тогда после исключения квадрата угловой 

скорости ω2 из этих уравнений, которое достигает-

ся делением этих уравнений на x̅lk ≠ 0, …, y̅lk ≠ 0 и 

последующем их вычитании попарно, получается 

система линейных алгебраических уравнений от-

носительно неизвестных mlk. Масса M0 может рас-

сматриваться в качестве основного варьируемого 

параметра, а совокупности значений x̅lk, …, z̅lk, r̅lk 

выбираются в соответствии с формой рассматри-

ваемой ц.к. и значением параметра M0, который 

часто выбирается равным единице. При этом ока-

зывается, что дефект матрицы системы алгебраи-

ческих уравнений d ≥ 1, и, таким образом, система 

имеет множество решений относительно mlk, ω
2.  

Используя возможности символьных вычис-

лений математического пакета Maple [15; 16], 

запишем общий вид относительно угловых ско-

ростей вращения ωlk тел Plk необходимых и до-

статочных условий существования плоских ц.к. 

в рамках задачи (4n+1)-тел. Для этого последова-

тельно для случаев одного многоугольника, по-

ложив в условиях (1) l = 1, затем для двух вло-

женных один в другой многоугольников (l = 1, 2) 

и, наконец, для р вложенных один в другой мно-

гоугольников (l = 1, 2, …, p – 1, p): 

1; 1,..., 4;l k= =
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при l = 1, 2; k = 1, …, 4 к системе уравнений (3) 

добавляются 
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при l = 1, 2, …, (p – 1), p; k = 1, …, 4 к системам 

уравнений (3), (4) добавляются 

1 11 12 11
1 1 0 1 113 3 3

1 11 1 11

12 1 13 1 1312
12 133 3 3 3

12 1 12 13 1 13

14 1 21 114 21
14 213 3 3 3

14 1 14 21 1 21

22

22

ω ( )
p p

p p p

p p

p p

p p

p p

p p

x x x x
x M m m

r r

x x x x xx
m m

r r

x x x xx x
m m

r r

x x
m

 −
= + − − −   

   − −
− − − − −          

   − −
− − − − −          

−
−

1 23 1 2322
233 3 3 3

22 1 22 23 1 23

24 1 24
24 3 3

24 1 24

( 1)1 1 ( 1)1

( 1)1 3 3

( 1)1 1 ( 1)1

...

p p

p p

p

p

p p p

p

p p p

x x xx
m

r r

x x x
m

r

x x x
m

r

− −

−

− −

   −
− − − −          

 −
− − − −   

 −
− − −   

 

( 1)2 1 ( 1)2

( 1)2 3 3

( 1)2 1 ( 1)2

( 1)3 1 ( 1)3

( 1)3 3 3

( 1)3 1 ( 1)3

( 1)4 1 ( 1)4

( 1)4 3 3

( 1)4 1 ( 1)4

2 1 2

2 3 3

2 1 2

3

p p p

p

p p p

p p p

p

p p p

p p p

p

p p p

p p p

p

p p p

p

x x x
m

r

x x x
m

r

x x x
m

r

x x x
m

r

m

− −

−

− −

− −

−

− −

− −

−

− −

 −
− − −   

 −
− − −   

 −
− − −   

 −
− − −   

−
3 1 3

3 3

3 1 3

4 1 4

4 3 3

4 1 4

;

p p p

p p p

p p p

p

p p p

x x x

r

x x x
m

r

 −
− −   

 −
− −   

 

……………………………………………………… 

4 11 42 11
4 4 0 4 113 3 3

4 11 4 11

12 4 13 4 1312
12 133 3 3 3

12 4 12 13 4 13

14 4 21 414 21
14 213 3 3 3

14 4 14 21 4 21

22

22

ω ( )
p p

p p p

p p

p p

p p

p p

p p

x x x x
x M m m

r r

x x x x xx
m m

r r

x x x xx x
m m

r r

x x
m

 −
= + − − −   

   − −
− − − − −          

   − −
− − − − −          

−
−

( )

4 23 4 2322
233 3 3 3

22 4 22 23 4 23

24 4 24
24 3 3

24 4 24

( 1)1 4 ( 1)1

( 1) 1 3 3

( 1)1 4 ( 1)1

( 1)2 4 ( 1)2

( 1)2 3 3

( 1)2 4 ( 1)2

...

p p

p p

p

p

p p p

p

p p p

p p p

p

p p p

x x xx
m

r r

x x x
m

r

x x x
m

r

x x x
m

r

− −

−

− −

− −

−

− −

   −
− − − −          

 −
− − − −   

 −
− − −   

 −
− − 

( 1)3 4 ( 1)3

( 1)3 3 3

( 1)3 4 ( 1)3

( 1)4 4 ( 1)4

( 1)4 3 3

( 1)4 4 ( 1)4

p p p

p

p p p

p p p

p

p p p

x x x
m

r

x x x
m

r

− −

−

− −

− −

−

− −

−


 −
− − −   

 −
− − −   

 



 

 

1 4 1

1 3 3

1 4 1

2 4 2 3 4 3

2 33 3 3 3

2 4 2 3 4 3

;

p p p

p

p p p

p p p p p p

p p

p p p p p p

x x x
m

r

x x x x x x
m m

r r

 −
− − −   

   − −
− − − −          

 

( )x y                               (5) 

Символ (x ↔ y) означает, что аналогичные си-

стемы уравнений имеют место и для переменных у. 

Отметим, что приведенные общие условия суще-

ствования справедливы для любых гнездовидных 

плоских ц.к. в рамках задачи (4n+1)-тел, например 

для дельтообразных, трапецеобразных и др.  

Рассмотрим гнездовидные плоские ц.к. в виде 

последовательно вложенных один в другой p 

многоугольников разной формы (рис.), что поз-

воляет говорить о ц.к. смешанных форм в клас-

сическом варианте. Для уменьшения объема 

алгебраических преобразований и частичного 

упрощения изложения алгоритма вычислений 

ограничимся случаем p = 4, n = 4. 

Для удобства выпишем фактические значе-

ния координат (xlk, ylk) тел Pkl в соответствии 

с pисунком в виде таблицы. 
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Подстановка значений координат из таблицы 

последовательно в системы уравнений (3)–(5) [15] 

дает (l = 1; k = 1, …, 4):  

a) первый уровень иерархии – квадрат, цен-

тральное тело шар с массой M0: 

2 2 2 2 2

11 12 13 14ω ω ω ω ω= = = = =  

0 3

(1 2 2) 1
.

4 α
M m
 +

= + 
 

            (6) 

Таким образом, при последовательной запи-

си условий существования сначала квадратной 

ц.к. m11 = m12 = m13 = m14 = m с центральным те-

лом M0 l = 1; k = 1, …, 4 получается одно урав-

нение (6) с тремя неизвестными ω2, M, m, если 

считать геометрические размеры ц.к. заданными 

(α – размер полудиагонали квадрата). Далее учи-

тываем следующее «кольцо» и записываем усло-

вия существования ц.к. типа квадрат – ромб – 

центральное тело – шар; 

б) второй уровень иерархии – для двух вло-

женных один в другой четырехугольников (l = 1, 



 

 

2; k = 1, …, 4) к уравнению (6) добавляются два 

уравнения 
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в) третий уровень иерархии – для трех вло-

женных один в другой четырехугольников (l = 1, 

2, 3; k = 1, …, 4) к уравнениям (6), (7) добавля-

ются еще три уравнения: 
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г) четвертый уровень иерархии – для четы-

рех вложенных один в другой четырехугольни-

ков (l = 1, …, 4; k = 1, …, 4) к уравнениям (6)–(8) 

добавляются еще четыре уравнения: 
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Число выписанных уравнений на последнем 

четвертом уровне иерархии равно 10, однако 

они образуют систему из 42 уравнений, если 

записать их в виде попарных разностей вида 
2 2

11 21ω ω 0,− = 2 2

11 22ω ω 0,...,− =  
2 2

43 44ω ω 0− = , соот-

ветствующих исключению из системы уравне-



 

 

ний квадрата угловой скорости ω2 и отражаю-

щих тот факт, что все 16 тел, расположенных в 

вершинах четырех многоугольников гнездовид-

ной плоской ц.к., должны вращаться относи-

тельно их общего центра M0 (который, строго 

говоря, не является центром масс системы тел) с 

одной и той же угловой скоростью, в то время 

как само тело с массой M0, которое на рисунке 

не отражено, каким-то образом движется отно-

сительно общего центра масс. 

Отмечаем, что полученная выше система ал- 

гебраических уравнений имеет иерархическую 

структуру, подобную получаемой при реализа-

ции в системе алгебраических уравнений пря- 

мого хода преобразований в процессе решения 

систем линейных алгебраических уравнений ме- 

тодом исключения неизвестных Гаусса. Правда, 

полученная таким образом «трапецевидная» 

форма расширенной матрицы системы урав- 

нений имеет «перевернутый» вид, поскольку 

строки с наименьшим числом неизвестных с не- 

нулевыми коэффициентами оказываются ввер-

ху, а не внизу, как это бывает в классическом 

методе Гаусса. 

Действительно, первое уравнение содержит 

лишь массу М и неизвестные ω11, α11, m11 и обра-

зует первый уровень иерархии. Далее добавляет-

ся второй уровень из трех уравнений, содержа-

щих массу М и неизвестные α21, α22, m21, m22, так 

как неизвестные с индексом 11 уже оказываются 

найденными из решения уравнения предыдуще-

го уровня. Следующий третий уровень иерар-

хии образуется подсистемой из 12 уравнений, 

содержащих массу М и неизвестные α31, α32, α34, 

m31, m32, m34, так как неизвестные с индексами 

11, 21, 22 уже найдены из решения уравнений 

предыдущего (второго) уровня. Наконец, чет-

вертый уровень иерархии образуется подсисте-

мой из 26 уравнений, содержащих массу М и 

неизвестные α41, α43, m41, m43, так как неизвест-

ные с индексами 11, 21, 22, 31, 32 и 34 уже 

найдены из решения уравнений предыдущего 

уровня.  

Считая геометрические размеры αlk рассмат-

риваемых в ц.к. многоугольников заданными, 

получим переопределенную систему линейных 

алгебраических уравнений относительно неиз-

вестных масс mlk, которых из-за наличия сим-

метрий оказывается всего 8 (m11 – для квадрата; 

m21, m22 – для ромба; m31, m32, m34 – для дельтоида; 

m31, m33 – для трапеции). Используя возможности 

Maple, выписав последовательно 42 упомянутые 

попарные разности 
2 2

11 21ω ω 0,− = 2 2

11 22ω ω 0,...,− =  

2 2

43 44ω ω 0− = , получим систему линейных алгеб-

раических уравнений вида, которая имеет мно-

жество решений относительно масс при условии 

наличия переменных значений центральной 

массы и размеров многоугольников. 

42

1 11 2 21 3 22 4 31

1

( i i i i

i

a m a m a m a m
=

+ + + +  

5 32 6 33 7 41 8 42 9 0) .i i i i ia m a m a m a m a M+ + + + =  (10) 

Предложен и описан новый подход к дока-

зательству существования обобщенных плоских 

центральных конфигураций в рамках общей за-

дачи (pn+1)-тел, в которой р вложенных один в 

другой выпуклых n-угольников, в вершинах ко-

торых, в свою очередь, расположены n точеч-

ных, строго говоря, разных масс mlk, вращаются 

с постоянной угловой скоростью вокруг централь-

ного тела M0. Центральное тело может иметь 

сферическую (шар) или несферическую структу-

ру (эллипсоид вращения или трехосный эллип-

соид). В каждом из случаев соответствующие 

необходимые и достаточные условия существо-

вания ц.к. имеют различный вид. 
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