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 Аннотация. В исследовании решена проблема фильтрации нелинейных 
систем на основе минимаксного адаптивного алгоритма нелинейных 
систем рядами Вольтерра второго порядка при условии, что автокор-
реляционные функции полезного сигнала и помехи известны с некоторы-
ми погрешностями по критерию максимальной среднеквадратической 
ошибки фильтрации. Анализируется стационарная производительность 
минимаксного адаптивного фильтра Вольтерра второго порядка с наи-
меньшим средним квадратом (LMS) с постоянным размером шага μ 
при изменяющейся во времени настройке. Установлена количественная 
оценка установившейся избыточной среднеквадратичной ошибки (RMSE), 
в которой хорошо охарактеризован вклад неправильной регулировки 
градиента и ошибки слежения. Затем задается оптимальный размер шага 
для изменяющегося во времени минимаксного фильтра Вольтерры 
второго порядка. Таким образом, можно изучить корреляцию между 
избыточным MSE и оптимальным размером шага, с одной стороны,
и параметрами изменяющейся во времени нелинейной системы, с другой 
стороны. Получено простое решение с минимальной среднеквадратичной 
ошибкой для минимаксного фильтра Вольтерра, основанное на пред-
положении, что входной сигнал фильтра является гауссовым. Кроме того, 
предлагается метод итеративной факторизации для разработки под-
класса минимаксных фильтров Вольтерры, который может значительно 
упростить операции фильтрации. Изучается адаптивный алгоритм для 
фильтра Вольтерры, а также его средняя сходимость и асимптотиче-
ская избыточная среднеквадратичная ошибка. Полезность фильтра 
Вольтерра демонстрируется его использованием в исследованиях не-
линейных дрейфовых колебаний пришвартованных судов, подвер-
женных случайным морским волнам. 
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 Abstract. The study solves the problem of filtering nonlinear systems 
based on the minimax adaptive algorithm of nonlinear systems by Volterra 
series of the second order, provided that the autocorrelation functions of
the useful signal and interference are known with some errors according to 
the criterion of the maximum standard error of filtering. The author ana-
lyses the stationary performance of a minimax adaptive Volterra filter of 
the second order with the least mean square (LMS) with a constant step size 
of µ with a time-varying setting. A quantitative assessment of the steady-
state excess root-mean-square error (RMSE) has been established, in which 
the contribution of incorrect gradient adjustment and tracking error is well 
characterized. Then the optimal step size is set for a time-varying second-
order minimax Volterra filter. Thus, we can study the correlation between 
the excess MSE and the optimal step size, on the one hand, and the parame-
ters of a time-varying nonlinear system, on the other hand. A simple solu-
tion with minimal root-mean-square error for the minimax Volterra filter
is obtained, based on the assumption that the input signal of the filter
is Gaussian. In addition, we propose an iterative factorization method for 
developing a subclass of minimax Volterra filters, which can greatly sim-
plify filtering operations. In addition, an adaptive algorithm for the Volterra 
filter is investigated, as well as its average convergence and asymptotic 
excess root-mean-square error. Finally, the usefulness of the Volterra filter 
is demonstrated by its use in studies of nonlinear drift oscillations of moored 
vessels exposed to random sea waves. 
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Введение 

В настоящей работе исследована проблема 
фильтрации нелинейных систем на основе мини-
максного адаптивного алгоритма нелинейных си-
стем рядами Вольтерра 2-го порядка при условии, 
что автокорреляционные функции полезного сиг-
нала и помехи известны с некоторыми погрешно-
стями. Для решения задачи идентификации не-
линейных объектов разработано довольно много 
подходов и методов [1–10]. На современном этапе 
возросли требования к точностным характеристи- 
кам применяемых алгоритмов идентификации. 
В связи с этим модифицируются классические 
подходы к решению задачи идентификации не-
линейных систем с целью повышения их точно-
сти и уменьшения ограничений применения [11], 
а также универсальные поисковые методы, кото-

рые требуют минимальной априорной информа-
ции об идентифицируемой системе, но сложны 
в реализации. Считаем также, что взаимокорре-
ляционная функция полезного сигнала и помехи 
равна нулю, причем случайные функции полез-
ного сигнала и помехи стационарны в узком 
смысле [12], стационарно связаны и имеют нуле-
вые математические ожидания. Критерием каче-
ства считается максимальная среднеквадратиче-
ская ошибка фильтрации. Необходимо решить 
задачу минимаксной фильтрующей структуры в 
виде последовательности Вольтерра, когда слу-
чайный сигнал на входе системы задан с гауссо-
вым белым шумом. Спектральные интенсивности 
погрешностей «шумовых добавок» сигнала и по-
мехи пропорциональны величинам погрешно-
стей, с которыми определены автокорреляцион-
ные функции сигнала и помехи. Показывается, 
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что минимаксный фильтр Вольтерра 2-го поряд- 
ка (ФВ2) эквивалентен параллельной реализации 
минимаксного линейного фильтра и квадратич-
ного фильтра. Аналогичная реализация фильтра 
ФВ2 была показана в работах [1; 2] для критерия 
качества по среднеквадратической ошибки филь-
трации (СКОФ). В минимаксной постановке про-
блемы фильтрации рядами Вольтерра 2-го поряд-
ка решаются впервые, когда наблюдается эффек-
тивность за счет устойчивой фильтрации с уве-
личением интенсивности «добавок» белого шума, 
поскольку верхние оценки в ограничениях для 
асимптотического остатка СКОФ (АОСКОФ) для 
линейного и квадратичного фильтров обратно 
пропорциональны максимальному собственному 
числу для автокорреляционной матрицы входно-
го сигнала с белым шумом при наличии помехи 
и его квадрату соответственно. Целью данной 
работы является изучение сходимости фильтра 
Вольтерра второго порядка по адаптивному ме-
тоду наименьших квадратов (LMS). Анализиру-
ется фильтр Вольтерра с постоянным размером 
шага µ при изменяющейся во времени настройке 
и количественная оценка установившегося избы-
точного среднего квадрата ошибки (RMSE), где 
вклад неправильной регулировки градиента и 
ошибки отслеживания хорошо охарактеризованы 
в зависимости от максимального собственного 
числа наиболее неблагоприятной автокорреляци-
онной матрицы входного сигнала. На первом 
этапе мы представляем количественную оценку 
избыточного среднего квадрата ошибки фильтра-
ции и на втором этапе выводится оптимальное 
значение размера шага обучения сходимости 
фильтра. Подобные задачи часто встречаются в 
радиотехнических приложениях при оценке ам-
плитуды детерминированного сигнала при коле-
баниях его формы и неточных коррекциях шума, 
то есть когда корреляционную функцию, которая 
лежит внутри заданного выпукло-ограниченного 
семейства, определить едва ли возможно. Другой 
пример – это оценивание регрессионных пара-
метров детерминированного сигнала при неточно 
известной корреляционной функции, как основ-
ного сигнала, так и шума. 

1. Постановка задачи 

Возьмем фильтр Вольтерра 2-го порядка, 
который состоит из параллельной комбинации 
линейного и квадратичного фильтров [1; 2]: 

1
( ) 0 0

N
y n h a(j)x(n j)+

j =


  

 

1 1
( , ) ( ) ( ),

0 0

N N
+ b j k x n j x n k

j k

 
  

 
         (1) 

где   a j  и   ,  b j k  называются линейным и 
квадратичным весом соответственно, а N указы-
вает длину фильтра (предполагается симмет-
ричность квадратичных весов фильтра, то есть 
    .,   ,b j k b k j  Будем предполагать, что слу- 

чайный сигнал x(n) представляет аддитивную  
смесь полезного сигнала s(n) и помехи ξ(n).  

( ) ( ) ξ( ),x n s n n                       (2) 

причем s(n) и ξ(n) – это случайные стационарные в 
узком смысле [12] и стационарно связанные про- 
цессы с нулевым математическим ожиданием с 
дискретным параметром n, а их корреляционные 
функции известны с некоторыми погрешностя-
ми δRs и δRξ соответственно 

' ' '( , ) ( , ) δ ( , );R n n R n n R n ns s s
    

' ' '
ξ ξ ξ( , ) ( , ) δ ( , ),R n n R n n R n n    

где Rs(n, n') и Rξ(n, n') – предполагаемые значе-
ния (например, некоторые оценки корреляцион-
ных функций).  

Везде далее считается, что взаимо корреляци-
онная функция сигнала x(n) и помехи ξ(n) тожде-
ственно равна нулю, полагаем также, что Rs(n, n'), 
δRs(n, n'), Rx(n, n'), δRx(n, n') есть симметрические 
функции (в классе обобщенных функций) от пе-
рестановок аргументов. Эти функции можно рас-
сматривать как ядра симметричных операторов 
Rs, R̃s, δRs, Rξ, R̃ξ, δRξ в гильбертовом простран-
стве. Предполагается, что ξ(n) белый гауссовский 
шум. Считается, что относительно погрешностей 
δRx и δRξ известно лишь, что они ограничены по 
операторной норме  

ξ ξ|| δ || , || δ || ,s sR R     

где операторная норма || . ||  понимается как 
максимальное собственное число симметрично-
го оператора. 
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Нужно найти веса фильтра A и B, которые 
минимизируют максимальную среднюю квадра-
тичную ошибку фильтрации (СКОФ) между s(n) 
и выходом фильтра y(n), то есть 

( , , + δ , + δ )ξ ξe A B R R R Rs s   

2[| ( ) ( ) | ];E s n y n                       (3) 

макс ( , )e A B   

ξ ξ
ξ ξ||δ || ,||δ ||

max ( , , + δ , + δ ),
s s

s sR R
e A B R R R R

 
     (4) 

2. Алгоритм реализации 
Вольтерра 2'го порядка 

В определении минимума СКОФ фильтра 
Вольтерра 2-го порядка является требование 
бездрейфового фильтра. С учетом бездрейфово-
го выхода фильтра, другими словами, должно 
быть E[y(n)] = 0, так как основной сигнал имеет 
нулевое математическое ожидание. Тогда полу-
чается следующее соотношение для ФВ2 [2]: 

1

0
( ) ( ) ( )

N

j
y n a j x n j




  

 

11

00
( , )[ ( ) ( ) ( )],

NN

x
kj

b j k x n j x n k r j k



               (5)  

где 
( ) [ ( ) ( )]xr j = E x n x n j  

обозначает автокорреляционную функцию x(n), 
E – символ математического ожидания. 

Выражение (5) для ФВ2 можно представить 
в эквивалентном матричном виде  

( ) ( ) { [ ( ) ( ) ]},T Ty n A X n tr B X n X n Rx      (6) 

где trA  обозначает след квадратной матрицы 
1,
1,{ }j N

kj k NA a 


 , то есть сумму ее диагональных эле- 
ментов:  

1

N
trA akk

k



, 

а Rx обозначает размером N×N автокорреляци-
онную матрицу функции x(n), чей (j, k)-й эле-
мент равен rx(j – k). 

( ) [ ( ), ( 1), ..., ( 1)] ,TX n x n x n x n N     

[ (0), ..., ( 1)] ,TA a a n N    

(0, 0)         . . .    (0, 1)
                   . . .
( 1,0)    . . .  ( 1, 1)

b b N
B

b N b N N

 
   
    

 

C учетом разложения всей СКОФ e(A, B, 
Rs + δRs, Rξ + δRξ) на линейную СКОФ1 и квад-
ратичную СКОФ2, получаем представление ли-
нейного и квадратичного операторов ФВ2 с ми-
нимальной СКОФ в виде [13]  

1= ,0A R Rx sx
  

1 1 1= ,0 2B R T Rx sx x
                      (7) 

где кросскорреляционные и бикросскорреляци-
онные элементы матричных функций Rsx и Tsx 
соответственно определены следующим образом  

( ) [ ( ) ( )],r j = E s n x n jsx   

( , ) [ ( ) ( ) ( )].t j k E s n x n j x n ksx         (8) 

Из (5) и (6) видно, что линейный оператор 
оптимального ФВ2 – это то же самое, что и оп-
тимальный минимаксный линейный фильтр. Сле- 
довательно, можно сконструировать ФВ2 просто 
посредством добавления квадратичного фильтра 
созданному оптимальному минимаксному линей-
ному фильтру без его изменения, то есть в каче-
стве линейного фильтра в смысле критерия (4) 
можно использовать минимаксный фильтр A*, 
который минимизирует максимальную СКОФ 
из (4) (в заданном классе линейных фильтров) 
по всем наименее благоприятным значениям 
корреляционных операторов *

sR  и *
ξR  

ξ ξ

*
макс ξ ξ||δ || Δ ,||δ || Δ

 ( ) min max ( , + δ , + δ )
s s

s sA R R
e A e A R R R R

 
   

* *
ξ

ξ,
min max ( , , )

s
sA R R

e A R R    

* *
ξ

* * * *
ξ ξ,

maxmin ( , ,  ) min ( , , ).
s

s sA AR R
e A R R e A R R      (9) 
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Причем наименее благоприятные значения 
корреляционных операторов будут равны  

* *= + Δ , = + Δ ,ξ ξ ξR R I R R Is s s         (10) 

где I – единичный оператор; ∆s и ∆ξ интенсивно-
сти «добавок» белого шума.  

Поясним смысл термина интенсивность «до- 
бавок» белого шума. Поскольку ошибка в зна-
нии корреляционной функции флуктуаций или 
случайного сигнала компенсируется прибавле-
нием добавки в виде белого шума со спектраль-
ной интенсивностью соответственно ∆ξ или ∆s, 
возрастающей при росте погрешности δRξ или 
δRs, то сумма Rξ + ∆ξI или Rs + ∆sI равносиль- 
на добавлению к флуктуациям или случайному 
сигналу дополнительного белого шума. Опера-
торная форма представления (10) аналогична 
матричному корреляционному представлению, 
в котором единичная матрица I соответствует 
в операторном виде единичному оператору в 
виде дельта функции Дирака, а матрицы ∆ξI 
и ∆sI являются корреляционными матрицами 
добавок белого шума соответственно спектраль- 
ной интенсивности ∆ξ и ∆s, а ядра симметрич- 
ных операторов Rξ и Rs и представляют соответ-
ствующие корреляционные матрицы. Как из-
вестно [14], минимаксный фильтр в этом случае 
примет вид 

* * * * 1= ( + ) ,ξA R R Rs s
                  (11) 

а его максимальная СКОФ записывается в виде 

* * * * 1 *( ) ( + ) .макс ξ ξe A trR R R Rs s
  

Таким образом, можно сконструировать ФВ2 
просто посредством добавления квадратичного 
фильтра параллельно созданному минимаксно-
му фильтру без его изменения и потери суще-
ственной точности.  

Следовательно, за счет введения «шумовых 
добавок» к основному сигналу и помехе мы можем 
достичь значительного выигрыша для асимпто-
тического остатка среднеквадратической ошибки 
АОСКОФ, вследствие увеличения максимально-
го собственного числа автокорреляционной мат-
рицы, что эквивалентно уменьшению коэффици-

ента адаптации бучения в обратно пропорцио-
нальной зависимости этому максимальному соб-
ственному числу, в силу выбора наименее не-
благоприятных зашумленных корреляционных 
матриц сигнала и помехи соответственно для 
минимаксного линейного фильтра. Пусть вели-
чина дисперсии по критерию наихудшей сред-
неквадратической ошибки для реализации ФВ2 
ограничена величиной ξopt [13, формула (12)]: 

1* 1 1 * 1ξ (0) ( ) ( ) [ ( ) ],opt 2
Tr R R R tr R T R Ts sx x sx x sx x sx

        (12) 

где 

* = +Δ ;R R Ix x x    2(0) [ ( )];r E s ns   

* ;R R Asx x    * *2 ,T R BRsx x x  

где ∆x соответствует интенсивности суммарных 
«добавок» белого шума во входном сигнале x(n).  

Метод наименьших квадратов для линейных 
и квадратичных весов адаптивного фильтра ФВ2 
соответственно A(n) и B(n) может быть представ-
лен как стохастический вариант метода наиско-
рейшего спуска (LMS) в следующем виде [13] 

( + 1) = ( ) 2μ ( ) ( );A n A n Ae n X n  

( + 1) = ( ) 2μ ( ) ( ) ( ).TB n B n Be n X n X n   (13) 

Константы обучения μA и μB определяют 
устойчивость и сходимость адаптивного филь-
тра, e(n) = y(n) – s(n). Заметим, что линейные и 
квадратичные оптимальные весовые коэффици-
енты ФВ2 изменяются в этом случае по следу-
ющей зависимости  

( +1) = ( )+δ ( );0 0 0A n A n A n  

( +1) = ( )+δ ( ),0 0 0B n B n B n              (14) 

где δA0(n) = A0(n) – A0 и δB0(n) = B0(n) – B0 – суть 
отклонения A0(n) и B0(n) от их оптимальных зна-
чений.  

Как показано в [13; 15], в адаптивной реали-
зации ФВ2 флуктуации операторов линейного и 
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квадратичного фильтров добавляют некоторую 
дополнительную СКОФ в выходное значение 
фильтра даже при устойчивом положении адап-
тационного процесса, то есть асимптотическая 
СКОФ адаптивного ФВ2 в общем случае боль-
ше, чем СКОФ оптимального ФВ2. Для оценки 
остатка СКОФ запишем СКОФ адаптивного ФВ2 
в виде 

optξ( ) =  ξ   ξ ( )  ξ ( ),A Bn n n   

где избыточные среднеквадратические остатки 
ξA(n) и ξB(n) в адаптивной реализации ФВ2 име-
ют вид  

ξ ( ) [ {δ ( ) δ ( )}];Tn E tr B n R B nB x  

ξ ( ) [ {δ ( ) δ ( )}].Tn E tr A n R A nA x  

Асимптотические оценки СКОФ для линей-
ного минимаксного и квадратичного фильтров 
реализации ФВ2 могут быть оценены сверху 
через оценку величины rs(0) следующим обра-
зом [13; 15] 

ξ 4μ ξ (0);optA NrA s  

2ξ 3μ ξ (0).optB N rВ s               (15) 

Шаги обучения μA и μB для линейного ми-
нимаксного A и квадратичного фильтров B соот-
ветственно выбираются из условий 

1 20 μ λ ;    0 μ λ ,max maxA B      

где λmax – максимальное собственное число мат-
рицы *

xR , которое больше максимального соб-
ственного числа λmax матрицы Rx на величину ∆x 
согласно теореме Вейля [16, теорема (4.3.1)].  

Из оценок представления для АОСКОФ 
в (12) видно, что за счет увеличения максималь-
ного собственного числа матрицы *

xR  можно 
повысить устойчивость и сходимость алгоритма 
и получить выигрыш η по среднеквадратиче-
ским ошибкам, который показывает наличие до- 

полнительной информации о возмущениях в кор- 
реляционной матрице Rx основного сигнала и 
корреляционной матрице Rξ, в частности для 
случая совместно гауссовских случайных про-
цессов x(n) и s(n) [17] имеем 

Tsx = 0 

и выражение для выигрыша η по минимаксной 
среднеквадратической ошибке по отношению к 
среднеквадратической ошибке для фильтра, по-
строенного по предлагаемым значениям Rs и Rx, 
принимает вид в матричной форме аналогичный 
виду в операторной форме [14, формула (5)] 

2 2 1(Δ Δ ) ( + ) ( + +Δ +Δ )ξ ξ ξ ξ ξ
η 1 .1( +Δ )( + +Δ +Δ ) ( +Δ )ξ ξ ξ ξ

tr R R R R R R I Is s s s x
tr R I R R I I R Is s s s

 
  

  (16) 

Чем больше ∆s или ∆ξ, тем больше эффек-
тивность минимаксного фильтра, а значит и 
фильтра Вольтерра 2-го порядка (ФВ2). В част-
ности при ∆ξI >> Rξ, ∆s = 0 оценка выигрыша η 
будет линейно зависимой от величины шумовой 
добавки ∆ξ и будет равна 

2 2( + )ξξ
η 1 .ξ ξ

trR R Rs
trR



                (17) 

Аналогично этому случаю можно рассмот-
реть другой крайний случай при ∆sI >> Rs, ∆ξ = 0  
и получить оценку для выигрыша η в виде  

2 2( + )ξ
η 1 .

trR R Rs s
s trRs




             (18) 

Можно показать также, что при медленном 
изменении параметров модели адаптации обу-
чения ФВ2 оптимальное значение шага обуче-
ния будет равно 

μ μ = μopt A B   

2 2(σ σ )
,2 2 2 2 2[4 σ 2 ( ) (σ ) ]min

N NSA NSB
J N tr R Nx x x




 
    (19) 
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где 

2 2σ [ ( )];= E x nx  

min cov( ( ));    ( ) ( ) ( );J e n e n y n s n    

2 1
0 0 0σ cov(Δ ( )) = [ (Δ Δ )];T

NSA NA n E tr A A  

2 1
0 0 0σ = cov(Δ ( )) = [ (Δ Δ )],T

NSB NB n E tr B B  

то есть как это следует из (18) эффективность 
полученного оптимального фильтра Вольтерра 
2-го порядка (ФВ2) по шагу адаптации обучения 
также находится в обратной пропорциональной 
зависимости при значительном увеличении 
уровня шумовых добавок в возмущениях в кор-
реляционной матрице Rx основного сигнала. 

3. Пример эффективности 
фильтра Вольтерра 2'го порядка 
с одновременной реализацией 
линейного минимаксного фильтра 

Чтобы проиллюстрировать эффективность ал-
горитма, было проведено компьютерное модели-
рование. Линейный минимаксный фильтр как 
эквивалентная замена линейному фильтру исполь-
зовался для оценки системы Вольтерра второго 
порядка с гауссовым входом x(n), то есть во вход-
ном сигнале x(n) присутствует аддитивный гаус-
совский белый шум и выходом y(n) в нестацио-
нарной и шумной среде на модельном примере: 

2( ) ( ) 0,5 ( 1) ( )y k x k x k x k      

20,1 ( 1) 0, 4 ( ) ( 1) ( ).x k x k x k n k      

В выходном сигнале y(n) через n(k) обозна-
чен белый шум известной интенсивности. На 
рисунке показан график зависимости оптималь-
ного размера шага обучения μopt от величины 
Jmin от различных значений интенсивностей 
«шумовой добавки» ∆x в помехе входного сиг-
нала x(n) при постоянных ковариациях 2σNSA

 и 
2σNSB

 девиаций параметров весовых коэффици-
ентов A(n) и B(n) и постоянном отношении сиг-
нала к шуму SNR в наблюдении выходного сиг-
нала y(n) равном 25 дБ. 

 
 

График зависимости 
оптимального размера шага обучения μopt от величины Jmin 

от различных значений интенсивностей «шумовой добавки»:  
пунктирный график – ∆x = 10; сплошной график – ∆x = 5 SNR = 25 дБ; 

  2 2 6σ σ 2,5 10 ;NSA NSB  σx = 0,0017 

A graph of the dependence of the optimal size 
of the learning step μopt on the magnitude Jmin of the various 

values of the intensities of the “noise additive:”  
dotted graph – ∆x = 10; solid graph – ∆x = 5 SNR = 25 dB; 

  2 2 6σ σ 2.5 10 ;NSA NSB  σx = 0.0017 

 
Из построения графика зависимости опти-

мального размера шага обучения μopt от величи-
ны Jmin от различных значений интенсивностей 
«шумовой добавки» ∆x в помехе входного сиг-
нала x(n) видно, что с увеличением уровня ин-
тенсивностей ∆x величина оптимального шага 
обучения монотонно убывает и достигает опти-
мального постоянного уровня на второй кривой 
обучения, что согласуется с теоретическими вы-
водами, сделанными выше в контексте статьи по 
оптимальному поведению шага адаптации в за-
висимости от уровня изменения интенсивностей 
шумовых добавок в дополнительном увеличе-
нии уровня помехи входного сигнала. 

Заключение 

Таким образом, задача по определению ли-
нейного и квадратичного операторов фильтра 
Вольтерра 2-го порядка с минимаксной средней 
квадратичной ошибкой для идентификации не-
линейных стационарных систем решена и реали-
зована в алгоритмическом виде. Показана эф- 
фективность адаптивного устойчивого фильтра 
Вольтерра 2-го порядка для совместно гауссов-
ских случайных процессов полезного и наблюда-
емого сигналов в условиях неточно известного 
сигнала в шуме и с неточно известными корреля-
ционными свойствами. Дальнейшей задачей бу-
дет являться усовершенствование этого метода 
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и применение фильтра Вольтерра для идентифи-
кации многомерных динамических нелинейных 
систем управления с интервальными параметра-
ми, в задачах оценивания регрессионных интер-
вальных параметров полезного сигнала. 
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